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А ннотация 

 
В работе рассмотрен о рассея н ие света малой сф ерической частицей в окрестн остях 
плазмон н ых резон ан сов в пределе малой диссипации. Одн им из свойств такого рассея н ия  
является  н еобычн ая  (обратн ая ) иерархия  оптических резон ан сов, когда с ростом порядка 
резон ан са сечен ие рассея н ия  н е умен ь ш ается , а растет, так что сечен ие при диполь н ом 
резон ан се мож ет оказать ся  мен ь ш е, чем при квадруполь н ом, которое, в свою  очередь , мож ет 
быть  мен ь ш е чем при октуполь н ом и т.д. В качестве примеров рассея н ие дан н ого типа 
рассмотрен о для  коллоидн ых частиц  в аддитивн о окрашен н ых кристаллах KCl и для  
н ан окластеров алю мин ия  в вакууме.  
 

1. В в едение 
 

М . Н . Л ибен сон  как то сказал о себе: « Я  зан имаю сь  ф изическими осн овами лазерн ой 
обработки» . Под словом о сно вы он  пон имал идеи, исходящие из « первых прин ципов» , из 
ф ун даменталь н ой ф изики. В последн ие годы  М ихаила Н аумовича особен н о ин тересовали 
вопросы , связан н ые с поверхн остн ыми электромагн итн ыми волн ами, ближ н еполь н ыми 
эф ф ектами и преодолен ием диф ракцион н ого предела в оптике [1-4]. Публикуя  эту работу в 
зн ак памяти о н аучн ой деятель н ости М . Н . Л ибен сон а, мы  с призн атель н ость ю  вспомин аем 
н аш и мн огочислен н ые обсуж ден ия  и его ж ивой ин терес к н овым н аучн ым идеям.  

Рассея н ие света малыми частицами безусловн о отн осится  к ф ун даменталь н ым проблемам 
электродин амики, достаточн о сказать , что эта область  связан а с имен ами великих ф изиков и 
математических ф изиков – К лэбша, Релея , Д ебая , Л орен ца, М и (это далеко н е полн ый 
перечен ь  имен , см. исторический обзор в [5]).    

Т еория  М и представляет собой точн ое реш ен ие задачи рассея н ия  электромагн итн ого 
излучен ия  н а сф ерической частице [6-8]. С войства этого реш ен ия  до сих пор продолж аю т 
исследовать ся  в литературе. В последн ие годы  вн иман ие к этой проблеме было вызван о 
развитием н ан отехн ологий, которые имею т дело с малыми частицами (н ан очастицами), 
размер которых мен ь ш е или даж е мн ого мен ь ш е длин ы  волн ы  λ рассеиваемого излучен ия . 
Пока малая  частица н аходится  вдали от плазмон н ого резон ан са, он а ведет себя , как 
рассеиваю щий точечн ый диполь , н о вблизи резон ан са происходят мн огие интересн ые явлен ия , 
связан н ые с переизлучен ием плазмон ов [9]  и слож н ой структурой потока эн ергии (поле 
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вектора Пойнтин га) [10]. В дан н ой стать е мы  рассматриваем эф ф ект обратн ой иерархии 
оптических резон ан сов и приводим два примера, показываю щих возмож н ость  
эксперименталь н ого н аблю ден ия  этого эф ф екта. Предваритель н ые резуль таты  этой работы  
н едавн о были представлен ы  н а кон ф ерен ции [11]. 
 

2. Т еория Ми и локалиованные плазмоны 
 

Решен ие М и осн ован о н а разлож ен ии падаю щей, рассея н н ой и проходящей в частицу волн  
в ряд по соответствую щим сф ерическим гармон икам. С ледуя  работам [7, 10] мы  
рассматриваем вн еш н ю ю  среду – вакуум и н емагн итн ую  частицу, то есть  1=== pmm µµε  ( mε  
и pε , обозн ачаю т диэлектрические прон ицаемости среды  “ m”  = medium  и частицы  “ p”  = 
particle, mµ  и pµ обозн ачаю т, соответствен н о, их магн итн ые прон ицаемости). Вектор 
электрического поля  в падаю щей плоской волн е н аправлен  по оси x, волн а распростран яется  
вдоль  полож итель н ого z  н аправлен ия . С ответствен н о, такая  волн а имеет компон ен ты  

( )
x

zkii eeEE ˆ0=  и ( )
y

zkii eeEH ˆ0= , где волн овой вектор λπ ckk 20 == . Зависимость  от 

времен и tie ω−  опущен а, и мы  такж е рассматриваем един ичн ую  амплитуду падаю щей волн ы  
0E  = 1.  
В сф ерических координ атах компон ен ты  падаю щей волн ы  (“ i”  = incident) представля ю тся  

ф ормулами: 
 

 ( ) ( ) ( ) ϕϕϕ θ
ϕθ sin,coscos,cossin coscoscos rkiiθrkiiθkrii

r eEθeEθeE −=== ,                
                                                                                                                                                   (1)                 

              ( ) ( ) ( ) ϕϕθϕθ θ
ϕ

θ
θ

θ cos,sincos,sinsin coscoscos rkiirkiirkii
r eHeHeH === . 

 
Поле рассея н н ого излучен ия  (“ s”  = scattered) сф ерой с радиусом a, удобн о выраж ать  через 

электрический ( )seΠ  и магн итн ый ( )smΠ  потен циалы  Д ебая  [7]: 
 

             ( ) ( ) ( )( )θς
ϕ coscosΠ 1

1
2 ll

l
l PkrB

k
r ese ∑−=

∞

=
,   ( ) ( ) ( )( )θς

ϕ cossinΠ 1

1
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l
l PkrB

k
r msm ∑−=

∞

=
,            (2)

 где ( )( )θcos1
lP  обозн ачает присоедин ен н ые полин омы  Л еж ан дра и ( ) ( ) ( )ρ

πρ
ρς 1

2
12 +

=
l

l H  

ф ун кция  Рикатти-Б есселя , ( )( ) ( ) ( )ρρρ nnn NiJH +=1  - ф ун кция  Г ан келя .   
С ами поля  вычисля ю тся  с помощь ю  диф ф ерен цирован ия  соответствую щих потен циалов 

[7]:  

         ( ) ( )Π2
2
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∂
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∂∂
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 Подставля я  (2) в (3) и производя  упрощен ия , получаем окон чатель н ые ф ормулы  [7] 
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 В ф ормулах (2, 4) стоят амплитуды  lBe  и lBm , которые в решен ии М и представля ю тся  
ф ормулами 
  

                                          ( ) l
l

l
ll

l aiBe

1
121

+
+

= + ,         ( ) l
l

l
ll

l biBm

1
121

+
+
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где la  и  lb  имею т вид  
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Здесь  λεπ /k mm 2=  и λεπ /k pp 2=  обозн ачаю т соответствую щие волн овые числа. 

Ф ун кции lψ  и lψ ′  выраж аю тся  через ф ун кции Б есселя , штрих озн ачает диф ф ерен циирован ие  
 

                                           ( ) ( ) ( ) ( )
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Ан алогичн о, производн ая  от ф ун кции  Рикатти-Б есселя  lζ ′  выраж ается  как 
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                                                               ( ) ( )
ρ

ρζ
ρζ

∂
∂

=′ l
l .                                                                    (9) 

 
Коэф ф ициен ты  экстин кции, поглощен ия  и рассея н ия  даю тся  ф ормулами extext Qa2πσ = , 

absabs Qa2πσ = , scasca Qa2πσ = , где соответствую щие эф ф ективн ости Q  определя ю тся  
известн ыми ф ормулами [7, 8]:  
 

       ( ) ( )∑ ++=
∞

=1
2 122

l
lll baRe

q
Q

m
txe ,  ( )∑ ++=

∞

=1

22
2 122

l
lll ba

q
Q

m
sca ,  scaextabs QQQ −= .             (10) 

 
Если среда вакуум, т.е. 1=mε  то для  малой частицы  12 <<= λπ aq  сечен ия  поглощен ия  

и рассея н ия  даю тся  классическими ф ормулами диполь н ого приближ ен ия  [8] 
 

                                       











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2
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Im4
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ε

.                                    (11) 

 
Видн о одн ако, что эти ф ормулы  ведут к расходимостям, когда частица приближ ается  к 

плазмон н ому резон ан су: 2−=pReε .  
И сследуем этот вопрос более подробн о, считая  ε  чисто действитель н ым, т.е. 

диссипативн ые процессы  отсутствую щими. Полож им λπ aqqm 2==  и qnqp = ,  где pn ε= . 

Т огда выраж ен ие для  la  имеет вид 
 

                                                              [ ]
[ ]q,

q,a
l

l
l den

num
= ,                                                                      (12) 

 
где числитель  и зн амен атель  даю тся  ф ормулами (мы  сократили общий сомн ож итель  q в 
числителе и зн амен ателе): 
 
                                        [ ] ( ) ( ) ( ) ( )qnqqnqnq, lllll ψψψψ ′−′≡num ,                                                  (13) 
 
                                          [ ] ( ) ( ) ( ) ( )qnqnqqnq, lllll ςψψς ′−′≡den .                                                   (14) 
 

При малых q  << 1 выраж ен ия  (8) и (9) мож н о разлож ить  в ряд по степен ям q . И споль зуя  
известн ое представлен ие для  ф ун кции Б есселя  [12] 
 

                                             ( ) ( )∑
∞

= ++Γ



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получаем асимптотические ф ормулы   
 

                       ( ) ( ) ( ) !!
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Подставля я  (15) в (13) легко проверить , что осн овн ой член  разлож ен ия  числителя  имеет вид: 
 

                                          [ ] ( )
( )[ ]

( )1
12
1num 2

2
12 −

+
+

≈ + nn
!!

qq, ll

l

l
l .                                                   (17) 

 
Отметим, что в ( )qlψ  и ( )qlψ ′  все коэф ф ициен ты  разлож ен ия  перед степен ями q  чисто 

действитель н ые. Коэф ф ициен ты  разлож ен ия  ф ун кций ( )qlς  и ( )qlζ ′  следую т из разлож ен ия  
ф ун кций Г ан келя . Д ля  этих ф ун кций удобн о исполь зовать  представлен ие [12] 

 

                                    ( )( ) ( ) ( )[ ]zJezJ
z

izH i
l

l
ll

π

π
−

− −−=
sin

1 .                                                    (18) 

 
И з (15), (18) следует, что разлож ен ия  ф ун кций Рикатти-Б есселя  н ачин ается  с чисто 

мн имых член ов с отрицатель н ыми степен ями q  (отвечаю т первому слагаемому в ф ормуле 
(18)): 

 

                    ( ) ( ) ( )
22

3212
−

−
−

−
−≈

lll

ll

q
!!i

q
!!iqς ,  ( ) ( ) ( )( )

11 2
32212

−+

−−
+

−
≈′

lll

llll

q
!!i

q
!!iqς .                  (19) 

 
Первый действитель н ый коэф ф ициен т разлож ен ия  для  ф ун кций ( )qlς  и ( )qlζ ′  возн икает от 

второго слагаемого в ф ормуле (18), посколь ку перед этим слагаемым стоит мн имая  един ица 

( ) ie
i 12

1

1 +





 +−

−= l
lπ

. Поэтому осн овн ой член  разлож ен ия  для  действитель н ых частей ф ун кций 
( )qlς  и ( )qlζ ′  имеет вид: 

 

                                           ( )[ ] ( ) !!
qqRe

12

1

+
=

+

l

l

lς ,   ( )[ ] ( )
( ) !!

qqRe
12

1
+

+
=′

l

l l

lς .                                        (20) 

 
  В резуль тате разлож ен ие зн амен ателя  (14) в ряд по степен ям q  имеет вид 
 

                                             [ ] 



 ∑+∑=

∞

=

+
∞

= l

ll
n

n
n

n

n
n qqiq, 12

0

2nden βα ,                                                   (21) 

 
где коэф ф ициен ты  nα  и nβ  явля ю тся  действитель н ыми числами (в случае действитель н ых 

2n ). Осн овн ые коэф ф ициен ты  в разлож ен иях (21) имею т вид: 
 

                                                       





 +

+
+

=
l

l

l

l 1
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2
0 nα ,                                                              (22) 
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β .                                                            (24) 
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Формулы  (22) и (23) проверя ю тся  с помощь ю  разлож ен ий (16), (19); для  вычислен ия  
коэф ф ициен та lβ  следует учесть  соответствую щие член ы  в разлож ен иях (20). В резуль тате, 
для  амплитуды  lBe  мож н о н аписать  следую щее асимптотическое разлож ен ие: 
 

           
( )[ ]
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2

2
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2
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2
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
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              (25) 

 
И з (25) следует, что при малых q  резон ан с н аблю дается  при выполн ен ии условия : 

 

                                      ( ) ( ) 0
12

1
32

1
2

1 2
2

2
2 =








−

+
+

+
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+
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ll

l
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Отметим, что член , пропорцион аль н ый 2q  в левой части (26) описывает сдвиг точки 

резон ан са за счет кон ечн ости размера частицы . Д ля  дан н ого q  н аиболее силь н ый сдвиг 

происходит при 1=l . Если двигать ся  вдоль  резон ан сн ой кривой, когда сумма ∑
∞

=0

2

n

n
nqα  в (21) 

обращается  в н уль , то 1=la   (для  лю бого l !).  В этом случае ф ормула (25) приводит к 
постоян н ой парциаль н ой амплитуде даж е при полн ом отсутствии диссипации эн ергии 
частице, т.е. при чисто действитель н ом ε : 

 

                                                               ( )1
121

+
+

= +

ll

ll
l iBe .                                                                (27) 

 
Э тот н еож идан н ый резуль тат, впервые получен н ый в работе [9], обусловлен  н аруш ен ием 

квазистацион арн ости процесса рассея н ия  при малой диссипации. Его мож н о трактовать , как 
следствие обратн ой тран сф ормации собствен н ых плазмон н ых мод, резон ан сн о возбуж даемых 
в частице падаю щим излучен ием, в рассея н н ую  электромагн итн ую  волн у [9].  

Н а рис. 1 приведен  3D граф ик величин ы  [ ]1aRe  н а плоскости параметров { }2n,q − , который 
иллю стрирует поведен ие первой резон ан сн ой амплитуды . Г раф ик выполн ен  с разрешен ием 
500× 500 точек н а плоскости параметров. Посколь ку ширин а резон ан са стремится  к н улю  при 

0→q  трудн о передать  трехмерн ую  картин у для  бескон ечн о тон кого лезвия  при малых q . 
Н а рис. 2 показан ы  траектории двух первых резон ан сов с 21,=l  н а плоскости параметров 

[ ]{ }εRe,q . Д ве кривые  показываю т полож ен ие резон ан са, н айден н ое из числен н ого реш ен ия  
уравн ен ия  (14)  [ ] 0,den =ql  и по приближ ен н ой ф ормуле (26) при 0=εIm . 

Отметим парадокс, связан н ый с тем, что амплитуды  la  н е стремятся  к н улю  при 0→q . В 
действитель н ости этот парадокс связан  с порядком предель н ых переходов. Если считать , что 
величин а ppp in κε +=  содерж ит малую , н о кон ечн ую  pκ , то при  0→q  все величин ы  

la 0→ . Поэтому корректн ый предель н ый переход 0→q долж ен  осуществлять ся  при 
ф иксирован н ом pκ . Примеры  граф иков, построен н ых при кон ечн ых величин ах ε ′′  при 
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εε ′′+−= in2 , показан ы  н а Рис. 3. Видн о, что в этом случае обеспечивается  выполн ен ие 
условий la 0→ . 

 

 
Рис. 1. 3D граф ик ф ун кции [ ]1aRe  н а плоскости параметров { }2n,q − , выполн ен н ый с 
разреш ен ием 500 × 500 точек (a). Рисун ок (b) представляет контурн ый граф ик 
соответствую щей ф ун кции; н а н ем хорошо видн о как происходит слвиг и уш ирен ие резон ан са 
при увеличен ии размера частицы .  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 2. Т раектории двух 
первых резон ан сов 21,=l . 
К ривые 1 (сплош н ые лин ии) 
отвечаю т точн ому реш е-н ию , 
кривые 2 (пун ктир) - 
приближ ен н ому 
 
 

 
 
 
У мен ь ш ен ие ширин ы  первого резон ан са и измен ен ие его амплитуды  иллю стрирует граф ик 

величин ы  [ ]1aRe  как ф ун кции q  при ф иксирован н ом зн ачен ии величин ы  2n− , см. рис. 4. По 
мере того, как эта величин а приближ ается  к двойке, резон ан с стан овится  бескон ечн о узким. 
Ан алогичн ое поведен ие имею т и осталь н ые резон ан сн ые амплитуды . 
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Рис. 3. Т о ж е, что н а рис. 1, н о 410Im −=ε . 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 4. С ечен ия  поверхн ости  [ ]1aRe  плоскостями с ф иксирован н ыми зн ачен иями величин ы  

2n− . Рисун ок (а) отвечает бездиссипативн ому случаю , 0Im =ε , а рисун ок (b) отвечает 
ситуации с малой диссипацией 310Im −=ε .  
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3. О братная иерархия резонансов  
 

Формула (27) ведет к ин тересн ому эф ф екту – обратн ой иерархии резон ан сов. 
Д ействитель н о, полагая  в ф ормулах (10) 1=la  и 0=lb , получаем, что сечен ие рассея н ие l -го 
резон ан са при 0Im =ε возрастает с н омером l  [9]: 

 

                                                  ( ) ( )
2

122
l

l l

q
Q txe

+
= .                                                                       ( 28) 

 
 

При этом следует помн ить , что в силу ф ормулы  (26) сама величин а lq  зависит от н омера 
резон ан са 

 

                                      ( ) ( )

12

2

2

2

12
1

321

12 −









−

+
+

+−







 +

+
=

ll

l

l

l

l

l

n
n

n
q .                                                    (29) 

 
Д ля  частиц  ф иксирован н ого размера это условие выполн яется  для  различн ых длин  волн , 

посколь ку ( )λnn = . Обычн ая  ситуация  состоит в том, что резон ан сы  с боль ш им зн ачен ием l  
располагаю тся  в более коротковолн овой области. С ам ф акт того, что квадруполь н ый резон ан с, 
н апример, мож ет быть  ин тен сивн ее, чем диполь н ый (для  н ан окластеров!) достаточн о 
н еобычен , посколь ку со времен  Д ебая  и Рэлея  считается  общеприн ятым ф актом, что малая  
частица излучает как точечн ый диполь .  Вместе с тем для  н аблю ден ия  эф ф екта обратн ой 
иерархии резон ан сов требуется  очен ь  малая  диссипация  (малые зн ачен ия  εIm ). Поэтому, в 
прин ципе, обратн ая  иерархия  резон ан сов мож ет оказать ся  теоретическим эф ф ектом, н е 
имею щим практического зн ачен ия . М ы , одн ако, хотим подчеркн уть , что это н е так, и в 
доказатель ство привести по крайн ей мере два примера, где эф ф ект обратн ой иерархии 
резон ан сов мож ет, по н аш ему мн ен ию , н аблю дать ся  эксперименталь н о. 

Первый пример был указан  еще в работе [9] и отн осится  к н ан окластерам, локализован н ым 
в матрице аддитивн о окрашен н ого щелочн о-галлоидн ого кристалла KCl. Д иэлектрическая  
прон ицаемость  таких частиц  передается  ф ормулой Д руде 
 

                                          ( ) 22

2

22

2

1
γω

ω
ω
γ

γω
ω

εεωε
+

+
+

−=′′+′= pp i .                                              (30) 

 
В работе [9] исполь зовались  зн ачен ия  151077.5 ×=pω  с-1 и avF=γ  для  частоты  

соударен ий, где зн ачен ие ф ермиевской скорости электрон ов бралось  равн ым 810=Fv  см/с. 
М атрица KCl считалась  н епоглощаю щей и имею щей показатель  преломлен ия   5.1=n . М ы  
воспроизвели соответствую щие резуль таты  н а рис. 5. Расчеты  выполн ялись  по ф ормулам 
теории М и. 

Резон ан с в район е 15102 ×=ω  с-1 представляет собой диполь н ый резон ан с, справа от н его 
располагается  квадруполь н ый резон ан с, еще правее октуполь н ый резон ан с. Д ля  очен ь  малых 
частиц  диполь н ый резон ан с является  самым силь н ым, одн ако по мере увеличен ия  размеров 
частицы  ин тен сивн ость  квадруполь н ого резон ан са растет быстрее, чем для  диполь н ого. Д ля  
частицы  с размером a  = 72 н м квадруполь н ый резон ан с имеет ин тен сивн ость  боль ш ую , чем 
диполь н ый. Э та картин ка н осит качествен н ый характер, для  более деталь н ого расчетов 
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вместо ф ормулы  (30) следует исполь зовать  эксперименталь н ые дан н ые для  диэлектрической 
прон ицаемости. 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
Рис. 5. С ечен ия  экстин к-
ции для  аддитивн о окра-
шен н ого щелочн о-галло-
идн ого кристалла KCl. 
К ривые 1-3 отвечаю т 
различн ым размерам 
частицы : a  = 52 н м (1), 62 
н м (2) и 72 н м (3). 
 
 
 

 
 
 
 В качестве второго примера мы  рассматриваем н ан окластеры  алю мин ия , которые такж е 
обладаю т малым зн ачен ием εIm  н а частоте первого плазмон н ого резон ан са (при 140 н м). 
Вычислен ия  производились  следую щим образом. И сходн ые оптические кон станты  алю мин ия  
брались  из кн иги [13]. Д алее мы  учитывали эф ф екты , обусловлен н ые соударен ием электрон а 
с гран ицей н ан осластера [14]. Д ля  каж дой точки н а граф ике по ф ормулам Д руде и дан н ым для  

εRe  и εIm  определялись  соответствую щая  плазмен н ая  частота pω  и частота столкн овен ий 
γ . В резуль тате мы  могли все дан н ые для  алю мин ия  из [13] описывать  ин терполяцион н ой 
ф ормулой Д руде, в которой, одн ако, ( )λωω pp =  и ( )λγγ = .  После этого мы  производили 

перен ормировку частоты  соударен ий: 
a
vF

eff +=⇒ γγγ . Э то учитывает зависимость  от 

размера частицы . В расчетах исполь зовалось  зн ачен ие ф ермиевской скорости 
электрон а 810=Fv см/с  хотя  следует помн ить , что алю мин ий ан изотропн ый материал, у н его 
ф ермиевская  скорость  мен яется  в полтора раза для  разн ых кристаллограф ических 
н аправлен ий [15]. Подставля я  перен ормирован н ую  частоту соударен ий в ф ормулы  Д руде мы  
получали эф ф ективн ую  диэлектрическую  прон ицаемость  ( )λεε effeff = . Д аль н ейш ие расчеты  
частотн ых зависимостей для  коэф ф ициен та экстин кции производились  по ф ормулам теории 
М и. Н а рис. 6 показан а трехмерн ая  картин ка резон ан сов, н а которой хорошо видн ы  четыре 
« гребн я »  муль типоль н ых резон ан сов. При вращен ии этой картин ки видн о, что при боль ш их а 
квадруполь н ый резон ан с делается  силь н ее диполь н ого и т.д.  
  Еще более н аглядн о иерархия  резон ан сов видн а н а контурн ом краф ике рис. 7. При a  
боль ш е 30 н м квадруполь н ый резон ан с более силь н ый. При даль н ейш ем увеличен ии размера 
частицы   октуполь н ый резон ан с стан овится  ин тен сивн ее квадруполь н ого и диполь н ого. При 
a  = 80 н м домин ирует уж е 42 - муль типоль н ый резон ан с. 
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Рис. 6. Т рехмерн ая  картин ка резон ан сов для  Al  н ан окластеров. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 7. Контурн ые граф ики для  
коэф ф ициен та экстин кции. При 
а боль ш е 30 н м квадруполь н ый 
резон ан с более силь н ый. Видн о, 
что при боль ш их а окту-
поль н ый резон ан с будет 
силь н ее квадруполь н ого и 
диполь н ого. 
 
 
 

 
Н а рис. 8 представлен ы  спектры  экстин кции, рассея н ия  и поглощен ия  для  частицы  с 

размером a  = 30 н м. Д ля  того, чтобы  убедить ся , что это p2 -поль н ые резон ан сы  (р  = 1, 2, 3) 
мы  приводим граф ики распределен ия  полей 2E  в xz −  плоскости при частотах, отвечаю щих 
максимумам соответствую щих резон ан сов. Э ти распределен ия  расчитан ы  по ф ормулам 
теории М и. 
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Рис. 8. (a) Н ормирован н ые коэф ф ициен ты  
экстин кции, рассея н ия  и поглощен ия , как 
ф ун кции длин ы  волн ы  λ. Н а н иж н ем рисун ке 
(b) показан ы  распределен ия  поля  E2 вблизи 
соответствую щих резон ан сов. Э то обычн ые 

p2  – поль н ые (р  = 1, 2, 3) резон ан сы .  
Особен н ость , одн ако, состоит в том, что 
квадруполь н ый резон ан с силь н ее, чем 
диполь н ый. 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
Н а рис. 9 представлен ы  спетры  экстин кции, рассея н ия  и поглощен ия  для  частицы  с 

размером a  = 80 н м. В этом случае максималь н ая  экстин кция  обеспечивается  42 -поль н ым 
резон ан сом. Э то максималь н о ин вертирован н ая  резон ан сн ая  структура, которую  мож н о 
н аблю дать  для  алю мин иевой частицы . 

 
 
 
 
 
Рис. 9. Т о ж е, что н а рис. 8, н о для  частицы  с 
размером a  = 80 н м. Н а н иж н ем граф ике (b) 
показан ы  распределен ия  поля  E2 вблизи 
соответствую щих четырех резон ан сов. 
М уль ти-поль н ый резон ан с с  р  = 4 самый 
силь н ый. 
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Н а рис. 10 показан ы  траектории  p2  – поль н ых (р  = 1, 2, 3, 4, 5) резон ан сов при измен ен ии 
размера частицы .  Н а правом граф ике приведен ы  величин ы  соответствую щих коэф ф ициен тов 
экстин кции. Видн а иерархия  резон ан сов, н апример, при а = 30 н м квадруполь н ый резон ан с 
имеет боль ш ую  амплитуду, чем диполь н ый, и т.д. 

 
 
 

 
 
 
 
Рис. 10. Т раектории  p2  – поль н ых (р  = 1, 
2, 3, 4, 5) резон ан сов и величин  
соответствую щих коэф ф ициен тов экс-
тин кции при измен ен ии размера частицы . 
 
 
 

 
Отметим, одн ако, что для  алю мин иевой частицы  мн имая  часть  диэлектрической 

прон ицаемости все ж е н едостаточн о мала для  того, чтобы  н аблю дать  обратн ую  иерархию  
резон ан сов в области малых размеров 1<<q . К ак видн о из рисун ка 10, кадруполь н ый 
резон ан с сравн ивается  с диполь н ым при размере частицы  a  = 25 н м. При этом зн ачен ие 
параметра размера для  диполь н ого резон ан са составляет q  = 0.8, а для  квадруполь н ого 
резон ан са q =1.1 ( т.е. частица в шесть  раз мен ь ш е соответствую щей длин ы  волн ы .  Ф изика 
ж е самого эф ф екта достаточн о н аглядн о видн а из рис. 11 – увеличен ие муль типоль н ости 
резон ан са компен сируется  мен ь ш ей величин ой εIm  н а соответствую щих длин ах волн . 
Т раектории резон ан сов н а плоскости параметров q, Im ε приведен ы  н ы  рис. 12. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 11. И змен ен ие параметра размера q , а такж е действитель н ой и мн имой частей 
диэлектрической прон ицаемости вдоль  траектрорий движ ен ия  различн ых резон ан сов при 
измен ен ии размера частицы .  
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Рис. 12. Т раектории резон ан сов н а плоскости параметров q, Im ε. 
Заштрихован н ая  область  PRB отвечает области пере-строек 
ф азовых портретов для  вектора Пойнтин га, иссле-дован н ых в 
работе [10].  
 
 

Ч астица с малыми зн ачен иями εIm  вблизи плазмон н ого резон ан са представляет ин терес 
н е толь ко в связи с обратн ой иерархией оптических резон ан сов, н о такж е в связи с 
н етривиаль н ым распределен ием потока эн ергии (вектора Пойнтин га) в области ближ н его 
поля  [10]. Т ак, при бездиссипативн ом диполь н ом резон ан се долж н а н аблю дать ся  
специф ическая  структура поля  (см. рис. 13a), н азван н ая  авторами [10] « ушами Т рибель ского» , 
а такж е структура с оптическими вихрями.  

Н а рис. 13b приведен о распределен ие векторa Пойнтин га в zx −  плоскости вокруг 
алю мин иевой частицы  с размером 5 н м в области диполь н ого резон ан са. Э то типичн ая  
картин ка потока эн ергии вокруг « силь н о поглощаю щей»  частицы  [10]. Т акая  картин а потока 
эн ергии следует из обычн ого диполь н ого приближ ен ия  [16]. К ак было показан о в [10], в 
случае диполь н ого резон ан са соответствую щие ф азовые портреты  представля ю т собой два 
предель н ых случая  – для  слабо и силь н о поглощаю щих частиц . По мере увеличен ия  εIm  
ф азовый портрет тран сф ормируется  из рис. 13a в рис. 13b через серию  биф уркаций, 
связан н ых с рож ден ием и ун ичтож ен ием седловых и др. особых точек. К ак видн о из рис. 13b, 
уш и Т рибель ского к алю мин иевой частице н е прирастаю т, для  этого н еобходимо мен ь ш ее 
зн ачен ие εIm .   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 13. Распределен ие вектора Пойнтин га вокруг частицы  с н улевой диссипацией: εRe  = -2, 

εIm = 0, параметр размера 3.0=q  (а).  Распределен ие вектора Пойнтин га вокруг алю мин и-
евой частицы  с размером 5 н м вблизи  диполь н ого резон ан са, максимум экстин кции 
приходится  н а длин у волн ы  λ  = 141.28 н м. Зн ачен ие диэлектрической прон ицаемости в этом 
случае составляет εRe  = -2.102  и εIm = 0.2171. Ф азовый портрет (b) содерж ит един ствен н ую  
седловую  точку, ж ирн ыми лин иями н а обоих граф иках показан ы  усы  сепаратрис. 
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Д ля  полн оты  картин ы  н а рис. 14 представлен ы  распределен ия  вектора Пойнтин га в 
окрестн ости диполь н ого и квадруполь н ого резн ан сов для  частицы  с размером a  = 30 н м. Он и 
такж е отн осятся  к типу ф азового портрета с един ствен н ой седловой точкой. Видн о, одн ако, 
что н а квадруполь н ом резон ан се ( λ  = 150.3 н м) поле вокруг частицы  как бы  « разбухает» . Э то 
и есть  проявлен ие более высокой экстин кции н а я зыке вектора Пойнтин га [16].  

К ак мы  видели из указан н ых примеров, решаю щую  роль  для  н аблю ден ия  эф ф ектов 
обратн ой ин версии резон ан сов и перестроек ф азовых портретов для  потока эн ергии играет 
мин ималь н о достиж имое зн ачен ие величин ы  εIm  в окрестн ости плазмон н ого резон ан са. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 14. Распределен ие вектора Пойнтин га вокруг частицы  с размером a  = 30 н м вблизи  
квадруполь н ого (a) и диполь н ого (b) резон ан сов. В первом случае максимум экстин кции 
приходится  н а длин у волн ы  λ  = 150.3 н м, во втором н а длин у волн ы  λ  = 206.07 н м. Зн ачен ие 
диэлектрической прон ицаемости в случае (a) составляет εRe  = -2.522  и εIm = 0.223, а в 
случае (b) εRe  = -5.654  и εIm = 0.639. Ф азовые портреты  (a) и (b) содерж ат един ствен н ую  
седловую  точку, ж ирн ой лин ией н а обоих граф иках показан ы  усы  сепаратрис. 
 
 

Т аким образом, н а осн ове проведен н ых исследован ий мож н о утверж дать , что обратн ая  
иерархия  резон ан сов является  достаточн о общим ф изическим явлен ием, которое мож н о 
н аблю дать  вблизи плазмон н ого резон ан са н а металлах с малой диссипацией. Примерами 
таких металлов явля ю тся  K и Al, которые обладаю т малой диссипацией н а соответствую щих 
частотах. Д ля  калия  н а длин е волн ы  540=λ  н м 2Re −=ε  и 14.0Im =ε , а для  алю мин ия   н а 
длин е волн ы  140=λ  н м 2Re −=ε  и εIm = 0.17.  Д ругие металлы , н а которых обычн о 
мсследуется  плазмон н ый резон ан с, такие, как Ag, Au, Pt обладаю т существен н о боль ш ей 
диссипацией, и, соответствен н о, н а таких металлах н аблю дать  обратн ую  ин версию  
резон ан сов затрудн итель н о. 

 
Авторы  благодарн ы  С . И . Ан исимову и Л . П. Питаевскому за обсуж ден ие ряда вопросов, 

отн осящихся  к этой стать е. М ы  такж е благодарн ы  Ван г Зен г Б о (Wang Zengbo) за составлен ие 
программы  FORTRAN для  вычислен ия  лин ий вектора Пойнтин га. 
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