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ПРЕДИСЛОВИЕ 

16–19 октября 2022 г. в Институте механики МГУ им. 
М.В. Ломоносова прошла традиционная научная конференция-
конкурс молодых ученых Института (возраст участников до 33 
лет включительно). Кроме сотрудников Института на конфе-
ренции с докладами выступили аспиранты и студенты механи-
ко-математического факультета Московского государственного 
университета.  

Для подведения итогов конференции-конкурса было 
образовано жюри в составе: 

Научн. рук. института механики МГУ, 
академик РАН  В.А. Левин, 
Председатель,  
Академик РАН А.Г. Куликовский, 
Гл. научн. сотр., дфмн В.А. Самсонов,  
Гл. научн. сотр., дфмн А.М. Формальский, 
Вед. научн.сотр., чл.-корр. РАН А.А. Афанасьев, 
зам. председателя,  
Вед. научн. сотр., дфмн И.Г. Брыкина,  
Вед. научн. сотр., дфмн С.Г. Пшеничнов,  
Вед. научн. сотр., кфмн П.Ю. Георгиевский, 
Вед. научн. сотр., кфмн М.А. Зубин, 
Вед. научн. сотр., кфмн Б.И. Краснопольский,  
Вед. научн. сотр., кфмн О.Г. Сутырин,  
Вед. научн. сотр., кфмн П.В. Чистяков,  
Ст. научн. сотр., кфмн И.А. Брюханов,  
Ст. научн. сотр., дтн Е.А. Коровайцева,  
Ст. научн. сотр., кфмн Д.А. Пелевина,  
Ст. научн. сотр., кфмн Ф.А. Семин,  
Ст. научн. сотр., ктн В.В. Терауд.  
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Программа 
Конференции-конкурса молодых ученых  

Института механики МГУ им. М.В. Ломоносова 

16 октября 2023 г. 

1100 – 1320 

1. Гречко С.С. Исследование отложения соли в при-
забойной зоне скважины при нагнетании углекис-
лого газа в водонасыщенный пласт

2. Остапец Р.Е. Взаимодействие двух вихрей в вяз-
кой жидкости

3. Чернова А.А. Режимы вытеснения жидкости из
анизотропного пласта в поле силы тяжести

4. Киселёв Н.А. Аналогия Рейнольдса в сжимаемом
турбулентном пограничном слое с градиентом дав-
ления в сверхзвуковом щелевом канале

5. Сыпченко И.М. Режимы вытеснения жидкости из
пласта в поле силы тяжести в осесимметричной по-
становке

6. Резанова А.С. Моделирование простейших вирту-
альных вспомогательных устройств для ходьбы с
нагрузкой

7. Шарова О.А. Взаимодействие сферического магни-
та с объемом магнитной жидкости на горизонталь-
ной плоскости

1320 – 1400 – Перерыв 
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1400 – 1540 

1. Гареев Л.Р. Немодальный механизм нарастания 
возмущений в осесимметричной ламинарной струе 

2. Гулин В.В. Исследование интегральных кривых и 
фазового портрета нелинейной модели сдвигового 
течения тиксотропных сред, учитывающей взаимное 
влияние эволюции структуры и процесса деформи-
рования 

3. Королькова О.П. Исследование свойств определяю-
щих соотношений для материалов с зависящими от 
вида напряженного состояния свойствами 

4. Храмов Д.А. Динамика нерастяжимой нити пере-
менной длины с грузом на конце 

5. Лобачева Д.М. Определение эмиссии волокон мине-
раловатных теплоизоляционных плит 

6. Старцев Н.И. Явление удвоения периода в пульси-
рующем турбулентном течении 
 

19 октября 2022 г. 
 

1100 – 1300 

1. Захаров С.А. Свободный газовый разряд и модели-
рование шаровой молнии и образования радио пу-
зыря 

2. Куприй Р.М. Исследование эффективности CSR-
подобных форматов хранения матриц при решении 
систем линейных алгебраических уравнений 

3. Петрушов А.А. Эволюционный алгоритм в задаче 
настройки параметров конфигурации методов ре-
шения систем линейных алгебраических уравнений 

4. Рябинина А.Ю. Экспериментальное исследование 
вдавливания клина в пластический материал 

5. Смирнов К.В. Гидравлический прыжок в поле мас-
совой силы в продольном направлении 
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6. Косьянчук В.В. Моделирование течения разрежен-
ного газа через систему быстро вращающихся тур-
бин 

 
1300 – 1400 – Перерыв 

 
1400 – 1620 

1. Гарбуз М.А. Режимы падения пластины в идеаль-
ной жидкости 

2. Голованов С.А. Преодоление препятствий гусенич-
ным роботом 

3. Голуб А.П. Исследование движения трëхзвенного 
аэродинамического маятника 

4. Меркулов Д.И. Взаимодействие анизотропных 
намагничивающихся тел в магнитном поле 

5. Загайнов И.А. Исслеование поля скорости сверх-
звукового воздушного потока методом PIV 

6. Андреева А.И. Режимы вытеснения из анизотроп-
ного пласта при закачке жидкости через совершен-
ную скважину 

7. Экстер Н.М. Моделирование поведения силовоз-
будителя с рабочим телом из сплава с памятью 
формы и линейным телом смещения 

 
По итогам устных выступлений жюри конференции-

конкурса предложило Ученому совету Института кандида-
туры для награждения дипломами лауреатов конкурса, а 
также для выдвижения на стипендии МГУ для молодых 
преподавателей и ученых и стипендий Института механики 
МГУ для молодых ученых и специалистов на 2023 г. 
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РЕЖИМЫ ВЫТЕСНЕНИЯ ЖИДКОСТИ  
ИЗ АНИЗОТРОПНОГО ПЛАСТА В ПОЛЕ СИЛЫ 

ТЯЖЕСТИ 

А.А. Чернова 

Аннотация. В работе рассмотрена задача двухфаз-
ной фильтрации несжимаемых жидкостей в анизотроп-
ной пористой среде, находящейся в поле силы тяжести. 
Показано, что существует четыре режима, соответствую-
щих качественно различным течениям. Проведено срав-
нение их эффективности в терминах коэффициента из-
влечения жидкости из пласта и коэффициента его охвата 
вытеснением. Исследовано влияние капиллярного давле-
ния на эффективность вытеснения.  

Введение. Разработка углеводородных месторож-
дений предполагает закачку в пласт жидкостей и газов с 
целью поддержания пластового давления и вытеснения 
нефти от нагнетательных к добывающим скважинам [1,2]. 
Однако, неоднородное строение пластов, которое в ряде 
случаев можно охарактеризовать анизотропной проница-
емостью, снижает эффективность вытеснения нефти. Ча-
сто абсолютная проницаемость в горизонтальном направ-
лении значительно больше проницаемости в вертикаль-
ном направлении. Это приводит к снижению коэффици-
ента охвата пласта вытеснением, т.е. отношения объема 
породы, охваченной вытеснением, ко всему объему 
нефтесодержащей породы. Нагнетаемая в пласт жид-
кость (или газ) может прорываться к добывающим сква-
жинам по отдельным высокопроницаемым пропласткам, 
оставляя невытесненным значительный объем нефти.  

Гравитационное расслоение жидкостей также мо-
жет уменьшать коэффициент нефтеотдачи [3–7]. Так как 
вода обычно характеризуется более высоким значением 
плотности, чем нефть, то при заводнении нефтяного пла-
ста вода может опускаться к его подошве, оставляя невы-
тесненной нефть у кровли пласта. При закачке газа 
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реализуется противоположная ситуация. Как более лег-
кая по сравнению с нефтью фаза газ поднимается к 
кровле пласта и вдоль нее прорывается к добывающим 
скважинам, оставляя неохваченными вытеснением обла-
сти у подошвы пласта. Отмеченные гидродинамические 
эффекты в поле силы тяжести осложняются влиянием 
других механизмов переноса жидкостей, прежде всего 
связанных с капиллярной пропиткой пористой среды [8]. 
Влияние капиллярного давления на эффективность вы-
теснения неоднозначно. С одной стороны капиллярное 
давление может приводить к повышению охвата пласта 
вытеснением, а с другой стороны может приводить к не-
желательным последствиям, связанным с «размытием» 
фронтов вытеснения и ускоренным продвижением вытес-
няющей жидкости к добывающим скважинам. 

В данной работе представлена классификация и 
описание режимов, которые могут возникать при влия-
нии вышеупомянутых процессов при вытеснении несме-
шивающихся жидкостей в анизотропном пласте. 

1. Постановка задачи. Рассматривается двумерная
задача изотермической фильтрации в области Φ, (𝑥𝑥, 𝑧𝑧) ∈
[0, 𝐿𝐿] × [0,𝐻𝐻], описывающей срез проницаемого пласта 
(Рис. 1). Здесь 𝑥𝑥  – горизонтальная координата, направ-
ленная вдоль пласта, 𝑧𝑧  – вертикальная координата, 
направленная вниз, 𝐿𝐿 – протяженность рассматриваемого 
сектора пласта, 𝐻𝐻 – его толщина. Область Φ характеризу-
ется однородным распределением пористости 𝜙𝜙 и одно-
родным, но анизотропным распределением проницаемо-
сти 𝒌𝒌 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑{𝑘𝑘𝑥𝑥,𝑘𝑘𝑧𝑧}. Пористая среда насыщена несжи-
маемой жидкостью 𝑑𝑑 , которая имеет плотность 𝜌𝜌𝑑𝑑 . В 
начальный момент времени 𝑡𝑡 = 0  пласт находится в 
условиях гидростатического равновесия, а давление 𝑝𝑝 
линейно зависит от глубины 𝑧𝑧 

𝑝𝑝𝑑𝑑 = 𝑝𝑝0 + 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧, 𝑠𝑠𝑑𝑑 = 1 при 𝑡𝑡 = 0 
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где 𝑝𝑝𝑑𝑑  – давление на уровне 𝑧𝑧 = 0 , 𝑠𝑠𝑑𝑑  – насыщенность 
жидкости 𝑑𝑑, а 𝑑𝑑 – ускорение свободного падения. Усло-
вие 𝑠𝑠𝑑𝑑 = 1  означает, что поровое пространство полно-
стью насыщенно жидкостью 𝑑𝑑, а другие жидкости отсут-
ствуют. Все границы 𝑥𝑥 = 0, 𝐿𝐿  и 𝑧𝑧 = 0,𝐻𝐻  области Φ 
непроницаемые. 

Рис.1 Схема течения. 

При 𝑥𝑥 = 0 , 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻 2⁄  расположен точечный источ-
ник, через который в область Φ закачивается другая вы-
тесняющая несжимаемая жидкость 𝑑𝑑 заданной плотности 
𝜌𝜌𝑖𝑖. Закачка начинается в момент времени 𝑡𝑡 = 0 и проис-
ходит с постоянным расходом 𝑄𝑄. Одновременно с источ-
ником включается сток, расположенный у противопо-
ложной границы области при 𝑥𝑥 = 𝐿𝐿, 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻 2⁄ . Через сток 
может отбираться как вытесняемая, так и вытесняющая 
жидкость. Суммарный расход стока для обеих жидкостей 
равен 𝑄𝑄, т.е. по абсолютной величине он равен расходу 
источника.  

Если 𝜌𝜌𝑖𝑖 < 𝜌𝜌𝑑𝑑, то закачиваемая жидкость из-за силы 
Архимеда стремится подняться к границе 𝑧𝑧 = 0. В проти-
воположном случае (𝜌𝜌𝑖𝑖 > 𝜌𝜌𝑑𝑑) более тяжелая вытесняю-
щая жидкость 𝑑𝑑 стремится под действием силы тяжести 
опуститься к границе 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻. В данной работе будет рас-
смотрен случай закачки более легкой жидкости, т.е. слу-
чай 𝜌𝜌𝑖𝑖 < 𝜌𝜌𝑑𝑑. 

2. Режимы вытеснения и сравнение их эффек-
тивности. Рассмотрим следующие безразмерные пара-
метры [9]: 
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Γ =
𝑄𝑄𝜇𝜇𝑑𝑑

𝑘𝑘𝑧𝑧(𝜌𝜌𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑖𝑖)𝑑𝑑𝐿𝐿
,𝐴𝐴 =

𝐿𝐿
𝐻𝐻
�
𝑘𝑘𝑧𝑧
𝑘𝑘𝑥𝑥

,Π =
𝑝𝑝𝑐𝑐,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥

(𝜌𝜌𝑑𝑑 − 𝜌𝜌𝑖𝑖)𝑑𝑑𝐻𝐻
 

где 𝜇𝜇𝑑𝑑 – вязкость вытесняемой жидкости, 𝑘𝑘𝑥𝑥,𝑘𝑘𝑧𝑧 – компо-
нента тензора проницаемости по направлению 𝑥𝑥, 𝑧𝑧, соот-
ветственно, 𝑝𝑝𝑐𝑐,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥 – максимальное капиллярное давление. 

Малые значения критерия подобия Γ соответствуют 
режиму вытеснения, в котором при прочих равных усло-
виях преобладает вертикальное направление течения. 
При Γ ≫ 1 происходит быстрое гравитационное расслое-
ние жидкостей, а затем уже в условиях стратификации 
(локального гравитационного равновесия) происходит 
течение в направлении оси 𝑥𝑥 от источника к стоку. Если 
Γ~1, то имеем переходный режим с одинаковым време-
нем течения жидкости между вертикальными и горизон-
тальными направлениями. 

Параметр подобия 𝐴𝐴  характеризует направление 
возмущения давления от источника. Случай 𝐴𝐴 ≪ 1 (или 
𝐴𝐴 ≫ 1) соответствует высокой проницаемости в направ-
лении оси 𝑥𝑥 (или 𝑧𝑧). Следовательно, возмущения давле-
ния быстро переносятся в данном направлении. 

Число Π  характеризует протяженность зоны про-
питки в капиллярно-гравитационном равновесии жидко-
стей 𝑑𝑑 и 𝑑𝑑. При Π ≪ 1 переходная зона мала, что приво-
дит к четкой границе поверхности раздела фаз в равнове-
сии. Выше этой границы пористая среда насыщена лег-
кой жидкостью, а ниже – тяжелой. При увеличении Π 
протяженность переходной зоны растет. 

Рассмотрим влияние критериев подобия Γ  и 𝐴𝐴  на 
режимы вытеснения жидкости 𝑑𝑑 при малом влиянии ка-
пиллярного давления (Π ≪ 1). Проведено численное мо-
делирование поставленной задачи фильтрации с помо-
щью пакета программ MUFITS [10]. В результате выде-
лены четыре качественно различных режима, показанных 
на Рис. 2. Данные графики построены в безразмерных 
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координатах 𝑥𝑥∗ = 𝑥𝑥 𝐿𝐿⁄ , 𝑧𝑧∗ = 𝑧𝑧 𝐻𝐻⁄ . При Γ,𝐴𝐴 ≫ 1 реализу-
ется режим одномерного течения от источника к стоку 
(режим 1D), соответствующий вытеснению из пласта ма-
лой мощности 𝐻𝐻. При уменьшении Γ возрастает влияние 
силы Архимеда и при 𝐴𝐴 ≫ 1, Γ ≪ 1 реализуется режим 
вытеснения с образованием ярко выраженного шлейфа 
жидкости 𝑑𝑑 около угла (0;0) в области Φ (режим PF). Слу-
чай 𝐴𝐴 ≪ 1 , Γ ≫ 1  соответствует вытеснению из анизо-
тропного пласта, характеризующегося высокой проница-
емостью в направлении 𝑥𝑥  и низкой проницаемостью в 
направлении 𝑧𝑧, а также малому влиянию силы Архимеда 
(режим AR). В этом случае вытесняющая жидкость 
быстро прорывается от источника к стоку вдоль линии 
𝑧𝑧 = 1 2⁄ . При Γ,𝐴𝐴 ≪ 1 реализуется режим вытеснения в 
условиях ярко выраженной стратификации жидкостей 
(режим SD). Малое значение Γ приводит к быстрому пе-
ремещению жидкости от источника к кровле пласта (𝑧𝑧 =
0), а малое значение 𝐴𝐴 способствует накоплению жидко-
сти 𝑑𝑑 у кровли в виде горизонтального слоя, толщина ко-
торого растет по мере закачки вытесняемой жидкости. 
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Рис.2. Режимы вытеснения при малом влиянии ка-
пиллярного давления. Цветом показана насыщенность 
закачиваемой жидкости, черные стрелки указывают 
направление течения вытесняемой жидкости, а красные 
– вытесняющей.

3. Влияние капиллярного давления. Выше было
описано четыре режима, зависящих от параметров Γ,𝐴𝐴. 
Рассмотрим влияние капиллярного давления на каждый 
из представленных режимов. На Рис.2 представлены ре-
зультаты расчетов при Π ≪ 1. Стоит отметить, что здесь 
четко видна граница раздела вытесняемой и вытесняю-
щей жидкостей. В данном разделе нарушается это усло-
вие и рассматриваются случаи Π ≥ 1, в которых граница 
раздела жидкостей «размазывается».  
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Рис.3. Коэффициент извлечения жидкости 𝑑𝑑 и ко-
эффициент охвата пласта вытеснением. 

На Рис.3 сплошными линиями показаны графики 
коэффициента извлечения жидкости 𝑑𝑑 (𝑅𝑅) и коэффици-
ента охвата плата вытеснением (𝐸𝐸) при Π ≪ 1, пунктир-
ными линиями – при Π ≥ 1. При малом влиянии капил-
лярного давления максимальное значение 𝑅𝑅 и 𝐸𝐸 достига-
ется в режиме 1D, так как в этом случае пласт наиболее 
равномерно охвачен вытеснением. Наименьшее значение 
– в режиме 𝐴𝐴𝑅𝑅, что объясняется быстрым прорывом вы-
тесняемой жидкости к источнику вдоль прямой 𝑧𝑧 = 1 2⁄
и вытеснением жидкости только из узкой области.

При увеличении влияния капиллярного давления 
граница между жидкостями «размазывается» и этот эф-
фект неоднозначно влияет на эффективность вытеснения. 
При увеличении влияния капиллярного давления коэф-
фициент охвата пласта увеличивается для всех режимов, 
а коэффициент извлечения жидкости 𝑑𝑑 увеличивается в 
режимах PF и AR и уменьшается в режимах 1D и SD. 

Заключение. Представлено влияние трёх парамет-
ров подобия, характеризующих вытеснение несжимае-
мой жидкости из анизотропного пласта в поле силы тяже-
сти при фиксированном положении источника и стока. 
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Показаны четыре качественно различных режима вытес-
нения, обусловленные влиянием силы Архимеда и анизо-
тропного распределения проницаемости. Исследовано 
влияние капиллярного давления на коэффициенты эф-
фективности вытеснения.  

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ №19-
71-10051.
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РЕЖИМЫ ПАДЕНИЯ ТЯЖЁЛОЙ ПЛАСТИНЫ В 
СОПРОТИВЛЯЮЩЕЙСЯ СРЕДЕ

М.А. Гарбуз 

Аннотация. В работе рассматривается феноменоло-
гическая модель падения тяжёлой прямоугольной пла-
стины в вязкой жидкости, предложенная В.В. Козловым 
[1]. Движение описывается уравнениями Кирхгофа для 
идеальной жидкости, в которые введены дополнительные 
члены, квадратичные по скорости и соответствующие 
трению.  

Изучены режимы авторотаций, при которых пла-
стина совершает полные обороты вокруг боковой оси, и 
её центр масс движется в среднем по прямой. Предло-
жено усиление известных ранее необходимых условий 
возникновения таких режимов. Найдены новые периоди-
ческие движения пластины, соответствующие падению с 
незатухающими колебаниями из стороны в сторону. 
Определена область параметров, при которых движение 
пластины теряет периодичность. 

Введение. Задача о падении тонкой пластины в со-
противляющейся среде издавна привлекает внимание ве-
дущих специалистов и по праву занимает особое место 
среди фундаментальных проблем общей механики. За 
прошедшее столетие сложилось широкое разнообразие 
подходов к моделированию такого падения.  

Как известно из механики сплошных сред, движе-
ние тела в вязкой жидкости следует моделировать с по-
мощью уравнений Навье-Стокса с условием прилипания 
на границе. С точки зрения современных вычислитель-
ных средств, это серьёзная задача, если описывать её во 
всех деталях. Тем не менее, некоторые авторы брались за 
её решение. Так в работах [2-6] были предложены различ-
ные упрощения, позволяющие численно исследовать тра-
ектории тонкой пластины.  
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Для проведения качественного анализа уместно ис-
пользовать более простую феноменологическую модель, 
ухватывающую основные особенности поведения пла-
стины. Выбор такой модели естественно связать с экспе-
риментом. Одно из первых наблюдений, отражённых в 
научной литературе, принадлежит Д.К. Максвеллу. В ра-
боте [7] он описал режим авторотации падающей по воз-
духу прямоугольной пластины, на котором пластина со-
вершает самоподдерживающиеся вращения в одном 
направлении вокруг боковой оси, а её центр масс дви-
жется в среднем по прямой под некоторым углом к гори-
зонту. Такой режим движения не является единственным. 
В работе [8] были проведены броски пластины из разных 
положений без начального толчка. Показано, что для од-
ной и той же пластины в зависимости от начальных усло-
вий возможны два режима: вышеуказанные авторотации 
и флаттер, при котором пластина совершает незатухаю-
щие угловые колебания из стороны в сторону. Отдель-
ному экспериментальному исследованию авторотаций 
пластин различной массы и формы посвящены работы [9-
11]. В статье [12] рассмотрено падение однородного 
диска в воде. Оказывается, наряду с воздухом, в жидко-
сти также возникают режимы флаттера и авторотаций. 
Стоит заметить, что в действительности не всегда паде-
ние плоского тела в воздухе становится периодичным. 
Работа [13] указывает, что в некоторых случаях возможен 
хаос. 

Великие отечественные механики – Стеклов [14], 
Ляпунов [15], Чаплыгин [16], – для описания свободного 
падения тела в среде использовали в своих работах мо-
дель идеальной невязкой жидкости, предложенную 
Кирхгофом [17]. Движение твёрдого тела описывается 
системой ОДУ. Воздействие идеальной жидкости на тело 
проявляется в так называемом эффекте присоединённых 
масс – тело в жидкости по-разному реагирует на прило-
женные к нему нагрузки, в зависимости от ориентации. 
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Как было показано в работе [18,19], в идеальной жидко-
сти движение тонкой пластины для почти всех начальных 
условий сводится к падению «плашмя» с убывающей уг-
ловой амплитудой и неограниченно возрастающей часто-
той. Поэтому такая модель не описывает режимы флат-
тера и авторотаций.  

Позднее В.В. Козлов предложил новую феномено-
логическую модель [1], в которой наряду с эффектом при-
соединённых масс учитывается вязкое трение, задавае-
мое функцией Релея. Такое обобщение модели сопротив-
ляющейся среды позволило В.В. Козлову установить ана-
литически наличие устойчивых режимов авторотаций. 
Оказывается, что помимо режимов авторотаций, такая 
модель охватывает и другие известные из практики типы 
установившихся движений. Представляет интерес про-
следить эволюцию возможных режимов движения, в за-
висимости от параметров модели. 

1. Описание системы. Следуя работе [1], рассмот-
рим свободное падение тяжёлой прямоугольной пла-
стины в безграничном объеме жидкости, покоящейся на 
бесконечности. Движение в жидкости описывается урав-
нениями Кирхгофа [16,17], дополненные слагаемыми, со-
ответствующими вязкому трению.  

Рис.1. Положение пластины. 
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Среди класса возможных движений пластины огра-
ничимся рассмотрением лишь тех, при которых одна из 
плоскостей симметрии пластины занимает постоянное 
вертикальное положение (см. рис. 1). В этой плоскости 
введём декартовы координаты OXY так, что ось OY 
направлена вертикально вверх. Пусть x, y — координаты 
точки S, являющейся центром масс пластины, φ — угол 
между плоскостью пластины и осью OX, отсчитываемый 
против часовой стрелки. 

Кинетическую энергию системы «тело+жидкость» 
можно записать в следующей форме: 

2 2 2
1 2( ) / 2,T a u a v bϕ= + +   

где a1 – масса пластины, 1 2a a−  — присоединённая 
масса пластины при движении по нормали, b — момент 
инерции пластины относительно горизонтальной оси, 
проходящей через её центр, с учётом эффекта присоеди-
нённых масс.  

Помимо силы тяжести на пластину действуют силы 
вязкого трения со стороны жидкости. Предполагая, что 
движение происходит с малой скоростью, зададим силы 
вязкого трения диссипативной функцией Релея: 

( )2 2 3 2
1 2 3( ) / 2.l c u c v c lµ µ ϕ+ +   

Здесь µ — коэффициент кинематической вязко-
сти жидкости, l — длина меньшей стороны пластины, kc
— безразмерные коэффициенты, причём 2 1c c> , т.к. пла-
стина испытывает наибольшее сопротивление при дви-
жении в направлении нормали.  

Пусть P — вес тела в жидкости. Тогда уравнения 
движения принимают вид: 

1 1 2

2 2 1
3

3 2 1

sin ,
cos ,

( ) 0.

a u c lu a v P
a v c lv a u P
b c l a a uv

µ ϕ ϕ
µ ϕ ϕ

ϕ µ ϕ

+ − = −
 + + = −
 + + − =





 

 (1)
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Скорость точки S относительно неподвижной си-
стемы, очевидно, находится из следующих соотноше-
ний: 

cos sin ,
sin cos .

x u v
y u v

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= −
 = +





Перечисленные уравнения, дополненные началь-
ными условиями, полностью определяют движение пла-
стины в жидкости. 

2. Стационарное падение. Опишем неподвижные
точки системы (1). Положим 00,ϕ ϕ ϕ= = . Тогда уравне-
ния (1) принимают следующую форму: 

1 1 0

2 2 0

2 1

sin ,
cos ,

( ) 0.

a u c lu P
a v c lv P
a a uv

µ ϕ
µ ϕ

+ = −
 + = −
 − =



  (2) 

Если a2 ≠  a1, то из последнего уравнения (2) заклю-
чаем, что  

2

22 0
0

2 2

0 0; ( ) ,
c l t
aP c lvPu v t e

c l c l

µµϕ
µ µ

−+
≡ ⇒ = = − +   (3) 

либо 
1

11 0
0

1 1

0 / 2; ( ) .
c l t
aP c luPv u t e

c l c l

µµϕ π
µ µ

−+
≡ ⇒ = = − +      (4) 

Эти режимы отвечают вертикальному падению тела 
узкой и широкой стороной вниз, соответственно, при ко-
торых скорость центра масс монотонно возрастает до 
предельных значений. Отметим, что в случае равенства 
коэффициентов a2 и a1 (например, если рассматриваемое 
тело имеет форму цилиндра) возможен дополнительный 
режим «планирования», при котором тело без вращения 
опускается вниз под постоянным углом к горизонту. 

В работе [1] показано, что падение «ребром» (4) не-
устойчиво при любых положительных a1, c1, l, µ .  Ре-
жима «плашмя» (3) может быть как устойчивым, так и 

23



неустойчивым. При дальнейшем изложении нас будет 
интересовать условие потери устойчивости режима 
«плашмя» (3), которое можно сформулировать следую-
щим образом: 

2 2 6 4
3 1 2 31 2

2
1 2 1 2 2

1 .
( )

c l c c c lc c
a b a a a P a

µ  
+ + =  −  

 (5) 

Помимо этого, в [1] было указано необходимое 
условие возникновения режимов авторотации: c2/c1>a2/a1. 
Вероятно, это условие можно усилить. Для того чтобы 
это продемонстрировать, проведём численное интегриро-
вание системы. 

3. Параметрический анализ. Зафиксируем пара-
метры следующим образом: l=1 м, m=1 кг, a1=m, a2=3m, 
b=0.5 ml2, 20.01779 /м cµ = , c2=112, c3=4.5. Обоснова-
ние такого выбора можно найти, например в [20,21]. Чис-
ленно опишем динамику системы при изменении коэф-
фициента c1. 

Рис.2. Падение пластины плашмя. 
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Так как все функции, стоящие в правой части си-
стемы (1) 2π -периодические, фазовое пространство яв-
ляется цилиндрическим. Будем строить проекции фазо-
вых траекторий системы на развёртке фазового цилиндра 
- плоскости ( , ).ϕ ϕ

Пусть сперва отношение коэффициентов трения 
пластины при движении вдоль продольной и нормальной 
оси равно отношению соответствующих эффективных 
масс: 1 2 1 2/ /c c a a= (проекция фазового портрета указан 
на рис. 2). Особые точки ( , ) (0,0), (2 ,0)ϕ ϕ π=  являются 
устойчивыми фокусами. Движение пластинки при любых 
начальных условиях, за исключением положений

0 0( ) ( / 2,0), (3 / 2,0), (5 / 2,0),ϕ ϕ π π π= , сводится к верти-
кальному падению «плашмя». 

 Рис.3. Притягивающий цикл: колебания пластины из 
стороны в сторону с постоянной угловой амплитудой. 
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После потери устойчивости (момент c1 = c1
*≈ 27.52 

определяется алгебраически из уравнения (5)) вокруг не-
подвижных точек рождаются притягивающие циклы, це-
ликом расположенные на фазовом цилиндре (рис 3). Они 
отвечают периодическим колебаниям пластины из сто-
роны в сторону с постоянной амплитудой. 

Уменьшение коэффициента c1 приводит к росту ам-
плитуды колебаний пластины. При этом на притягиваю-
щих режимах увеличивается и общая скорость центра 
пластины. 

Рис.4. Появление непериодического режима. 
c1=25.1. 

Имеет место критическое значение  1 25.10762c ≈ , 
при котором на фазовом цилиндре появляется новое при-
тягивающее семейство траекторий (рис. 4). Циклы, отве-
чающие флаттеру, сохраняются, однако есть область 
начальных условий, при которых вращение пластины 
имеет непериодический характер. Уменьшение c1
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приводит к сужению области вокруг режимов автоколе-
баний, в которой расположено новое семейство притяги-
вающих траекторий. При c1 = 25 это семейство стано-
вится периодическим: пластина поочерёдно совершает 
полный оборот в обе стороны. 

Рис.5. Квазипериодические режимы авторотаций. 
c1=24.96. 

Далее при 𝑐𝑐1 < 24.9693 рождаются квазипериодиче-
ские режимы авторотаций, опоясывающие фазовый ци-
линдр (рис. 5). Пластина совершает полные обороты с по-
стоянной в среднем угловой скоростью, направление ко-
торой зависит от начальных условий.  

Значение 𝑐𝑐1 ≈ 24.397 является граничным, при кото-
ром сохраняются режимы флаттера. Дальнейшее умень-
шение коэффициента приводит к разрушению этих режи-
мов (см. рис. 6), после чего на фазовой плоскости оста-
ются только режимы авторотации. По всей видимости, 
это происходит из-за того, что циклы сливаются с 
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множеством траекторий, которое разделяет области при-
тяжения авторотаций и флаттера. 

Рис.6. Режимы авторотаций. c1=24.39. 
Численный анализ показывает, что режимы авторо-

тации появляются после потери устойчивости режимов 
падения «плашмя». Таким образом, ранее известное усло-
вие рождений авторотации целесообразно заменить на 
более сильное (5). 

Заключение. Проведено численное интегрирова-
ние модели, описывающее движение тонкой пластины в 
жидкости при учёте сил вязкого трения. Получена новая 
оценка для необходимых условий рождения авторотаци-
онных режимов. Показано, что рассматриваемая модель 
помимо известных режимов описывает автоколебания и 
непериодические движения при определённом выборе 
параметров. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ РАЗРЕЖЕННОГО 
ГАЗА ЧЕРЕЗ СИСТЕМУ БЫСТРО ВРАЩАЮ-

ЩИХСЯ ТУРБИН 

В.В. Косьянчук 

Аннотация. В данной работе с использованием метода 
прямого статистического моделирования Монте-Карло ис-
следовано течение разреженного газа через систему быстро 
вращающихся лопаток (турбин) в широком диапазоне чисел 
Кнудсена в плоской постановке. Система представляет со-
бой упрощенную версию турбомолекулярного насоса (ТБН) 
и может увеличивать или уменьшать поток газа в зависимо-
сти от направления вращения турбин и ориентации лопаток. 
Показано, что в случае смеси газов работа ТБН приводит к 
эффекту разделения смеси. Исследовано влияние парамет-
ров ТБН на эффективность газоразделения.  

Введение. Турбомолекулярный насос, представля-
ющий собой множество последовательно соединенных 
вращающихся турбин, получил практическое примене-
ние относительно давно [1] и активно используется для 
создания высокого и сверхвысокого вакуума. При этом 
известно [2], что эффективность насоса сильно зависит от 
молекулярной массы рабочего газа. Предыдущие работы 
автора показывают, что при течении разреженной смеси 
газов в похожих устройствах может наблюдаться эффект 
разделения смеси [3-5]. Возможность использования ТБН 
для разделения газовых смесей исследуется в данной ра-
боте. 

1. Постановка задачи. Изучается течение ге-
лий-аргоновой смеси газов через систему турбин, по-
движных (роторов) и неподвижных (статоров), в плос-
кой постановке (см. Рис. 1). Турбина представляет со-
бой ряд наклонных пластин, толщины ℎ  и длины 𝐿𝐿 , 
расположенных на расстоянии 𝐻𝐻  друг от друга (ℎ =
𝐻𝐻/10 ). При этом роторы движутся с постоянной 
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скоростью 𝑢𝑢 в направлении оси 𝑥𝑥. Углы наклона рото-
ров и статоров обозначаются 𝛼𝛼  и 𝛽𝛽 , соответственно. 
Расстояние между роторами и статорами по вертикали 
взято равным 𝐻𝐻. Количество секции 𝑁𝑁 определяет ко-
личество роторов (𝑁𝑁 ) и статоров (𝑁𝑁 − 1 ). На вход 
(верхняя граница) подается эквимолярная смесь (кон-
центрация 𝜒𝜒0 = 0.5) при давлении 𝑝𝑝0  и температуре 
𝑇𝑇0 = 300 𝐾𝐾.  Исследуется коэффициент разделения 
смеси 𝑠𝑠, определяемый как отношение числовых пото-
ков компонент на выходе – 𝐽𝐽𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐽𝐽𝐻𝐻𝐻𝐻⁄ , в установившемся 
режиме течения.  

Рис. 1. Постановка задачи. Пластины роторы обозна-
чены серым цветом, статоры – черным. 

2. Метод решения. Для моделирования была
использована модификация классического метода ди-
намики разреженного газа – метода прямого 
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статистического моделирования Монте-Карло (DSMC) 
[6]. Столкновение молекул газа происходит по модели 
твердых сфер (Hard Spheres/HS) с параметрами 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻 =
2.33 × 10−10  м, 𝑑𝑑𝐴𝐴𝐴𝐴 = 4.17 × 10−10  м. Выбор пар мо-
лекул для столкновения основан на классическом под-
ходе без счетчика времени (No-Time-Counter/NTC). 
Взаимодействие молекул газа с поверхностью осу-
ществляется в рамках ядра рассеяния Максвелла с пол-
ной аккомодацией энергии и импульса. В случае столк-
новения с движущейся границей молекуле придается 
дополнительная скорость в направлении оси 𝑥𝑥 , соот-
ветствующая скорости вращения лопаток 𝑢𝑢. При моде-
лировании использовалась равномерная квадратная 
сетка с размером ячеек 𝑑𝑑 = 𝐻𝐻/30.  Шаг по времени 
брался равным ∆𝑡𝑡 = 0.5 ∙ 𝑑𝑑/𝑐𝑐 , где 𝑐𝑐 = �2𝑘𝑘𝑇𝑇0/𝑚𝑚  (𝑘𝑘 − 
константа Больцмана, 𝑚𝑚 = (𝑚𝑚𝐻𝐻𝐻𝐻 + 𝑚𝑚𝐴𝐴𝐴𝐴)/2  – молеку-
лярная масса смеси на входе.  Количество частиц на 
ячейку (при давлении 𝑝𝑝0) была выбрано равным 200. 

На верхней границе (Рис. 1) поддерживаются 
фиксированные макропараметры 𝑝𝑝0,𝑇𝑇0,𝜒𝜒0 = 0.5. Ниж-
няя граница считается вакуумированной (𝑝𝑝 = 0). Левая 
и правая границы связаны периодическим условием. 

3. Результаты. Задача определяется следую-
щими 5 основными безразмерными параметрами: 

 𝐾𝐾𝐾𝐾,
𝑢𝑢
𝑐𝑐

,
𝐿𝐿
𝐻𝐻

, 𝑡𝑡𝑡𝑡𝛼𝛼,𝑁𝑁 

где 𝐾𝐾𝐾𝐾 − безразмерное число Кнудсена, характеризую-
щее степень разреженности газа, и выражается через 
вязкость смеси и другие параметры по формуле 

 𝐾𝐾𝐾𝐾 =
𝜇𝜇𝑐𝑐
ℎ𝑝𝑝0

Для начала был рассмотрен случай свободномолеку-
лярного течения (𝐾𝐾𝐾𝐾 = 10) и одной ступени устройства 
(𝑁𝑁 = 1 ). Результаты представлены на Рис. 2. Сразу 
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можно отметить, что вращение турбины приводит к 
увеличению коэффициента разделения (на рисунках 𝑠𝑠0 
– коэффициент разделения в отсутствии лопаток за
счет естественной диффузии). При этом максимальная
эффективность растет с увеличением угла наклона ло-
паток 𝛼𝛼. Однако видно, что наибольший эффект дости-
гается, когда отношение скорости вращения турбин к
характерной тепловой скорости молекул примерно
равно тангенсу угла наклона лопаток. Таким образом,
при больших угла наклона потребуются скорости вра-
щения сильно выше скорости звука, что труднодости-
жимо на практике.  Также можно отметить, что эффект
разделения усиливается с увеличением длины лопаток,
что не наблюдается для ТБН [2] (эффективность насоса
не растет с увеличением длины лопаток).

Рис. 2. Результаты расчетов для одной ступени в сво-
бодномолекулярном режиме. Зависимость коэффици-
ента разделения 𝑠𝑠 от скорости вращения лопаток 𝑢𝑢 
при 𝐿𝐿/𝐻𝐻 = 10  и различных углах наклона лопаток 
(слева), а также при угле наклона 45 градусов и раз-
личных 𝐿𝐿/𝐻𝐻. 
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Результаты моделирования для большего числа секций 
и различных режимов по числу 𝐾𝐾𝐾𝐾 (см. Табл. 1) свиде-
тельствуют о том, что увеличение количества секций 
не приводит к усилению разделения, и даже наоборот – 
ослабляет эффект. При этом эффективность разделения 
снижается с числом Кнудсена (более плотный режим) 
так же, как и коэффициент разделения естественной 
диффузии 𝑠𝑠0, но эффект усиления разделения (𝑠𝑠 𝑠𝑠0⁄ >
1) присутствует во всех режимах по числу Кнудсена.

𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑠𝑠0(𝑁𝑁 = 0) 𝑠𝑠(𝑁𝑁 = 1) 𝑠𝑠(𝑁𝑁 = 2) 𝑠𝑠(𝑁𝑁 = 3) 
10 3.162 4.378 4.387 4.213 
1 1.631 2.176 1.883 1.768 

0.1 1.055 1.223 1.091 1.067 
Табл. 1. Коэффициент разделения в ТБН с разным ко-
личеством ступеней 𝑁𝑁 и при разных значениях 𝐾𝐾𝐾𝐾 

Заключение. На основании численных расче-
тов показано, что турбомолекулярный насос (система 
вращающихся турбин) может быть использован для 
разделения газовых смесей. Было показано, что эффект 
разделения присутствует в широком диапазоне чисел 
Кнудсена, усиливается с увеличением длины лопаток, 
однако падает с увеличением количества секций. 
Также получено, что наибольший эффект достигается, 
когда отношение скорости вращения турбин к харак-
терной тепловой скорости молекул примерно равно 
тангенсу угла наклона лопаток. 

Работа выполнена с использованием оборудования 
Центра коллективного пользования сверхвысокопроиз-
водительными вычислительными ресурсами МГУ 
имени М.В. Ломоносова и вычислительных ресурсов 
МСЦ РАН. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ТРЁХЗВЕННОГО 
АЭРОДИНАМИЧЕСКОГО МАЯТНИКА 

А.П. Голуб 

Аннотация. Рассматривается трёхзвенный маятник, на 
третьем звене которого, расположен симметричный 
аэродинамический профиль. В межзвенных шарнирах 
маятника (между первым и вторым, вторым и третьем 
звеньями) закреплены пружины. Вся система помещена в 
поток воздуха, скорость которого на бесконечности 
постоянна. Исследуется влияние жёсткости пружин и 
положение крыла на третьем звене на движение маятника. В 
работах [1-2] была рассмотрена похожая система с 
двухзвенным маятником. 

Для описания аэродинамического воздействия была 
использована квазистатическая модель, в рамках которой, оно 
сводилось к силе сопротивления, подъёмной силе и 
крутящему моменту. Составлена система уравнений, 
описывающая поведение трёхзвенного маятника. Проведено 
численное моделирование полученных уравнений. 

Предполагается использовать такую механическую 
систему для преобразования энергии ветра в механическую 
энергию. Преимуществами данной системы может служить 
низкая скорость старта и то, что она будет работать при  
любом направлении ветра. 

Постановка задачи. Трёхзвенный аэродинамический 
маятник, представляет собой трёхзвенный маятник (рис.1), на 
третьем звене которого закреплён аэродинамический прфиль. 
Оси вращения маятника вертикальны. Он помещён в поток 
воздуха. Профиль закреплён вдоль оси третьего звена и 
симметричен (NACA0015). При определённых значениях 
параметров, такая система может совершать колебательные 
движения, что было показано в работе [1]. 
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Рис.1. Трёхзвенный аэродинамический маятник 
(вид сверху) 

 Для описания аэродинамического воздействия, 
используется квазистатический подход, в рамках которого 
аэродинамическое воздействие раскладывается на силу 
сопротивления, подъёмную силу и аэродинамический 
момент. 

2 2 2( ), ( ), ( )
2 2 2n C n C z C m
S S SF V C F V C M bV Cτ τ

ρ ρ ρ
= α = α = α

Здесь 𝜌𝜌 – плотность воздуха, 𝑆𝑆 – характерная площадь 
лопасти, 𝑏𝑏 – длина хорды лопасти, 𝐶𝐶𝑛𝑛(α) и 𝐶𝐶𝜏𝜏(α) 
безразмерные коэффициенты силы сопротивления и 
подъёмной силы, соответственно, 𝐶𝐶𝑚𝑚(α) безразмерный 
коэффициент аэродинамического момента. Для 
моделирования был выбран симметричный профиль, поэтому 
выполнены следующие условия: 

𝐶𝐶𝑛𝑛(α) = 𝐶𝐶𝑛𝑛(−α),𝐶𝐶𝜏𝜏(α) = −𝐶𝐶𝜏𝜏(−α),𝐶𝐶𝑚𝑚(α) = −𝐶𝐶𝑚𝑚(−α) 
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Рис.2. Зависимости аэродинамических характеристик 

Угол атаки и 𝑉𝑉𝑐𝑐 определяются из следующих 
кинематических соотношений: 
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В системе учитывается демпфирование в звеньях 
маятника, которого не избежать, при конструировании 
реального объекта. Был выписан характеристический 
полином и проведено аналитическое исследование, но для 
более детального анализа, в силу нелинейности системы, 
было проведено численное моделирование. 

Численное исследование. Было проведено численное 
исследование системы полученных уравнений. Были взяты 
параметры для реального объекта. 

Рис.3. Зависимость угловой скорости от угла, 
для первого звена 

Результаты моделирования, показаны на Рис.3. Было 
найдено, по крайней мере, три устойчивых периодических 
движения. Однако, при увеличении скорости набегающего 
потока, одно из них перестало существовать и осталось два. 
В сравнении с двухзвенным маятником, где было найдено 
два периодических движения, трёхзвенный маятник имеет 
преимущество, потому что наличие большего числа 
неустойчивых режимов, позволяет выбрать более 
оптимальный для работы ВЭУ. Также, уменьшается значение 
скорости потока, при котором маятник начинает движение (в 
сравнении с двухзвенным маятником, при условии, что есть 
трение). Это позволяет применять его в более широком 
диапазоне скоростей ветра.  
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Заключение. В работе рассмотрена задача о движении 
трёхзвенного аэродинамического маятника. Составлены 
уравнения движения данного объекта. Проведено численное 
моделирование. Показано, что при определённых параметрах 
системы, может быть несколько периодических решений. 
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ АНИЗОТРОПНЫХ 
НАМАГНИЧИВАЮЩИХСЯ ТЕЛ  

В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

Д.И. Меркулов 

Аннотация. В работе рассмотрено взаимодействие 
двух анизотропных намагничивающихся сферических тел во 
внешнем однородном магнитном поле. Аналитически 
получена и исследована сила, действующая на одно из этих 
тел со стороны неоднородного магнитного поля, 
индуцированного вторым телом. Данная сила представлена 
как сила взаимодействия двух диполей с магнитными 
моментами специального вида. Вычислены соответствующие 
магнитные моменты. Выполнены расчеты значений сил и 
моментов сил при различных параметрах задачи, в частности, 
направлениях векторов анизотропии и магнитного поля. 

Введение. Исследованию намагничивающихся 
эластомеров (НЭ), то есть дисперсных сред, состоящих из 
упругой полимерной матрицы (силикон) и распределенных в 
ее объеме ферромагнитных микро- или наночастиц, 
посвящено значительное количество научных работ. 
Например, в статьях [1] и [2] теоретически и 
экспериментально, соответственно, изучены деформации 
тонких тел из НЭ в неоднородном магнитном поле. Если при 
изготовлении НЭ феррочастицы выстроятся в цепочки или 
ориентируются осями легкого намагничивания вдоль 
некоторого направления, то такой материал приобретет 
анизотропные свойства. Магнитные свойства анизотропных 
намагничивающихся эластомеров (АНЭ) экспериментально 
исследованы в работах [3, 4]. В работе [4] была получена 
формула для силы, действующей на тело из АНЭ в 
неоднородном магнитном поле. На основании данной 
формулы в работах [5, 6] исследовано движение 
сферического тела из АНЭ в неоднородном магнитном поле. 
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С использованием сферических тел из АНЭ можно 
изготовить автономные движители, аналогичные 
рассмотренным в статье [7]. При этом единичные векторы 
анизотропии τ1,τ2 (τi = cosϕiex + sinϕiez), направленные вдоль 
цепочек частиц либо осей легкого намагничивания, могут 
быть ориентированы различным образом. Один из 
возможных вариантов такого автономного движителя 
схематически представлен на Рис. 1. 

Рис. 1. Вариант автономного движителя с телами из АНЭ 
Для теоретического исследования движителя из АНЭ 

необходимо вычислить силу и момент силы, с которыми 
взаимодействуют анизотропные сферические тела. Движение 
тел, содержащих элементы из АНЭ, под действием поля 
постоянного магнита экспериментально исследовано в [8]. 

В предлагаемой работе рассмотрено взаимодействие 
двух анизотропных намагничивающихся сферических тел во 
внешнем однородном магнитном поле. Аналитически 
получена и исследована сила, действующая на одно из этих 
тел со стороны неоднородного магнитного поля, 
индуцированного вторым телом. Данная сила представлена 
как сила взаимодействия двух диполей с магнитными 
моментами специального вида. Вычислены соответствующие 
магнитные моменты. Получена формула для момента 
магнитной силы, действующего на сферическое анизотропное 
намагничивающееся тело. Выполнены расчеты значений сил 
и моментов сил при различных параметрах задачи, в 
частности, направлениях векторов анизотропии. 

Теория. Введем магнитную проницаемость АНЭ, а 
также дополнительные параметры магнитных свойств тела и 
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среды (µ(e) – магнитная проницаемость среды; μ(i) > 0, a > 0 – 
постоянные, определяемые в эксперименте [3]): 
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Формула, полученная в работе [4], была переписана 
для силы, действующей на первое сферическое тело из АНЭ в 
неоднородном магнитном поле H2, индуцированном вторым 
телом (kµ = (a1-a2)(H2τ1)2/ H2

2+ a2; R1, R2 – радиусы тел): 
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Выполнив преобразования, формулу (2) можно свести 
к силе диполь-дипольного взаимодействия с магнитными 
моментами m1, m2 специального вида (r21 = -r12, см. Рис. 1): 
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(5) 

Решив систему (3)-(5), можно получить в точности 
формулу для силы диполь-дипольного взаимодействия [9]: 
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Таким образом, показано, что сила (2), с которой 
взаимодействуют два сферических тела из АНЭ, помещенных 
в однородное магнитное поле H0, равна силе взаимодействия 
двух диполей (6) с магнитными моментами вида (5). 

Также получена формула для момента магнитной 
силы, действующего на первое сферическое тело из АНЭ со 
стороны магнитного поля, индуцированного вторым телом: 
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Подставив в формулы (1), (3)-(5) и (7) параметры 
магнитных свойств материала µ(i), a, и среды µ(e), координаты 
и радиусы тел, величину H0 и направление поля (угол α, 
см. Рис. 1), направления единичных векторов анизотропии 
τ1,τ2 (углы ϕ01 и ϕ02, см. Рис. 1), можно численно определить 
силу Fm1 и момент Mm1, действующие на первое сферическое 
тело из АНЭ со стороны второго тела. 

Численные расчеты. Вычисления проводились при 
следующих параметрах, допустимых для реализации в 
эксперименте: x1 = 0, z1 = 0, x2 = 0,5 см, z2 = 0, H0 = 400 Э, 
µ(e)=1, µ(i)=1,05, a = 0,15, R1 = R2 = 0,18 см. Рассматривались 
коллинеарные векторы анизотропии (ϕ01 = ϕ02 = ϕ) и 
различные направления магнитного поля: 0, π/4, π/2. При 
этом угол ϕ изменялся в пределах от 0 до π. 

На Рис. 2а и Рис. 2б линией 2 представлены 
зависимости, соответственно, x-компоненты и z-компоненты 
магнитной силы, действующей на первое тело, в зависимости 
от угла ϕ между горизонталью и направлением векторов 
анизотропии. Магнитное поле направлено вертикально 
(α = π/2). Линией 1 показано соответствующее значение силы 
для изотропного образца (в этом случае a = 0). 

Рис. 2а: Сила по x Рис. 2б: Сила по z Рис. 2в: Момент 
Видно, что значения силы, с которой взаимодействуют 

изотропные тела, и силы взаимодействия аналогичных тел из 
АНЭ равны при ϕ = 0 и ϕ = π. При этом горизонтальная 
компонента силы для анизотропных тел при ϕ = π/2 на 
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порядок превышает силу взаимодействия изотропных тел. 
Модуль вертикальной компоненты силы в данном случае для 
изотропных тел равен нулю, а для анизотропных имеет 
максимумы при ϕ = 5π/16 и ϕ = 11π/16. На Рис. 2в 
представлена зависимость момента магнитной силы от угла 
ϕ. Модуль момента имеет максимумы при ϕ = π/4 и ϕ = 3π/4 
(линия 2). На изотропные тела момент силы не действует 
(линия 1). 

На Рис. 3а и Рис. 3б линией 2 представлены 
зависимости, соответственно, x-компоненты и z-компоненты 
магнитной силы, действующей на первое тело, в зависимости 
от угла ϕ. Магнитное поле направлено под углом α = π/4. 
Линией 1 показано соответствующее значение силы для 
изотропного образца (в этом случае a = 0).  

   
Рис. 3а: Сила по x Рис. 3б: Сила по z Рис. 3в: Момент 

Видно, что горизонтальная компонента магнитной 
силы, действующей на анизотропное тело, меняет свое 
направление в зависимости от угла ϕ, но практически всегда 
по величине превышает соответствующую компоненту силы 
взаимодействия изотропных тел. Модуль вертикальной 
компоненты силы в данном случае для тела из АНЭ имеет 
максимум при ϕ = π/4, а в диапазоне ϕ от 7π/12 до 11π/12 
близок по значению к вертикальной компоненте силы 
взаимодействия изотропных тел. При этом максимальное 
значение модуля вертикальной силы взаимодействия тел из 
АНЭ превышает 1 дин, что может быть достаточным для 
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отрыва тела от опоры и, как следствие, для создания 
направленного движения указанного на Рис. 1 автономного 
движителя. На Рис. 3в приведена зависимость момента 
магнитной силы от угла ϕ, которая имеет максимум при 
ϕ = π/2 (линия 2). На изотропные тела момент силы не 
действует (линия 1). 

На Рис. 4а и Рис. 4б линией 2 представлены 
зависимости, соответственно, x-компоненты и z-компоненты 
магнитной силы, действующей на первое тело, в зависимости 
от угла ϕ. Магнитное поле направлено горизонтально (α = 0). 
Линией 1 показано соответствующее значение силы для 
изотропного образца (в этом случае a = 0). 

Рис. 4а: Сила по x Рис. 4б: Сила по y Рис. 4в: Момент 
Видно, что значения силы, с которой взаимодействуют 

изотропные тела, и силы взаимодействия аналогичных тел из 
АНЭ равны при ϕ = π/2. При этом горизонтальная 
компонента силы для анизотропных тел при ϕ = 0 и ϕ = π на 
порядок превышает силу взаимодействия изотропных тел. 
Модуль вертикальной компоненты силы в данном случае для 
изотропных тел равен нулю, а для анизотропных имеет 
максимумы при ϕ = 3π/16 и ϕ = 13π/16. На Рис. 4в 
представлена зависимость момента магнитной силы от угла 
ϕ. Модуль момента имеет максимумы при ϕ = π/4 и ϕ = 3π/4 
(линия 2). На изотропные тела момент силы не действует 
(линия 1). 

Таким образом, исследована сила и момент силы 
взаимодействия двух сферических тел из АНЭ в зависимости 
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от направления коллинеарных векторов анизотропии при 
различных направлениях приложенного магнитного поля. 

Заключение. Аналитически получена и исследована 
сила, действующая на сферическое тело из анизотропного 
намагничивающегося эластомера со стороны неоднородного 
магнитного поля, индуцированного вторым таким же телом. 
Данная сила представлена как сила взаимодействия двух 
диполей с магнитными моментами специального вида. 
Выполнены расчеты сил и моментов сил при различных 
параметрах задачи, таких как направления векторов 
анизотропии и приложенного магнитного поля. Получено, 
что при некоторых параметрах задачи сила взаимодействия 
анизотропных тел существенно превышает магнитную силу 
между такими же изотропными телами. Показано, что данная 
сила может быть достаточной для отрыва тела от опоры и, 
как следствие, для создания направленного движения. Также 
получено, что на тела из анизотропного намагничивающегося 
эластомера, в отличие от изотропных тел, действует момент 
магнитной силы. Результаты данной работы могут быть 
полезны при создании автономных движителей, содержащих 
тела из анизотропных намагничивающихся материалов. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского 
научного фонда № 20-71-10002, https://rscf.ru/project/20-71-
10002/. Автор выражает благодарность д.ф.-м.н., проф. 
Налетовой В.А. и к.ф.-м.н. Пелевиной Д.А. за участие в 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ КРИВЫХ И 
ФАЗОВОГО ПОРТРЕТА НЕЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ 

СДВИГОВОГО ТЕЧЕНИЯ ТИКСОТРОПНЫХ СРЕД, 
УЧИТЫВАЮЩЕЙ ВЗАИМНОЕ ВЛИЯНИЕ 
ЭВОЛЮЦИИ СТРУКТУРЫ И ПРОЦЕССА 

ДЕФОРМИРОВАНИЯ 

В.В. Гулин 

Аннотация. Рассматривается нелинейное 
определяющее соотношением типа Максвелла для описания 
сдвигового течения тиксотропных сред, которое учитывает 
взаимное влияние на вязкость и модуль сдвига процесса 
деформирования и эволюции структуры (кинетики 
образования и разрушения межмолекулярных связей). 
Состояние структуры в модели характеризуется 
единственным скаляром w – параметром 
структурированности. В одноосном случае определяющее 
соотношение управляется неубывающей материальной 
функцией и шестью положительными параметрами. 
Определяющее соотношение сводится к двум нелинейным 
автономным дифференциальным уравнениям. 

Аналитически изучен фазовый портрет системы. 
Обнаруженные общие свойства проиллюстрированы 
графиками (численных) решений задач Коши. 
Проанализировано влияние материальных параметров и 
материальной функции на тип точки равновесия, на 
поведение характеристических корней и интегральных 
кривых модели, исследовано влияние начальных условий на 
свойства интегральных кривых. В частности, детально 
исследован случай немонотонности решений системы и 
существование режимов деформирования с (затухающими) 
колебаниями напряжения. 

1. Введение. Для моделирования таких природных и
технологических процессов как движение магмы, поведение 
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илистых грунтов, глин, зыбучих песков, сход селей и лавин, 
разнообразных технологий переработки полимеров и других 
материалов (3D-печати экструзией, прессования, 
сверхпластической штамповки и т. п.), нефтедобычи (в 
частности, методом гидроразрыва пласта) и перекачки нефти, 
производства лаков, красок, масел, пищевых продуктов, 
медицинской микрофлюидики и многих других необходимо 
понимание нелинейных реологических эффектов и 
закономерностей, протекающих в структурированных средах. 

Одним из способов построения определяющих 
соотношений и моделирования процессов эволюции 
структуры в процессе деформирования материалов является 
модификация модели вязкоупругости Максвелла (1) 

G
τ τγ

η
= +


 (1) 

путём введения зависимости модуля сдвига G и вязкости η  
от некоторого параметра (степени) структурированности 

[ ]0,1w∈  [1]. В текущей работе рассматриваются следующие 
возрастающие функции параметра структурированности: 

( ) 0
ww eαη η= , ( ) 0

wG w G eβ= . (2) 
И введение кинетического уравнения (3), определяющего 
эволюцию структуры и связь с процессом деформирования 

( ) ( )1 21w k w k g wτ= − − , (3) 
где 1k  и 2k  – положительные константы, ( )g τ  – 
неубывающая функция, обеспечивающая разрушение 
структуры при увеличении сдвигового напряжения τ . Из 
последнего уравнения следует, что при уменьшении 
действующего напряжения τ  значение параметра 
структурированности w будет расти (восстанавливаться) до 
равновесного, 
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( ) ( )
( ) ( )1 21

G w w

w k w k g w

τ τγ
η

τ

 = +

 = − −







(4) 

это позволяет утверждать, что модель (4) позволяет 
описывать тиксотропные среды – уменьшающие вязкость от 
механического воздействия и увеличивающие её в состоянии 
покоя. 

Необходимо исследование возможностей системы (4) 
моделировать поведение типовых экспериментальных 
кривых, таких как диаграммы деформирования с постоянной 
скоростью, кривые ползучести и восстановления, кривые 
релаксации и другие. Эта работа начата в цикле статей 
[2, 3, 4]. Текущая статья посвящена первому – исследованию 
диаграмм деформирования, порождаемых структурной 
моделью Максвелла (4). 

2. Нелинейная модель сдвигового течения
тиксотропных сред в условиях постоянной скорости 
сдвига. Для исследования качественных свойств, 
предсказываемых моделью в текущей статье предлагается 
рассмотреть одно из простейших механических испытаний – 
построение диаграммы деформирования при постоянной 
скорости сдвига. Для этого произведём обезразмеривание 
системы (4). Безразмерное время (обозначаем 
штрихованными переменными) выбираем так: 0t T t′= , где 

0 0 0T Gη=  – минимальное время релаксации модели 
Максвелла (при 0w = ). Безразмерное напряжение сsτ τ= , где 

сτ  – некоторое критическое напряжение или просто 
величина, пропорциональная 0G . Считая скорость сдвига 
постоянной v сonstγ = = , используя (2) и опуская штриховое 
обозначение для безразмерных переменных и функции 
безразмерного переменного, получаем следующую систему: 
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( )

( )( )1 1

wws ae se

w c w bg s

β αβ − = −


 = − +  





(5) 

где 0 ca vη τ=  – безразмерная скорость сдвига, а 2 1b k k=  и 

1 0c k T=  – безразмерные параметры, характеризующие 
скорость протекания процессов образования и разрушения 
структуры. 

Относительно системы (5) было доказано [5, 6] 
существование и единственность положения равновесия, а 
также его тип. В зависимости от параметров системы оно 
может быть узлом или фокусом, последнее означает 
возможность (затухающих) осцилляций относительно 
равновесного напряжения в зависимости от величины 
приложенной скорости сдвига. 

Рис.1 Кривые деформация-напряжение при разных 
скоростях деформации для: классической модели Максвелла 
(слева) и предложенной модификации, учитывающей 
эволюцию структуры (справа). 

Особенности поведения интегральных кривых можно 
представить через графики, обладающие ясным 
механическим смыслом – диаграммами деформирования. Для 
модели с ( ) hsg s e= , 0.07h = , 0.3с = , 1210b −= , 2α = , 1β =  и 
со следующими значениями безразмерной скорости 
деформации (сдвига): a = 10, 20, 37, 70, 200, 400, 500, 600, 700 
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на рис. 1 приведена сводная диаграмма деформирования 
среды, обладающей скоростной чувствительностью 
(диаграмма деформирования зависит от скорости 
деформирования) при w(0) = 0 (серым) и w(0) = 1 (чёрным), 
номер кривой по возрастанию соответствует выбранным 
значениям параметра a. Кривые 1-3, а также 6-9 
соответствуют положению равновесия типа узел, а кривые 4 и 
5 соответствуют положению равновесия типа фокус. Для 
иллюстрации различий по сравнению с классической 
моделью Максвелла (1) на том же рис. 1 слева приведена 
диаграмма деформирования для случая 0α β= =  – в таком 
случае процесс деформирования не связан с параметром 
структурированности w. 

Постоянство скорости сдвига позволяет отождествить 
интегральные кривые s(t) c представленными выше 
диаграммами деформирования. Действительно, если γ = vt, то 
кривые s(t) отличаются от s(γ) всего лишь выбором масштаба 
по оси абсцисс. 

Рис. 2 иллюстрирует смену типа положения 
равновесия по сценарию узел-фокус-узел по мере увеличения 
скорости сдвига. Положение равновесия определяется как 
точка пересечения вертикальной и горизонтальной изоклины 
фазового портрета системы (5) (штриховые кривые) 
посредством приравнивания левой части каждого уравнения к 
нулю. 
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Рис.2 Эволюция фазового портрета системы (5). 
Интегральные кривые построены для s(0) = 0, w(0) = 0, 0.1, 
0.3, 0.6, 0.9. 

На рис. 3 представлены интегральные кривые системы 
(5) для той же модели с ( ) hsg s e= , 0.07h = , 0.3с = , 1210b −= ,

2α = , 1β = . При a = 300 положение равновесия – фокус, что
подтверждается затухающими осцилляциями s(t) и w(t). Для
остальных представленных значений a = 400, 500 и 750 –
положение равновесия – узел, при этом можно заметить, что
излом кривой s(t) соответствует моменту падения графика
структурированности w(t).
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Рис.3 Интегральные кривые системы (5) для разных 

значений безразмерной скорости сдвига a. Сплошными s(t) 
штриховыми w(t) для начальных условий s(0) = 0, w(0) = 0, 
0.1, 0.3, 0.6, 0.9 (отличаются наклоном на первом участке) 

Заключение. Были исследованы интегральные 
кривые, фазовые портреты и диаграммы деформирования, 
порождаемые структурной моделью Максвелла, в условиях 
постоянной скорости деформации. 

Схожесть кривой на рис. 3 при a = 400 с диаграммой 
деформирования металлов, обладающих зубом текучести, 
заставляет задуматься о возможности описания этого явления 
структурным параметром w. В самом деле, в научной 
литературе, посвящённой исследованию процесса 
динамической рекристаллизации меди в зависимости от 
начального среднего размера зёрен, можно встретить 
характерные диаграммы деформирования с зубом текучести и 
с затухающими колебаниями [7-8]. Примером из другой 
сферы является возникновение автоколебаний кажущейся 
вязкости в коллоидных дисперсиях при постоянной скорости 
сдвига, примеры которых приводятся в [9]. 

Таким образом, совпадение качественных 
особенностей интегральных кривых исследуемой модели с 
экспериментальными кривыми позволяет считать 
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перспективным предложенный подход к моделированию 
структурированных сред. 
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ОТРАБОТКА МЕТОДИКИ ЗАСЕВА СВЕРХЗВУ-
КОВОГО ПОТОКА РАЗЛИЧНЫМИ ТИПАМИ 

ТРАССЕРОВ PIV-СИСТЕМЫ 
 

И. А. Загайнов  
 

Аннотация. Наиболее известным среди панорам-
ных методов является анемометрия по изображениям 
частиц PIV [1]. Метод PIV находит широкое применение 
в практике исследований течения газов с высокими 
сверхзвуковыми скоростями [2]. В рамках работы про-
изведена отладка двумерной двухкомпонентной системы 
«Сигма Про» на базе сверхзвуковой аэродинамической 
установки АР-2 [3]. Представлены результаты сравни-
тельного исследования применимости различных типов 
трассеров для засева потока: частицы DEHS, жидкий 
углекислый газ и дистиллированная вода, подаваемая 
через форсунки в форкамере установки. Актуальность 
исследования заключается в определении оптимального 
типа трассирующих частиц и их количестве для исполь-
зования метода PIV.  

Введение. Панорамные (полевые) методы измере-
ний, в отличие от традиционных (термоанемометр, ла-
зерная доплеровская анемометрия и др.), обладают ря-
дом преимуществ. Например, они позволяют измерять 
мгновенные распределения физических величин, выяв-
лять в потоке когерентные структуры, исследовать не-
стационарные потоки и быстропротекающие процессы 
[1]. Наиболее известным среди панорамных методов 
является анемометрия по изображениям частиц PIV (Par-
ticle Image Velocimetry). 

1. Использование метода PIV.  
Метод PIV – это оптический метод измерения 

мгновенных полей скорости газа в выбранном сечении 
потока. Импульсный лазер создает тонкий световой нож 
и освещает мелкие частицы - трассеры, взвешенные в 
исследуемом потоке. Положения частиц в момент двух 
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последовательных вспышек лазера регистрируются на 
два кадра цифровой камеры. Скорость потока определя-
ется расчетом перемещения, которое совершают части-
цы за время между вспышками лазера. Определение 
перемещения основано на применении корреляционных 
методов к трассерным картинам, с использованием ре-
гулярного разбиения на элементарные области.  

Для повышения точности измерений набирается 
статистика измерений из десятков и сотен таких кадров, 
в результате получаются векторные поля скорости прак-
тически во всей области измерения. Для автоматизации 
процесса обработки серии кадров используется кросс-
корреляционный метод, позволяющий оцифровать каж-
дый кадр по яркости элементов (частицы-фон) и в ре-
зультате получить комбинацию всех возможных совпа-
дений для всех частиц на каждом втором кадре [4]. При 
этом, шумовой пик, отвечающий за реальное перемеще-
ние частиц, будет выше всех остальных пиков, отража-
ющих другие возможные перемещения частиц из перво-
го кадра во второй. 

Результаты. Произведены тестовые запуски 
сверхзвуковой аэродинамической установки с различ-
ными видами трассеров: частицами DEXS через гене-
ратор аэрозоля Ласкина, жидким углекислым газом и 
дистиллированной водой, подаваемой через форсунки 
мелкодисперсного распыла в форкамере установки. 
Наилучшее качество засева было получено при ис-
пользовании жидкости DEXS. Засев углекислым газом 
приводил к туманообразованию в сверхзвуковой обла-
сти с неравномерным распределением частиц по сече-
нию и, по-видимому, слишком малому (меньше 1 
мкм) размеру формируемых частиц для последующей 
корректной обработки полученных изображений. 
Капли дистиллированной воды, формируемые фор-
сунками, оказались напротив слишком крупными (де-
сятки микрометров), чтобы можно было утверждать 
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установление динамического равновесия с несущим 
потоком. 

Исследования проводились на сверхзвуковом 
аэродинамическом стенде (рис. 1) при числе Маха набе-
гающего потока 3.0, температуре торможения 293 К при 
турбулентном режиме течения (Rex≥2·107). 

Рис. 1. Схема проведения экспериментального ис-
следования: Т0

* – полная температура набегающего 
потока, К; P0

* – полное давление в форкамере, Па; P – 
статическое давление на стенке, Па 

Равномерность засева частицами по сечению рабо-
чей части установки также была улучшена за счет пере-
мещения области засева выше по потоку от сопла. При 
этом до форкамеры поток проходил через ряд поворотов 
трубопровода, что не оказалось проблемой благодаря 
малому размеру формируемых частиц в соплах Ласкина. 

В результате выполненных запусков получены 
картины двумерного поля скорости в центральной части 
и на стенке сверхзвукового канала (рис. 2).  

Полученные данные сравнивались с измерениями 
статического и полного давления, а также с числами 
Маха, рассчитанными по соотношениям площадей кри-
тического и рабочего сечений установки (рис.3). 
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Рис. 2. Векторные поля продольной (слева) и поперечной 
(справа) составляющей скорости в центре канала 

Рис. 3. Профили продольной составляющей скоро-
сти в центральной части (слева) и на стенке рабочей 

части канала (справа) 

Заключение. Произведены тестовые запуски 
сверхзвуковой аэродинамической установки с различ-
ными видами трассеров: частицами DEHS, жидким уг-
лекислым газом, водой. Произведена отладка и тестовые 
запуски системы трассирующих частиц на базе оксида 
титана. Получены картины двумерного поля скорости в 
центральной части сверхзвукового канала.  

Автор выражает благодарность С.С. Поповичу, А.Г. 
Здитовцу, Н.А. Киселеву и Ю.А. Виноградову за по-
мощь в подготовке и проведении экспериментов, а так-
же в интерпретации результатов. 

Работа выполняется в рамках госбюджетной темы 
АААА-А16-116021110200-5 НИИ механики МГУ. 
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АНАЛОГИЯ РЕЙНОЛЬДСА В СЖИМАЕМОМ 
ТУРБУЛЕНТНОМ ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ С 

ГРАДИЕНТОМ ДАВЛЕНИЯ В СВЕРХЗВУКОВОМ 
ЩЕЛЕВОМ КАНАЛЕ 

Н.А. Киселёв 

Аннотация. Проведены исследования трения и 
теплообмена при течении сжимаемого газа в сверхзвуковом 
щелевом канале. Представлены данные о влиянии слабого и 
умеренного неравновесного положительного градиента 
давления (adverse pressure gradient, APG) на коэффициент 
трения cf, теплоотдачи St, фактор аналогии Рейнольдса 
s=2St/cf и коэффициент восстановления температуры. 
Значения s оказались существенно ниже равновесных 
значений. Предельная величина фактора аналогии Рейнольдса 
практически не зависела от βK в реализованном диапазоне 
градиентов давления и составила s≈1.0. При этом с ростом βK 
начинает возрастать отличие от равновесных значений.  

Введение. Вопрос описания закономерностей 
теплообмена и трения в высокоскоростных газовых потоках 
остается актуальным уже на протяжении столетия. 
Потребность в оценке коэффициентов трения и теплоотдачи 
при различных внешних воздействиях, в том числе в 
условиях градиента давления до сих пор поддерживают 
интерес к подобным исследованиям. Пограничные слои с 
градиентом давления представляют фундаментальный 
интерес, так как, в отличие от безградиентных течений, здесь 
присутствует дополнительная сила, вызванная продольным 
градиентом давления и управляющая процессом развития 
пограничного слоя [1].  

В случае пограничных слоев с APG наиболее 
популярным параметром градиента давления является 
предложенный Клаузером параметр β=(δ*/τw)∙(dp/dx) [1], где 
δ* - толщина вытеснения. Для того, чтобы нивелировать 
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влияние изменения плотности по высоте пограничного слоя в 
сжимаемых течениях используют модифицированный 
параметр βK, в котором используется кинематическая 
толщина вытеснения δ*

К без учета изменения плотности в 
пограничном слое β=(δ*

К/τw)∙(dp/dx). 
В данной работе рассмотрено течения газа в щелевом 

сверхзвуковом канале с положительным градиентом 
давления. Такая постановка требовала наличия 
сверхзвукового сопла, установленного до исследуемого 
участка, где поток разгонялся от дозвукового на входе до 
сверхзвукового на выходе. Это приводило к тому, что уже на 
входе в исследуемый участок с градиентом давления 
необходимо учитывать влияние предыстории потока на 
пограничные слои. Обобщение результатов основывалось на 
сравнении со значениями коэффициентов трения и 
теплоотдачи равновесных пограничных слоев, полученных из 
решения Меллора и Гибсона [2] для динамического 
пограничного слоя и Со [3] для теплового. 

Геометрия сверхзвукового щелевого канала с 
входным сечением 38.6×3.8 mm2 и критическим сечением 
12×3.8 mm2, протяженностью 0.3 m (Рисунок 1), состоит из 
сверхзвукового сопла, исследуемой сверхзвуковой области с 
AGP и выходного диффузора. Боковые – узкие – стенки 
канала профилированы, протяженность дозвуковой части – 
0.1 м, сверхзвуковой части – 0.16 м. Сверхзвуковой диффузор 
располагался на расстоянии 0.26-0.3 м от входа.  

Экспериментальные исследования проводились в 
два этапа. На первом этапе с помощью измеренных 
распределений статического давления, расхода и давления в 
форкамере определялись среднерасходные числа Маха и, 
далее, коэффициент трения методом Шапиро-Хоторна. 
Использовалось дифференциальное уравнение одномерного 
адиабатического течения в канале с заданной геометрией при 
наличии трения: 
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Коэффициент трения cf определялся как величина, 
соответствующая экспериментальному распределению числа 
Маха Mav. 

Рис.1. Геометрия исследуемых каналов 
На втором этапе проводились исследования 

коэффициентов теплоотдачи St и восстановления 
температуры r методом нестационарного теплообмена [4]. 
Более подробно метод изложен в [5]. С использованием 
экспериментально измеренного массового расхода воздуха и 
геометрии каналов определялись поля чисел Стентона St. 
Поле коэффициентов восстановления температуры r 
определялось с использованием локальной температуры 
теплоизолированной стенки, температуры торможения и 
распределения числа Маха. 

Численные исследования. Для рассматриваемой 
задачи течения в узком канале [6] решалась система 
уравнений стационарного пограничного слоя в двухмерной 
постановке, выражающая законы сохранения массы, 
импульса и энтальпии. Решаемая система уравнений 
замыкается уравнением состояния совершенного газа. 
Турбулентная составляющая касательных напряжений 
определяется в соответствии с k-ω (SST) моделью 
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турбулентности [7]. Величина турбулентного числа Прандтля 
определена в соответствии с рекомендациями [8]. 
Дискретизация уравнений выполнена на основе метода 
конечных разностей с использованием маршевого счета по 
продольной координате. 

Результаты исследований. Коэффициент трения. 
Изменение коэффициента трения cf/2 по длине каналов 
представлены на рисунке 2. Согласно полученным 
результатам, коэффициент трения снижается по мере 
нарастания пограничного слоя (увеличения продольной 
координаты) и увеличения градиента давления (снижения 
угла раскрытия). Однако снижение cf/2 в APG вызвано по 
большей части увеличением числа Рейнольдса Re* 
(приводящем к снижению коэффициентов трения и 
теплоотдачи). Снижение числа Маха оказывает 
противоположное влияние (увеличение поправки на 
сжимаемость и рост коэффициентов трения и теплоотдачи). 
Расчетные значения коэффициентов трения совпадают с 
экспериментальными данными вплоть до скачка уплотнения 
в пределах неопределенности измерений. 

Рис 2. Коэффициент трения в исследуемых каналах 
Коэффициент теплоотдачи. При рассмотрении числа 

Стентона St (рисунок 3) стоит отметить, что на величину St 
влияет число Маха, βK и Re*. В данном случае влияние 
градиента давления приводит к незначительному снижению 
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St, несмотря на то, что при снижении числа M поправка на 
сжимаемость возрастает [9]. Увеличение числа Рейнольдса 
Re*  к снижению величины St в течении с APG в сравнении с 
безградиентным течением в том же сечении. В исследуемой 
области течения до возникновения скачка уплотнения 
расчетные и экспериментальные значения совпадают. 

Рис 3. Коэффициент теплоотдачи в исследуемых каналах 
Коэффициент восстановления. Расчетные и 

экспериментальные значения r в исследуемой области 
течения совпадают и не зависят от градиента давления. 
Величина коэффициента восстановления соответствует 
значению для безградиентного пограничного слоя. 

Расширенная аналогия Рейнольдса. Для всех 
исследуемых каналов до начала сверхзвукового участка с 
APG геометрия идентична. Это определяет сходную 
предысторию развития пограничных слоев для каналов с 
различными углами раскрытия (4). Предварительное 
ускорение в сверхзвуковом сопле, в условиях, когда параметр 
градиента давления βK превосходит минимально возможное 
равновесное значение, приводит к росту коэффициента 
трения и снижению коэффициента теплоотдачи. Таким 
образом, еще до начала APG аналогия Рейнольдса 
нарушается в сторону увеличения трения. Значения фактора 
аналогии Рейнольдса s на выходе из сопла составляет 0.83, 
что существенно меньше равновесных значений, 
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(рисунок 4, а). Можно отметить преобладающее влияние 
предыстории потока и недостижимость равновесного 
состояния, соответствующего текущим Re* и βK. 

По мере развития пограничных слоев величина s 
возрастает и стремится к своему безградиентному уровню, 
что является следствием «восстановления» пограничных 
слоев. Это заметно по относительной величине s, 
приведенной к равновесной для данного значения βK и числа 
Рейнольдса Re* (рисунок 4, б). Для равновесного 
пограничного слоя увеличение s достигает 40% относительно 
безградиентного течения в сечении с той же продольной 
координатой в исследуемом диапазоне βK. Согласно 
экспериментальным и численным результатам в исследуемом 
канале, фактическое увеличение (относительно величины s в 
канале с углом раскрытия 3°) существенно ниже и составляет 
всего 10 %. 

 

а     б 
Рисунок 4. Фактор аналогии Рейнольдса в исследуемых 

каналах: а) абсолютная величина, б) приведенная к 
соответствующему равновесному значению. Сплошные 

линии – 2D расчет, пунктирные – решение [3] 
Заключение. Проведены экспериментальные 

исследования влияния APG на параметры теплового и 
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динамического пограничных слоев в сверхзвуковом щелевом 
канале. Исследованы 5 каналов с различными геометриями 
сверхзвуковых участков и одинаковыми сверхзвуковыми 
соплами. Изменение величины градиента давления 
реализовывалось за счет наложения геометрического 
воздействия на сверхзвуковое течение с трением. В качестве 
параметра градиента давления был принят параметр βK. Для 
реализованных в эксперименте параметров потока 
рассмотрено решение двумерных уравнений турбулентного 
сжимаемого пограничного слоя с использованием SST 
модели турбулентности. Получены следующие результаты: 
• Наложение APG сопровождается увеличением 
характерного числа Рейнольдса Re*, снижением числа M и 
плотности тока. Это, в свою очередь, оказывает влияние на cf 
и St. Происходит снижение коэффициента трения cf и 
незначительное снижение коэффициента теплоотдачи St. 
Изменение St и cf приводит к росту фактора аналогии 
Рейнольдса s=2∙St/cf. APG практически не влияет на 
коэффициент восстановления температуры r. 
• Величина фактора аналогии Рейнольдса s растет по 
мере нарастания пограничного слоя. Однако s в 
рассмотренных течениях существенно ниже равновесных 
значений и по мере развития пограничного слоя 
восстанавливается до значений, соответствующих ZPG. 
Предельная достигнутая величина фактора аналогии 
Рейнольдса практически не зависела от βK и в реализованном 
в эксперименте диапазоне βK составила s≈1.0. 
• Определение параметров таких пограничных слоев на 
основе решений для равновесных пограничных слоев [2,3] 
невозможно. Параметр градиента давления βK не позволяет 
однозначно определения свойств пограничных слоев 
вследствие его непостоянства и наличия предыстории потока. 
• Показана применимость решения уравнений 
пограничного слоя к рассматриваемому классу задач и 
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совпадение экспериментальных и численных данных. 
Использование решения уравнений турбулентного 
пограничного слоя с соответствующими моделями 
турбулентности позволяет воспроизводить параметры 
реальных пограничных слоев. 

Исследование выполнено за счет средств гранта 
Российского научного фонда (проект №19-79-10213). 
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ИССЛЕДОВАНИЕ СВОЙСТВ ОПРЕДЕЛЯЩИХ 
СООТНОШЕНИЙ ДЛЯ МАТЕРИАЛОВ С ЗАВИСЯЩИМИ 

ОТ ВИДА НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 
СВОЙСТВАМИ  

О.П. Королькова 

Аннотация. Данная работа посвящена изучению 
поведения материалов, зависящих от вида внешнего 
воздействия. Представлены определяющие соотношения, 
которые позволяют описать это поведение, используя 
параметр трехосности. Рассмотрена задача продольного 
сдвига призматического тела квадратного поперечного 
сечения с прямолинейным разрезом в плоскости сечения из 
материала с чувствительными к виду напряженного 
состояния свойствами. Проведено сравнение с задачей о 
трещине продольного сдвига в рамках классической теории 
упругости. Продемонстрировано влияние сдвигового 
деформирования на раскрытие трещины. 

Введение. Для описания поведения материала 
необходимы определяющие соотношения (связь между 
напряжениями и деформациями), именно поэтому существует 
огромное множество различных моделей, которые постоянно 
совершенствуются. Известно, что разрушение материалов 
зависит от вида напряженного состояния. Например, при 
растяжении стальные материалы разрушаются, чего не 
происходит при сжатии. Но для многих материалов такая 
зависимость проявляется не только при разрушении, но в 
процессе деформирования.  

Зависимость деформационных свойств материалов от 
вида прикладываемых усилий характерна для большинства 
гетерогенных материалов. Структурные особенности 
материалов определяют степень этой зависимости. 
Чувствительность материалов к виду внешнего воздействия 
проявляется в отсутствии единой кривой деформирования 
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(связи между эквивалентным напряжением и эквивалентной 
деформацией). Данное явление носит название 
разномодульность, в виду отличия упругих модулей при 
одноосном растяжении и одноосном сжатии в линейном 
случае, а при нелинейных диаграммах в виду отличия 
секущих модулей при их линейной аппроксимации [1-3]. 
Растяжение и сжатие – это всего лишь два частных способа 
деформирования, поэтому, если для этих случаев диаграммы 
отличаются, логично предположить, что и для других видов 
напряженного состояния диаграммы будут различны. 
Истинность данного предположения подтверждают 
экспериментальные исследования свойств конструкционных 
графитов, бетона, чугуна, теплозащитных материалов, горных 
пород, композитных материалов и многих других [4, 5]. 

Определяющие соотношения.  При описании 
деформирования материалов, чувствительных к виду 
напряженного состояния, необходимо использовать 
параметры вида напряженного состояния, один из которых 
представляет собой отношение гидростатической 
компоненты напряжений к эквивалентному напряжению: 

(1) 
где – среднее напряжение, – 
интенсивность напряжений, – девиатор
напряжений,  – символ Кронекера. В среднем параметр ξ 
характеризует соотношение нормальных и касательных 
напряжений в точке сплошной среды [6]. 

Зависимость от вида внешнего воздействия можно 
проиллюстрировать, используя диаграмму деформирования 
конструкционного графита, полученную при различных 
видах напряженного состояния [5]. На рис.1 приведены 
диаграммы зависимости между эффективным напряжением 
Мизеса и эффективной деформацией , где 

– девиатор деформаций, – объемная
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деформация в случае малых деформаций, для 
конструкционного графита АРВ, полученные на основе 
испытаний трубчатых образцов при пропорциональном 
изменении главных напряжений. Кривая 1 соответствует 
одноосному растяжению ( ), 2 – одноосному сжатию 
( ). 3 – чистому сдвигу ( ), 4 – равномерному 
двухосному растяжению ( ).  

Рис. 1. Эквивалентные диаграммы деформирования 
структурного графита: 1 - одноосное растяжение, 2 - 
одноосное сжатие, 3 - сдвиг, 4 - равномерное двухосное 

растяжение 
Как видно из примера, вместо «единой кривой» 

зависимости σ0 ∼ ε0, появляется серия криволинейных 
диаграмм деформирования даже при малых значениях 
деформаций. С некоторой долей погрешности в виду слабой 
нелинейности диаграмм можно использовать их линейную 
аппроксимацию.  

Для определения напряженно-деформированного 
состояния в телах, свойства которых чувствительны к виду 
напряженного состояния, могут быть использованы подходы 
нелинейной теории упругости или деформационной теории 
пластичности с учетом изменяемости свойств материалов. 
Тогда при формулировке определяющих соотношений можно 
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использовать соответствующую потенциальную функцию и 
представить дополнительную работу в виде: 

(2) 
где A=2/3*(1+υ)/E,  B=3*(1-2υ)/E, υ – коэффициент Пуассона, 
Е – модуль Юнга. 

Когда  , получаем потенциал для 
классического упругого тела. Предполагая, что функция 
непрерывно дифференцируема, и, без ограничения общности, 
считая, что в случае чистого сдвига ( ), значение 
функции .  Дифференцируя соотношение (2) по 
напряжениям, получим связь между напряжениями и 
деформациями, которые имеют следующий вид: 

            (3) 

Штрихом обозначена производная функции по параметру . 
Используя (3), можно получить выражения для эффективной 
деформации и объемной деформации: 

(4)

Из (4) можно получить выражение, связывающее 
эффективную деформацию и объемную деформацию: 

             (5) 
Это соотношение означает, что в рассматриваемых 
материалах процессы объёмного и сдвигового 
деформирования взаимосвязаны.  
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На основе анализа экспериментальных данных 
установлено, что функция  так же может быть 
аппроксимирована линейной зависимостью: 

 (6) 
В случае если коэффициент C = 0, получаем соотношение для 
классического линейно-упругого тела с упругим 
потенциалом. Первое соотношение (3) перепишется в 
следующем виде: 

              (7) 
Постановка задачи.  Элементы многих конструкций 

работают в условиях сдвиговой деформации, например, 
фрикционные прокладки, грунты и др., поэтому задача 
антиплоской деформации (продольного сдвига) является 
крайне важной. В дальнейшем речь пойдет именно об этой 
задаче.  

Рассмотрим прямое призматическое тело с квадратным 
сечением с длиной стороны 2a, представленное на рис. 2. В 
центре тела имеется прямолинейный разрез длиной 2l, 
параллельный верхней и нижней граням. К этим граням 
прикладывается сдвиговое напряжение τ, параллельно 
поверхности разреза. Остальные две грани и поверхность 
разреза свободны от напряжений. Данный вид трещины носит 
название трещина продольного сдвига. Связь между 
напряжениями и деформациями определяется соотношением 
(7).  
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Рис. 2. Трещина продольного сдвига 

Решение задачи.  Соотношения (7) были переписаны 
в безразмерном виде. В качестве размерных переменных 
были выбраны параметры A, a (параметр материала в 
соотношении (2) и половина длины стороны квадрата). 
Решение задачи производилось с использованием 
программно-конечно-элементного комплекса Abaqus с 
написанием пользовательской модели материала Umat на 
языке программирования Fortran 77. При численных расчетах 
были приняты следующие значения для безразмерных 
параметров: B/A=5/3; l/a=0,2; τ/A=0,001, С/A=0,6.  

На рис. 3 – рис. 6 представлены значения для 
напряжений и деформаций на расстоянии 0,01a от вершины 
трещины, в зависимости от угла Θ, который меняется от -180º 
на нижнем берегу трещины до 180º на верхнем берегу 
трещины. На рис. 7 изображена y-компонента перемещений 
берегов трещины при x ≥ 0. 
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Рис. 3. Значение компонент напряжений σrz и σΘz в 
зависимости от угла возле вершины трещины при С= 0,6 и 0 

Рис. 4. Значение компонент напряжений σrr, σrΘ и σΘΘ в 
зависимости от угла возле вершины трещины при С= 0,6 
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Рис. 5. Значение компонент деформаций εrz и εΘz в 
зависимости от угла возле вершины трещины при С= 0,6 и 0 

Рис. 6. Значение компонент деформаций εrr, εΘΘ и εrΘ в 
зависимости от угла возле вершины трещины при С= 0,6 

79



Рис. 7. Перемещения поверхностей трещин в направлении y 

Выводы. В качестве основных выводов, полученных в 
ходе решения задачи, можно выделить следующие: 

• касательные z-компоненты напряжений и деформаций
с учетом зависимости от вида напряженного состояния
практически не отличаются от соответствующих
компонент, полученных при использовании
классических уравнении теории упругости;

• в отличие от решения задачи классической теории
упругости помимо касательных z-компонент
ненулевым являются так же компоненты, лежащие в
плоскости, перпендикулярной оси z;

• происходит раскрытие трещины, чего не происходит
при использовании классических уравнений теории
упругости;

• решение не является симметричным
(антисимметричным) относительности плоскости
разреза.
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ОЦЕНКА ЭФФЕКТИВНОСТИ CSR-ПОДОБНЫХ 
ФОРМАТОВ ХРАНЕНИЯ МАТРИЦ ПРИ РЕШЕ-

НИИ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ

Р.М. Куприй

Аннотация.  Умножение разреженной матрицы на 
вектор является важнейшим этапом работы многих чис-
ленных алгоритмов в широком спектре научных и инже-
нерных  приложений.  Однако,  его  производительность 
намного  ниже  пиковых  значений  производительности 
существующих  вычислительных  систем.  Для  повыше-
ния  производительности  этой  операции  используются 
специальные  методы хранения разреженных матриц. В 
настоящей работе представлена  модификация  базового 
формата Compressed Sparse Row хранения разреженных 
матриц – Successive Row Incremental Compressed Sparse 
Row.  Эта  модификация  направлена  на  уменьшение 
потребления памяти для хранения номеров столбцов не-
нулевых  элементов  матрицы.  Разработаны  критерий 
применимости  исследуемого  формата  и  теоретические 
оценки его эффективности. Форматы реализованы в биб-
лиотеке  численных  методов  XAMG и протестированы 
на наборе тестовых задач.  Показано,  что для операции 
умножения  матрицы  на  вектор  достигается  ускорение 
порядка 1.28 и 1.16 раза при вычислениях с плавающей 
точкой одинарной и двойной точности.  Непосредствен-
но  при  решении  систем  линейных  алгебраических 
уравнений  использование  предложенной  модификации 
приводит к уменьшению времени вычисления примерно 
на 15% и 10% при использовании одинарной и двойной 
точности соответственно.

Введение.  Численное  моделирование  физических 
процессов  часто требует решения разреженных систем 
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Решение
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этих СЛАУ может занимать значительную часть общего 
времени расчета.

Основным вычислительным блоком итерационных 
методов решения СЛАУ, в том числе известных методов 
подпространства Крылова [1], является умножение раз-
реженной матрицы на плотный вектор (SpMV):  b=Ax . 
Здесь, A ∈ℝnxn представляет собой разреженную матри-
цу состоящую из  n строк и столбцов, и  nnz  ненулевых 
элементов  ( nnz≪n⋅n ),  а x,b ∈ℝn  –  плотные вектора. 
Разреженные матрицы  характеризуются  значительным 
преобладанием  числа  нулевых  элементов  над  ненуле-
выми. Значения ненулевых элементов обычно хранятся в 
отдельном массиве вместе с некоторой дополнительной 
информацией об их местоположении в матрице. Такой 
способ организации называется форматом хранения раз-
реженной матрицы.

В  отличие  от  операций  с  плотными  матрицами, 
операции  с  разреженными  матрицами  демонстрируют 
существенно меньшую вычислительную интенсивность. 
Она  выражается  в  виде  соотношения  FLOP-per-Byte: 
число  выполненных  операций  с  плавающей точкой на 
один байт загруженных данных. Операция SpMV харак-
теризуется очень низким соотношением FLOP-per-Byte, 
которое обычно находится в диапазоне от 0.1 до 0.25, а 
также нерегулярным доступом к элементам матрицы и/
или  вектору  сомножителю.  Таким  образом,  операция 
SpMV требует многократного доступа к памяти для каж-
дой арифметической инструкции, из-за чего производи-
тельность  этой  операции  ограничивается  пропускной 
способностью шины  памяти  вычислительной  системы. 
Эти факторы приводят к тому, что реальная производи-
тельность SpMV не достигает даже нескольких процен-
тов от пиковой производительности [2].

Существуют различные подходы для повышения 
производительности операции SpMV. К ним относятся,
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например,  разработка  специализированных  форматов 
хранения  разреженных  матриц  [3]  или  вычисления  с 
пониженной точностью [4].

Специализированные форматы хранения использу-
ются для эффективного хранения разреженной матрицы 
в памяти. Эти форматы различаются подходом к хране-
нию информации о расположении ненулевых элементов 
матрицы, а также сложностью преобразования данных и 
эффективностью  основных  операций  с  данными,  упа-
кованными в этом формате.

Одним из наиболее широко используемых и про-
стых форматов хранения разреженных матриц является 
формат Compressed Sparse Row (CSR) [1]. Этот формат 
используется в известных библиотеках численных мето-
дов, такими как hypre или PETSc. Другой популярный 
формат — ELLPACK (ELL) [5], который также прост в 
реализации  и  больше  подходит  при  использовании 
графических ускорителей.

Эти форматы просты в реализации, но зачастую да-
леко не оптимальны. Поэтому было разработано боль-
шое количество различных модификаций для повыше-
ния эффективности операций с разреженными матрица-
ми.  В  настоящей  работе  предлагается  модификация 
формата CSR для хранения разреженных матриц. Пред-
ложенная модификация сохраняет простоту представле-
ния данных базового формата и реализацию основных 
матрично-векторных  операций,  но  предлагает  более 
оптимальный  способ  представления  номеров  столбцов 
ненулевых элементов для ряда матриц.

1. Форматы хранения.
1.1. Формат CSR. Формат CSR использует три

массива: Val, Col и Row для представления разреженной 
матрицы.  Массив  Val построчно  хранит  значения  всех 
ненулевых  элементов  матрицы,  а  массив  Col хранит 
номера  столбцов  соответствующих  элементов.  Размер 
этих  массивов  равен  количеству  ненулевых элементов
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матрицы nnz. Массив Row размером n+1 содержит сме-
щения   первых  элементов  в  каждой  строке  от  начала 
матрицы,  а  также  общее  число  ненулевых  элементов 
матрицы.  Размер  целочисленных  типов  данных  в 
массивах  Col  и  Row,  подходящих для хранения требу-
емых данных определяется размером матрицы и числом 
ненулевых элементов соответственно.

1.2. Формат SRICSR. Этот формат направлен на 
снижение объема памяти для хранения массива Col. Это 
достигается путем замены исходного массива Col двумя 
массивами: Col_0 и Col_i. Размеры этих массивов равны 
n  и  nnz-n  соответственно.  В  массиве  Col_0  хранятся 
номера столбцов первых ненулевых элементов в каждой 
строке,  а  в  массиве  Col_i  хранятся  смещения  номеров 
столбцов каждого последующего элемента в строке от 
предыдущего. Разрядность типа данных, используемого 
для массива Col_0 определяется размером матрицы, как 
и  для исходного массива  Col.  Разрядность  же массива 
Col_i  может быть ниже, чем у массива Col, она опреде-
ляется  максимальным  расстоянием δ между  соседними 
ненулевыми  элементами  в  строке.  Во  многих  случаях 
это смещение значительно меньше размера матрицы, что 
позволяет уменьшить разрядность используемого цело-
численного типа данных и, таким образом, уменьшить 
потребление памяти для хранения всей матрицы. В худ-
шем случае,  когда  массивы  Col_0  и  Col_i  используют 
тот же тип данных, что и исходный массив Col формата 
CSR,  новый формат потребляет  тот  же объем памяти, 
что  и  основной формат.  Критерий применимости  этой 
модификации формата хранения данных можно сформу-
лировать на основе оценки максимального смещения δ . 
Формат SRICSR обладает всеми преимуществами про-
стоты  реализации,  высокой скоростью конвертации  из 
стандартного формата CSR и совместимостью с базовым 
форматом:  достаточно  загрузить  и  использовать  либо
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новые массивы Col_0, Col_i или исходный массив Col по 
выбору.

На основе  трафика  используемых данных можно 
получить  теоретические  оценки  производительности 
операции  SpMV на  основе  объема  используемых  данных:

∑ CSR =F⋅( 2 nnz+n ) +P ( nnz )⋅(  n+1 ) +P ( n )⋅nnz
∑ SRICSR=F⋅( 2 nnz+n )  +P ( nnz )⋅( n+ 1 )  +P ( n )⋅n+P ( δ )⋅( nnz
−n ) . Здесь F – разрядность типа данных чисел с плавающей 
точкой, а P(x) – минимальная возможная разрядность 
целочисленного типа данных для хранения элемента x.

2. Результаты тестирования. Результаты, пред-
ставленные  в  этой  статье,  были  получены  на  рабочей 
станции с 8-ядерным процессором Intel Core i7-11700 и 
двухканальной оперативной памятью DDR4 2933 МГц.

Проведена  серия  численных  экспериментов  для 
оценки достигаемого ускорения с использованием тесто-
вых  матриц  из  коллекции  разреженных  матриц 
SuiteSparse  Matrix  Collection  [6].  Эксперименты  вклю-
чают в  себя как умножение матрицы на вектор,  так  и 
решение систем линейных систем. Более полное описание 
использованных для тестирования матриц, как и об-
суждение  проблемы отклонения  рекуррентных невязок 
при решении систем уравнений можно найти в  опубли-
кованной ранее статье [7].

2.1. SpMV.  Тестирование умножения матрицы на 
вектор выполнялось для форматов хранения матриц CSR и 
SRICSR как с одинарной точностью (4 байта,  Fp32), так и 
с двойной точностью (8 байт,  Fp64) чисел с плавающей 
точкой. Результаты тестирования частично при-ведены на 
рисунке 1.  Графики показывают отношение времени 
выполнения операции SpMV в формате CSR и в формате 
SRICSR, и демонстрируют полученное ускоре-ние 
вычислений. Кроме того, также показано выполнение 
сформулированного  критерия  применимости.  Для
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матриц,  удовлетворяющих  критерию  применимости 
наблюдается ускорение в 1.28 и 1.16 раза при выполне-
нии вычислений в одинарной и двойной точности соот-
ветственно,  что  хорошо  согласуется  с  теоретическими 
оценками.

Рис. 1. Отношение времени выполнения SpMV  при ис-
пользовании формата CSR к формату SRICSR в оди-

нарной и двойной точности

2.2.  BiCGStab  с  Multigrid.  Второй  эксперимент 
проведен  для  оценки  эффекта  применения  различных 
форматов хранения матриц при решении СЛАУ. Итера-
ционные методы подпространств Крылова представляют 
собой  комбинацию  матрично-векторных  умножений  и 
векторных операций,  при этом объем вычислений рас-
пределяется  между  ними  практически  поровну.  Такое 
распределение  указывает на то, что ожидаемое ускоре-
ние вычислений может быть ниже, чем при выполнении 
одной операции SpMV. С другой стороны, построенная 
иерархия матриц при использовании многосеточного ме-
тода  содержит  несколько  десятков  матриц,  которые 
можно хранить  в  модифицированном  формате  незави-
симо от исходной матрицы, что также усложняет базо-
вые оценки прироста производительности.

Полученные результаты  экспериментов частично 
представленны на рисунке 2.  На  графике  показано 
отношение  времени  выполнения  расчетов  в  формате
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CSR  ко  времени  расчетов  в  формате  SRICSR. 
Использование модифицированного формата позволяет 
ускорить  расчеты  в  1.09  и  1.16  раза  для  вычислений 
двойной  и  одинарной  точности  соответственно.  Для 
систем  линейных  уравнений,  чьи  соответствующие 
матрицы  не  удовлетворяют  критерию  применимости 
модифицированного  формата,  также  может  быть 
получено  некоторое  ускорение  вычислений  за  счёт 
конвертации матриц нижнего уровня.

Рис. 2. Отоношение времени решения СЛАУ при 
использовании формата CSR к формату SRICSR в оди-

нарной и двойной точности

3. Заключение.  В работе представлена модифика-
ция  формата  хранения  матрицы  Successive  Row 
Incremental CSR, которая обеспечивает более эффектив-
ный подход к хранению номеров столбцов с ненулевыми 
элементами  матрицы.  Вместо  хранения  номеров 
столбцов формат Successive RICSR сохраняет последо-
вательные  приращения  номеров  столбцов  ненулевых 
элементов в строке.

Форматы хранения матрицы SRICSR реализованы 
в библиотеке XAMG. Была проведена детальная оценка 
производительности при использовании  нового форма-
та как для SpMV, так и для решения систем уравнений с
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использованием  подмножества  матриц  SuiteSparse 
Matrix  Collection.  Полученные  результаты  расчета  де-
монстрируют ускорение в 1.28 и 1.16 раза для чисел с 
плавающей точкой одинарной и двойной точности соот-
ветственно при выполнении операции SpMV. Наблюда-
емое  ускорение  вычислений  при  решении  СЛАУ  до-
стигает 15% и 9% при выполнении вычислений одинар-
ной и двойной точности.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ 
(проект № 18-71-10075).
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВОЛОКОН МИНЕРАЛОВАТНЫХ 
ТЕПЛОИЗОЛЯЦИОННЫХ ПЛИТ 

Д.М. Лобачева 

Аннотация. В работе исследована математическая 
модель эмиссии волокон из минераловатных плит под 
воздействием потока воздуха путем выражения 
аэродинамической силы через характеристики турбулентных 
пульсаций и закономерностей течения газа в пограничном 
слое. Выведено уравнение для плотности потока эмиссии 
волокон из минераловатных плит. Найдено выражение для 
коэффициента эмиссии волокон. Выведен критерий 
допустимой эмиссии волокон из теплоизоляционного слоя в 
навесной фасадной системе с вентилируемой прослойкой 
(НФС). Проведена серия экспериментальных работ, 
моделирующих условия эксплуатации минераловатных 
теплоизоляционных плит в НФС.  

Введение. В последние десятилетия в России в качестве 
наружной отделки многоэтажных зданий достаточно активно 
применяются навесные вентилируемые фасады. Они 
представляют собой систему из защитно-декоративных 
панелей [1]. Эти панели устанавливаются кронштейнами к 
несущей стене, в то время как на самой стене закреплен слой 
утеплителя (рис 1.). В настоящее время в качестве такого 
материала используются именно минераловатные  утеплители. 

Рис.1. Устройство навесных вентилируемых фасадов 
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Между утеплителем и облицовкой закладывается 
воздушная прослойка. Наличие подобной прослойки не 
позволяет скапливаться избытку влаги в конструкции, но 
вместе с тем именно из-за такого устройства фасада возникает 
ряд других вопросов. Если внимательно рассмотреть 
процессы, происходящие в воздушной прослойке, то можно 
заметить, что из-за движения воздуха происходит эмиссия 
волокна. Воздух движется вдоль поверхности минеральной 
ваты, соответственно на приповерхностные волокна действует 
аэродинамическая сила. Эта сила вызывает напряжение 
растяжения в сечении волокна и касательные напряжения в 
капельках связующего материала, которое скрепляет волокна 
друг с другом. С течением времени из-за этого возрастают 
усталостные явления и волокна, отрываясь, вылетают из 
прослойки.  

Математическая модель. Чтобы разобраться в 
процессе выноса волокна из материала, была разработана 
следующая математическая модель [2]. 

Она основывается на предположении, что плотность 
потока эмиссии прямо пропорциональна изменению массы 
материала и обратно пропорциональна площади обдуваемой 
поверхности. Эта зависимость отображена в следующем 
равенстве: 

𝑗𝑗 =  − 1
𝐴𝐴
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐾𝐾 𝜌𝜌𝑚𝑚𝐼𝐼𝐹𝐹𝐴𝐴
𝐹𝐹𝑓𝑓

                                                      (1) 

где j – плотность потока эмиссии (кг/м2с), A – площадь 
образца, обдуваемая потоком воздуха (м2), m – масса 
исследуемого образца (кг), t – время (с), 𝜌𝜌𝑑𝑑 – плотность 
исследуемого материала (кг/м3), FA – средняя сила 
аэродинамического воздействия воздуха на приповерхностные 
волокна (Н), Ff – средняя сила сцепления волокон в материале 
(Н), K – безразмерный параметр подобия, I – интенсивность 
турбулентных пульсаций (м/с), k – энергия турбулентных 
пульсаций (Дж/м3),   𝜌𝜌 – плотность воздуха (кг/м3).  
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Однако процесс эмиссии можно рассмотреть и 
следующим образом. Силу, действующую со стороны потока, 
удобно представить в виде суммы средней и пульсационной 
составляющей. Так как поток взаимодействует одновременно 
со всеми волокнами в приповерхностном слое, можем 
предположить, что скорость эмиссии пропорциональна 
средней составляющей аэродинамической силы FA. 

Пульсационная составляющая связана с 
турбулентными процессами, которые возникают при 
обдувании шероховатой поверхности. Эта составляющая 
достаточно хаотична, ее частота меняется в широком 
диапазоне спектра, что может вызывать резонансные явления 
в волокнах, что в свою очередь уменьшает коэффициент 
трения. 

Главной характеристикой пульсаций, согласно теории 
пограничного слоя Шлихтинга [3], является интенсивность, 
выражение для которой представлено в следующем виде.  

          I = �2
3
𝑘𝑘
𝜌𝜌

(2) 

где k – энергия турбулентных пульсаций (Дж/м3),   𝜌𝜌 – 
плотность воздуха (кг/м3). 

Соответственно, разумно предположить, что скорость 
эмиссии пропорциональна этой составляющей. 

Рассмотрим теперь более детально среднюю 
составляющую аэродинамического воздействия. Она может 
быть выражена следующей формулой: 

𝐹𝐹𝐴𝐴 = 0.5 𝜌𝜌 𝑢𝑢02𝛿𝛿𝛿𝛿𝐶𝐶𝑥𝑥                                                           (3) 
где 𝑢𝑢0 = 𝑢𝑢(ℎ0) – скорость потока воздуха в 

пограничном слое (м/с), ℎ0 – толщина активного слоя (м), 𝛿𝛿 – 
характерная толщина образца (м), 𝛿𝛿 – характерная длина 
образца (м), 𝐶𝐶𝑥𝑥 – безразмерный коэффициент 
аэродинамического сопротивления.  

При характерной толщине волокон до 0,01 мм и 
скорости потока до 30 м/с, в нормальных условиях число 
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Рейнольдса меняется в диапазоне 0,1 ≤ Re ≤ 20 [4]. По этим 
значениям, согласно экспериментальным данным, описанным 
Шлихтингом, которые были получены при проведении 
эксперимента по обтеканию цилиндра, коэффициент 
аэродинамического сопротивления можно аппроксимировать 
как 𝐶𝐶𝑥𝑥 = 12,8 𝑅𝑅𝑒𝑒−0,65 (рис. 2). 

Рис.2. Зависимость коэффициента сопротивления 
цилиндрического волокна от числа Рейнольдса. 

Пользуясь теорией пограничного слоя и 
вышеперечисленными формулами, подставляя их в 
первоначальное уравнение для плотности потока эмиссии (1), 
получаем окончательное уравнение эмиссии волокон, которое 
отражает зависимость эмиссии от скорости потока воздуха, 
возведенной в степень 2,35, и плотности материала. 

𝑗𝑗 =  − 1
𝐴𝐴
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

=  𝜒𝜒𝜌𝜌𝑑𝑑 �
𝑈𝑈
𝑈𝑈1
�
2,35

 (4) 
Аналогично, приравнивая имеющиеся формулы для 

плотности потока эмиссии, получим выражение для 
коэффициента эмиссии. 

𝜒𝜒 = 𝐾𝐾𝑈𝑈1
6,4𝜅𝜅𝜌𝜌𝜅𝜅𝜅𝜅
𝐹𝐹𝑓𝑓𝑛𝑛

� 𝜇𝜇
𝜌𝜌𝜅𝜅
�
2

(𝑅𝑅𝑒𝑒1)2,35 �ℎ0
ℎ
�
2,35
𝑛𝑛 (5)
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где n=3-7 -  характеристика наполненности профиля 
турбулентного пограничного слоя, 𝜅𝜅 – безразмерная 
постоянная Кармана, U – скорость потока воздуха вне 
пограничного слоя (м/с), U1 – характерная скорость, равная 1 
м/с.  

Значение коэффициента зависит от множества 
факторов, таких как физические свойства материала, размеры 
волокон, коэффициент трения и т.д. Главной особенностью 
этой характеристики является то, что ее можно определить 
чисто экспериментально. 

Эксперимент. Перед проведением эксперимента 
образцы увлажняются до 10%-го значения влажности по 
массе, заворачиваются в искусственную пленку и 
«состариваются» с помощью многократных циклов 
замораживания и оттаивания в климатической камере. После 
этого образцы неделю находятся в комнатных условиях, пока 
не примут сорбционное значение влажности.  

Для самого эксперимента по эмиссии волокон в НИИ 
механики МГУ была изготовлена специальная 
экспериментальная установка в виде короба, в которой лежат 
образцы (рис.3). 

В торцевой грани короба выполнена щель, через 
которую происходит вытяжка воздуха, а в противоположном 
конце – воздухозаборная щель. При включении вентилятора 
воздух поступает в пространство ящика, а после выносится 
вентилятором в окружающую среду. 

После начала эксперимента образцы взвешивались раз 
в неделю, после чего вычисляло абсолютное изменение массы. 
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Рис.3. Экспериментальная установка 
Результаты. Построенные на основе 

экспериментальных данных зависимости изменения массы от 
времени аппроксимируются прямой, что позволяет получить 
значение плотности потока эмиссии. Ниже приведен график 
для образца марки DiROCK ЛАЙТ (рис.4). 

Рис.4. График зависимости изменения массы от 
времени для DiROCK ЛАЙТ. 
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Таким образом, коэффициент эмиссии в том числе 
можно вычислить, исходя только из экспериментальных 
данных. Теперь, зная это значение, можно получить изменение 
массы материала через заданный промежуток времени, к 
примеру, по следующей формуле можно сделать прогноз на 50 
лет эксплуатации.  

(∆𝑀𝑀)𝑑𝑑=50 = (50 ∙ 365 ∙ 24 ∙ 3600)𝜒𝜒𝜌𝜌𝑑𝑑 �𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑈𝑈1

�
2,35

   (6) 
Исходя из суммарной эмиссии, можно оценить, как 

поменяются теплоизоляционные свойства материала, 
рассчитав по следующей формуле изменение сопротивления 
теплопередаче к концу срока эксплуатации: 

∆𝑅𝑅0 = ∆𝜅𝜅
𝜆𝜆

= (Δ𝑀𝑀)|𝑡𝑡=Δ𝑇𝑇
𝜌𝜌𝑚𝑚𝜆𝜆

     (7) 
Однако в данной формуле не учтена теплотехническая 

однородность конструкции. Чтобы рассчитать изменение 
коэффициента теплопередачи, воспользуемся формулой для 
расчета приведенного сопротивления. Получим формулу для 
расчета коэффициента теплопередачи.  

∆𝐾𝐾 = −�
1
𝑅𝑅0,1
𝑛𝑛𝑛𝑛 −

1
𝑅𝑅0,2
𝑛𝑛𝑛𝑛� ≈

1
𝑅𝑅0,1 − ∆𝑅𝑅

−
1
𝑅𝑅0,1

= 

=  ∆𝑅𝑅
�𝑅𝑅0,1−∆𝑅𝑅�𝑅𝑅0,1

≈ ∆𝑅𝑅

�𝑅𝑅0,1�
2        (8) 

Допустимость прогнозируемой эмиссии определяется 
на основании допустимого снижения сопротивления 
теплопередаче. В качестве критерия возьмем допустимое 
повышение коэффициента теплопередачи на 5%. Тогда 
критерий допустимого повышения коэффициента 
теплопередачи имеет вид: 

∆𝐾𝐾
𝐾𝐾
≤ 0,05      (9) 

Заключение. Таким образом, в работе была 
исследована математическая модель эмиссии волокон, 
выведено уравнение плотности потока эмиссии, найдено 
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выражение для коэффициента эмиссии волокон и выведен 
критерий, по которому рассчитывается допустимая эмиссия 
волокон из материала. 
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ЭВОЛЮЦИОННЫЙ АЛГОРИТМ В ЗАДАЧЕ 
НАСТРОЙКИ ПАРАМЕТРОВ КОНФИГУРАЦИИ 

МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ АЛ-
ГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

А.А. Петрушов 

Аннотация. В задачах математического моделирова-
ния часто возникает потребность решения систем линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ). Существует множество 
численных методов решения СЛАУ со своими ограничени-
ями применимости и рядом настроечных параметров. Ха-
рактер и степень влияния конкретного параметра зависит от 
матрицы системы, а выбор его наиболее подходящих зна-
чений может обеспечить ощутимое ускорение решения 
СЛАУ. 

    При моделировании несжимаемых турбулентных 
течений возникает необходимость многократного (~104–106 
раз) решения эллиптической СЛАУ для давления с посто-
янной матрицей и меняющимися правыми частями. Данный 
этап занимает доминирующую долю времени моделирова-
ния. В некоторых случаях решение системы может осу-
ществляться несколько раз в рамках одного шага по време-
ни. Настройка оптимальных значений параметров методов 
на начальном этапе расчёта может иметь существенный 
потенциал для общего ускорения таких расчётов. 

    В настоящей работе представлены результаты те-
стирования гибридного алгоритма для автоматизированно-
го подбора оптимальных параметров конфигурации мето-
дов решения СЛАУ [1, 2]. Алгоритм представляет собой 
эволюционную стратегию с применением модели полно-
связной нейронной сети (НС). Проведено тестирование 
алгоритма для трех постановок задач моделирования тур-
булентных течений, а также для ряда обособленных СЛАУ. 

Введение. Несмотря на разнообразие численных 
методов решения СЛАУ, разработанных на сегодняш-
ний день, ни один метод не обеспечивает наилучшую 
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производительность во всех случаях. Правильный выбор 
метода для конкретной задачи остается нетривиальной 
задачей и требует соответствующей квалификации спе-
циалиста. Можно выделить несколько направлений ис-
следований, связанных с автоматизированной оптимиза-
цией решения СЛАУ. К наиболее популярным из них 
относятся настройка деталей реализации алгоритма для 
конкретной вычислительной платформы [3, 4], прогно-
зирование наиболее подходящего численного метода 
для конкретной СЛАУ [5, 6], и оптимизация конфигура-
ции решателя для последовательности СЛАУ (например, 
для моделирования переходных процессов) [7, 8]. Дан-
ная работа посвящена более тонкой настройке числен-
ных методов, а именно процедуре автоматизированного 
поиска оптимальной комбинации значений настроечных 
параметров. 

Описание алгоритма. Предложенный алгоритм 
является модификацией эволюционной стратегии — 
метода оптимизации, основанного на принципах эволю-
ции, мутации и отбора. На первой итерации алгоритм 
генерирует наборы параметров со случайными значени-
ями из заданных диапазонов. На каждой новой итерации 
отбирается наиболее эффективный набор (с которым 
решение СЛАУ заняло наименьшее время) из предыду-
щей итерации алгоритма, и на основе него составляются 
новые наборы параметров. При этом часть параметров 
может меняться относительно их текущих значений (му-
тации). Также на новой итерации создаются случайные 
наборы, которые проходят предварительную фильтра-
цию с помощью модели нейронной сети. Модель 
нейронной сети обучается на статистике решений мо-
дельной СЛАУ малого размера. Схема работы алгорит-
ма представлена на рисунке 1. 
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Рисунок 1. Схема работы алгоритма оптимизации 

В случае применения алгоритма для ускорения 
гидродинамических расчетов предполагается следую-
щий сценарий. Проводится стадия оптимизации пара-
метров для одной правой части СЛАУ (например, соот-
ветствующей начальному моменту времени) и последу-
ющий расчет течения с найденной фиксированной ком-
бинацией параметров. При этом значения параметров 
численных методов не меняются в процессе моделиро-
вания, что обеспечивает воспроизводимость результатов 
расчета. 

Результаты тестирования. Гибридный алгоритм 
оптимизации параметров решения СЛАУ протестирован 
в задаче ускорения моделирования несжимаемых турбу-
лентных течений. Тестирование проведено для несколь-
ких расчетных конфигураций: 

1) плоский канал, сетка 3.58М ячеек, Reτ = 180
2) плоский канал с препятствием на стенке, сетка

2.32М ячеек, Reb = 3854
3) прямая труба квадратного сечения, сетка 3.44М

ячеек, Reτ = 150
Комбинация численных методов включает: реша-

тель BiCGStab, предобуславливатель Classical Algebraic 
MultiGrid, итерационный метод Чебышева в качестве 
сглаживателя. Для данной конфигурации рассмотрено 
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13 настроечных параметров. В таблице 1 приведены 
результаты работы алгоритма для каждой конфигурации 
задачи. Приведено значение исходного времени модели-
рования (значения параметров по умолчанию), время с 
оптимальной комбинацией их значений, и соответству-
ющее ускорение расчета. При этом в итоговое время 
включены временные затраты на процесс оптимизации. 

 

 
Таблица 1. Результаты применения алгоритма 

оптимизации в процессе моделирования 
турбулентного течения 

 
 Эффективность работы алгоритма также проте-

стирована для 13 систем из набора Suite Sparse Matrix 
Collection (SSMC) и представлена на рисунке 2. Резуль-
таты приведены для набора из 21 параметра конфигура-
ции численных методов и для нескольких предобучен-
ных моделей НС. Среднее ускорение решения СЛАУ 
составило 2.3. Для 6 систем значительное повышение 
эффективности работы алгоритма достигнуто за счет 
использования нейронной сети, предварительно обучен-
ной на модельной задаче. 
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Рисунок 2. Результаты ускорения решения 13-ти 
СЛАУ из набора SSMC 

По результатам тестирования показано, что пред-
варительно обученные модели НС могут быть успешно 
применены для оптимизации различных целевых СЛАУ 
на разных вычислительных платформах. Показано, что 
увеличение количества настраеваемых параметров не 
всегда приводит к более оптимальному результату: рост 
числа всевозможных комбинаций параметров замедляет 
поиск их подходящего сочетания. 

Заключение. В работе представлены результаты 
тестирования алгоритма оптимизации параметров кон-
фигурации методов решения СЛАУ. Подход применен 
для ускорения моделирования несжимаемых турбулент-
ных течений в различных постановках задач. Время мо-
делирования при этом удалось сократить вплоть до 45% 
с учетом затрат на сам процесс оптимизации. Для 13 
систем из набора SSMC среднее ускорение составило 2.3. 
Проведенные тесты демонстрируют потенциал предло-
женного алгоритма, позволяющего значительно умень-
шить время решения целевой СЛАУ, выполнив при этом 
в процессе оптимизации порядка 100 тестовых решений. 
Показана возможность эффективного переиспользова-
ния предобученной модели нейронной сети. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОСТЕЙШИХ ВИРТУАЛЬНЫХ 
ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ УСТРОЙСТВ ДЛЯ ХОДЬБЫ С 

НАГРУЗКОЙ 

А.С. Резанова 

Аннотация. Носимые роботизированные устройства – 
экзоскелеты – могут помочь восстановлению подвижности 
людей при потере мобильности, а также снизить риск травм 
при ходьбе с нагрузкой.  

В данной работе использовалось скелетно-мышечное 
моделирование для расчёта влияния вспомогательных 
устройств на мышечную активность нижних конечностей и 
затраты при ходьбе с тяжёлыми нагрузками, а также 
произведено сравнение с результатами для усложненной 
модели коленного сустава.   

Введение. Общие вопросы моделирования походки 
антропоморфных шагающих роботов, управление движением 
их звеньев в одноопорной и двухопорной фазах 
рассматривались в [1]. В качестве механической модели 
шагающего человека мог служить плоский пятизвенный 
антропоморфный механизм [2] как с шарнирами без трения, 
так и с дополнительными пассивными диссипативными 
элементами, которые могли привести к значительному 
улучшению стабильности [3]; были разработаны алгоритмы 
управления квазистатической ходьбой одиннадцатизвенного 
экзоскелета [4]; проведён анализ запирания-освобождения 
колена в экзоскелете в случае походок ударного и безударного 
типов [5]. 

В данной работе использовалось скелетно-мышечное 
моделирование, изучалось влияние на затраты  и активность 
мышц при ходьбе с тяжёлыми нагрузками идеальных 
устройств – актуаторов – без массы, каждое из которых 
обеспечивало неограниченный крутящий момент с одной 
степенью свободы в одном направлении, что дало 
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возможность сравнения их влияния независимо друг от друга. 
Рассматривалось пять актуаторов – три бедренных (отведение, 
сгибание, вращение бедра), коленный и на сгибание 
голеностопного сустава. Также для сравнения в модель был 
добавлен связочный аппарат коленного сустава.  

Моделирование. Выполнено с помощью открытой 
платформы OpenSim 4.3, в которой содержится трёхмерная 
модель скелетно-мышечной системы, основанная на 21 трупе 
и 24 молодых здоровых людях [8], содержащая 39 степеней 
свободы, 8 из которых в данной постановке заблокированы как 
несущественные (двусторонний выворот голеностопного 
сустава, сгибание пальцев ног, отклонение и сгибание 
запястья). Также используется модель мышц Милларда [6] и 
модель метаболических затрат [7]. 

Из открытого доступа взяты экспериментальные 
данные траекторий 41 маркера захвата движения (motion 
capture) одного цикла ходьбы: без нагрузки со свободно 
выбранной скоростью и при переносе в рюкзаке и с тяжёлым 
жилетом 38 кг с той же скоростью. В эксперименте были 
собраны силы и моменты реакции грунта с частотой 2000 Гц. 
Для изучения вспомогательных устройств использовалось 
только нагруженное состояние. 

Исполнительные механизмы — приводы, т.е. мышцы и 
вспомогательные актуаторы — функции одного или 
нескольких элементов управления. Это крутящие моменты, 
приложенные между двумя телами вдоль общей оси, силы, 
приложенные между двумя точками, определенными на двух 
отдельных телах, или их комбинация, а также внешний 
управляющий сигнал — активация, которым может быть 
напряжение на моментном двигателе или само напряжение 
между двумя точками. Ключевым свойством является расчет и 
приложение сил и моментов к связанным телам на основе их 
контрольного значения и общего состояния модели:  

𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑡𝑡)𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑡𝑡)𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜,    (1) 

105



где 𝑖𝑖 — номер мыщцы/привода, 𝑎𝑎𝑖𝑖(𝑡𝑡) — функция активации 
(контрольное значение), 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑡𝑡)𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 — оптимальная 
(максимальная) сила привода. Для мышц 𝑎𝑎𝑖𝑖 ∊ [0.01, 1], значение 
𝑎𝑎𝑖𝑖 = 1  соответствует полной активации мышцы. 
 Для масштабирования базовой в OpenSim виртуальной 
модели скелетно-мышечной системы под конкретного 
пациента сравнивались данные экспериментальных маркеров 
с заложенными модельными маркерами с помощью 
инструмента Scaling. 

С учётом исходных данных и отмасштабированной 
модели были сгенерированы траектории углов суставов, 
инструментом Inverse Kinematics (IK), который проходил 
через каждый временной интервал экспериментальных 
данных и располагал модель в позе, которая для этого 
временного шага минимизирует сумму взвешенных квадратов 
ошибок маркеров и координат.    

min
𝒒𝒒

[ � 𝑤𝑤𝑖𝑖�𝒙𝒙𝑖𝑖
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑜𝑜 − 𝒙𝒙𝑖𝑖(𝒒𝒒)�2

𝑖𝑖∊марк.

 

+ ∑ 𝜔𝜔𝑗𝑗�𝑞𝑞𝑗𝑗
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑜𝑜 − 𝑞𝑞𝑗𝑗�𝑗𝑗∊незад.  коорд. ]   (2) 

q — вектор решаемых IK обобщённых координат, для которых 
𝒙𝒙𝑖𝑖
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑜𝑜 — экспериментальное положение маркера i, 
𝒙𝒙𝑖𝑖(𝒒𝒒) — позиция соответствующего маркера модели; 
𝑤𝑤𝑖𝑖, 𝜔𝜔𝑗𝑗 — веса маркеров и координат, фиксированны. 
Заданная (фиксированная) координата 𝑞𝑞𝑖𝑖 — это обобщенная 
координата, ей присвоено точное значение траектории. 
Незаданная координата 𝑞𝑞𝑗𝑗 — координата, чьё значение 
вычисляется с помощью IK. Ошибка координаты — разница 
между значением координаты, вычисленным с помощью IK и 
экспериментальным значением. Ошибка маркера — это 
расстояние между экспериментальным маркером и 
соответствующим маркером на модели, при 
позиционировании с использованием обобщенных координат, 
вычисленных решателем IK. С ошибками связаны веса, 
указывающие, насколько сильно они должны быть сведены к 
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минимуму. Большие веса присвоены маркерам, находящимся  
наиболее близко к костям как к более надёжным, в то время 
как меньшие веса заданы маркерам, расположенным за 
мягкими тканями, например, на бедрах и голенях, чьи 
колебания во время ходьбы вносят ошибку. 
 Расчёт мышечных сил. Использовался алгоритм 
Computed Muscle Control в OpenSim, для нахождения 
профилей сил устройства, которые минимизировали сумму 
квадратов мышечных активаций, одновременно отслеживая 
измеренную кинематику ходьбы с нагрузкой без посторонней 
помощи. Затем изучалась экономия, обеспечиваемая каждым 
актуатором, соответствующие профили сил и результирующие 
изменения в мышечной активности. 

С помощью алгоритма Computed Muscle Control [9] 
вычислены уровни мышечного возбуждения, которые 
изменяют обобщенные координаты (например, углы суставов) 
динамической модели скелетно-мышечной системы к 
желаемой кинематической траектории. Отслеживались только 
анатомические углы суставов, поскольку движение таза 
определялось реакциями стопы и пола.  

Сначала вычислялись желаемые ускорения �̈�𝒒∗, которые, 
по достижении, приводили координаты модели 𝒒𝒒 к 
экспериментальной кинематике 𝒒𝒒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑜𝑜 и �̇�𝒒 

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑜𝑜 по закону:  

�
�̈�𝒒 
∗(𝑡𝑡 + 𝑇𝑇) = �̈�𝒒  

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑜𝑜(𝑡𝑡 + 𝑇𝑇) + 𝑘𝑘𝑣𝑣[�̇�𝒒 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑜𝑜(𝑡𝑡) − �̇�𝒒 (𝑡𝑡)] +

+ 𝑘𝑘𝑜𝑜[𝒒𝒒 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑜𝑜(𝑡𝑡) − 𝒒𝒒 (𝑡𝑡)],

𝑘𝑘𝑣𝑣 = 2�𝑘𝑘𝑜𝑜,
 (3) 

где 𝑘𝑘𝑣𝑣 и 𝑘𝑘𝑜𝑜 – коэффициенты прироста ошибок скорости и 
положения, выбраны значения  𝑘𝑘𝑣𝑣 = 20 и 𝑘𝑘𝑜𝑜 = 100 из [9]. 
Поскольку прикладываемые к телу мышечные силы не 
изменялись мгновенно, желаемые ускорения вычислялись для 
шага вперёд по времени 𝑇𝑇 =  0,01 с. — интервал, с которым 
применялся алгоритм, достаточный для изменения сил. 
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 Затем вычислялись элементы управления приводами — 
активации 𝑎𝑎𝑖𝑖 следующим образом. Силы, создаваемые при 
нулевом и полном возбуждении, давали оценки 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚 и 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑚𝑚𝑎𝑎𝑒𝑒 
диапазона мышечно-сухожильных сил 𝑓𝑓𝑖𝑖 (1), которые могут 
быть достигнуты в момент 𝑡𝑡 + 𝑇𝑇, обеспечивающих желаемые 
ускорения �̈�𝒒∗(𝑡𝑡 + 𝑇𝑇). Затем использовалась оптимизация для 
вычисления вместе с набором ограничений по всем 𝑘𝑘 суставам  
набора желаемых мышечно-сухожильных сил 𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 в пределах 
допустимого диапазона, которые минимизируют целевую 
функцию 𝐽𝐽 для устранения избыточности (перегрузки) мышц 
[10] по алгоритму 

� 𝐽𝐽 =  ∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖2 →𝑖𝑖  𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚,
�̈�𝑞𝑘𝑘∗ −   �̈�𝑞𝑘𝑘 = 0   ∀ 𝑘𝑘.

   (4) 

Первая сумма реализует неформальный принцип: если мышца 
может не работать, то она и не должна. Вычисленные силы 
𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 при вводе в системные уравнения движения создают 

желаемые ускорения �̈�𝑞∗ и минимизируют функцию стоимости. 
Активации поддерживались постоянными, в то время как 
численное интегрирование полных уравнений состояния 
системы использовалось для перевода всех состояний в 𝑡𝑡 + 𝑇𝑇. 

Вспомогательные приводы добавлялись по 
отдельности: всем актуаторам приписывалась оптимальная 
сила 𝑓𝑓𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 = 1,  а исследуемому на несколько порядков больше, 
чтобы значительную часть нагрузки он взял на себя, имея 
таким образом подобранное оптимизатором небольшое 
контрольное значение 𝑎𝑎𝑖𝑖. В частности, 𝑓𝑓актуатор

𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 = 1000, потому 
что при меньших соотношениях влияние актуаторов было 
несущественным. 

Для получения более близкой к реальности модели в 
коленный сустав вручную добавлены связки, представленные 
как тонкие нити с двумя точками крепления.  

Результаты расчётов. Из графиков зависимостей сил 
мышц от времени при добавлении в систему актуаторов по 
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отдельности, нашлось три актуатора, наиболее эффективно 
уменьшающих амплитуду мышечных сил в естественной 
походке - актуатор сгибания бедра для напрягателя широкой 
фасции (TFL) и подвздошной (iliacus) мышц, вращения бедра 
для тонкой (gracilis), полумембранной (semimembranosus) и 
поясничной (psoas) мышц, и актуатор лодыжки для 
полусухожильной (semitendinosus) и икроножной (soleus) 
мышц. Выяснилось, что наиболее эффективная комбинация 
актуаторов — добавление в систему трёх наиболее 
уменьшающих амплитуды сил — на сгибание (hip adduction) и  
на вращение бедра (hip flexion) и актуатор лодыжки (ankle).  

 
Рис.1 Графики зависимостей сил мышц iliacus и TFL в 

нагруженном состоянии  без актуаторов (No actuator), при добавлении в 
систему наиболее эффективного для этих мышц актуатора (hip 
adduction) и при комбинации трёх наиболее эффективных актуаторов. 

На графиках показаны зависимости сил мышц в случае 
с нагрузкой с наиболее показательным изменением амплитуд 
за один цикл походки. Сравнение без добавления актуаторов, 
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с наиболее эффективным для данной мышцы актуатором и с 
комбинацией трёх наиболее эффективных актуаторов всех 
мышц. Заметно, что влияние этой комбинации практически не 
отличается от влияния одного наиболее эффективного 
актуатора для конкретной мышцы. 

За цикл ходьбы происходит электрическая активность 
мышц — есть периоды, в которые мышцы физиологически не 
активируются мозгом [11], что в данной модели не учтено. 
Этим эффектом можно объяснить отличие естественной 
походки от нагруженного движения при комбинации трех 
самых эффективных актуаторов (рис.2), что может влиять на 
комфортность и устойчивость движения в экзоскелете. 

Рис.2 Сравнение расчёта нагруженного состояния без 
вспомогательных элементов (“No actuator, Loaded”) и с наиболее 
эффективной комбинацией актуаторов (“Loaded, 3 actuators”), а также 
без них в ненагруженном состоянии (естественная походка, “No actuator, 
No load”) для мышц с наиболее наглядным изменением амплитуд. 

Заключение. Реализовано моделирование внедрения 
виртуальных вспомогательных устройств в суставы нижних 
конечностей. Исследовано влияние нагрузки и 
вспомогательных устройств на силу мышц нижних 
конечностей при ходьбе. Показано, что вспомогательное 
устройство для одной группы мышц может влиять на нагрузки 
другой группы мышц. Создание комбинации мощностей 
актуаторов и функции их переключения в цикле ходьбы для 
предотвращения мышечного переутомления, повышения 
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эффективности физической нагрузки и профилактики 
травматизма, имитации наиболее естественного движения 
требует дальнейшего изучения. 

Благодарность Александре Сергеевне Юровой. 
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
ВДАВЛИВАНИЯ КЛИНА В ПЛАСТИЧЕСКИЙ 

МАТЕРИАЛ 

А.Ю. Рябинина 

Аннотация. Работа посвящена исследованию задачи о 
вдавливании клина в пластическое полупространство и 
анализу изменения зёренной структуры в этом процессе. На 
машине Zwick100kN проводились эксперименты по 
вдавливанию стального клина в медные образцы с различным 
размером зерна. Осуществлен метод DIC, с помощью которого 
было построено поле деформаций на торце образца. Для 
изучения изменения микроструктуры образцов были 
выполнены шлифовка и травление. 

1. Постановка и решение задачи. В несжимаемое
жестко-пластическое полупространство с постоянной 
скоростью вдавливается абсолютно твердый клин; трение 
отсутствует. При такой постановке можно считать, что 
полупространство испытывает плоскую деформацию. 
Решение данной задачи было найдено Хиллом [1]. 

Решение построено на предположении об 
автомодельности процесса. Полагается, что новая граница 
материала (по каждую сторону клина) состоит из отрезка и 
луча. Тогда зона пластичности представляет собой два 
равнобедренных прямоугольных треугольника, соединённых 
центрированным веером (Рис.1). 

Рис.1. Зоны пластичности по Хиллу 
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Хиллом были проведены эксперименты по 
вдавливанию клина в свинец. Результаты показывают (Рис.2), 
что граница материала действительно хорошо 
аппроксимируется отрезком, однако зона пластичности, в 
целом имея форму, предсказанную теорией, немного 
распространяется под клин. 

Рис.2. Опыт Хилла со свинцом 
2. Проведение опытов. В рамках настоящей работы

было проведено 3 эксперимента по вдавливанию стального 
клина с углом раствора 60° в медь. Испытания проводились на 
установке Zwick100kN.  

Были проведены опыты по одноосному растяжению 
меди, из которых видно, что она является пластически 
упрочняемым материалом, следовательно, решение Хилла 
можно использовать лишь для сравнительного анализа. 

3. Эксперимент №1. Использовавшийся медный
образец оказался недостаточно широким, что привело к сдвигу 
материала вбок (Рис.3), а не выдавливанию вверх. 

Рис.3. Тонкая линия – образец после вдавливания, толстая – 
до 
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Тем не менее были выполнены шлифовка и травление 
образца для изучения его микроструктуры. 
Предположительно, в образце был некий дефект, после 
травления проявивший себя как полоса из тёмных черточек 
(Рис.4). Если предположить, что до вдавливания полоса была 
горизонтальной, то по её изгибу можно примерно определить 
области пластичности. Видно (Рис.4), что они не совпадают с 
теорией: зона пластичности довольно узкая и 
распространяется под кончик клина,  граница зоны подходит к 
клину под углом примерно 60° вместо теоретических 45°. 

Рис.4. Образец под микроскопом 
Помимо этого замечено, что след от острия клина не 

совпадает по форме с самим клином. На рис.5 темными 
линиями показаны продолжения сторон клина, а белой – след, 
оставленный в меди. Остриё клина и след должны находиться 
внутри острого угла, образованного линиями, однако с правой 
стороны след выходит за его пределы. Можно предположить, 
что после извлечения клина материал дополнительно 
сжимается. 
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Рис.5. След острия 
4. Эксперимент №2. Во втором эксперименте образец

был вставлен в стальную канавку, чтобы материал не 
сдвигался как в первом опыте. Видно (Рис.6), что свободная 
граница меди поменяла форму, но не так, как предполагалось 
теорией. 

Рис.6. Образец до и после нагружения 
Как и в предыдущем эксперименте зона пластичности 

распространяется под клин и по форме не соответствует 
теории. Так же след острия опять оказался больше самого 
острия (Рис.7). 
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Рис.7. Примерная зона пластичности и след острия 
5. Эксперимент №3. В третьем эксперименте образец

был достаточно широким, чтобы материал не сдвигался в 
сторону. Новая форма границы (в середине образца) похожа на 
отрезок и луч, однако отрезок оказался короче, чем 
предсказано теорией. 

Рис.8. Образец после нагружения 
С помощью метода DIC были получены деформации на 

торце образца. Видно (Рис.9), что картина не является 
автомодельной: в начале под клином существует цельная 
область, но со временем она делится на две. Такой результат 
позволяет предположить, что и внутри образца 
автомодельности не будет. Однако надо учитывать, что 
деформация на торце не является плоской, поскольку материал 
может свободно двигаться вперед (Рис.10). 
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Рис.9. 𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦 в начале и в конце нагружения 

Рис.10. Торец образца после нагружения 
Медь, из которой изготовлен данный образец, была 

мелкозернистой, из-за чего на снимке с микроскопа не удаётся 
разглядеть даже примерную границу зоны пластичности. Но 
видно (Рис.11), что пластичность распространяется под клин, 
и след от острия снова больше, чем должен быть. 

Рис.11. След острия 
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6. Выводы и планы. Пока что не получилось увидеть
соответствие поведения металла в эксперименте с теорий: зона 
пластичности имеет другую форму, ровно, как и новая граница 
материала. Также обнаружено, что след от острия клина не 
совпадает по форме с самим остриём, и сделано 
предположение об отсутствии автомодельности.  

Стоит провести эксперименты на образцах из других 
металлов, детальней изучить влияние размера зерна на процесс 
нагружения, попробовать использовать метод DIC для 
визуализации деформаций точек внутреннего сечения, а также 
попробовать объяснить эффект, возникающий в кончике клина 
после его извлечения.  

Список использованных источников 
1. Качанов Л. М. // Основы теории пластичности, 1969, 217-

222.

118



РЕЖИМЫ ВЫТЕСНЕНИЯ ЖИДКОСТИ ИЗ ПЛА-
СТА В ПОЛЕ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ В ОСЕСИММЕТ-

РИЧНОЙ ПОСТАНОВКЕ 

И.М. Сыпченко 

Аннотация. В работе оценивается эффективность 
хранения углекислого газа, закачиваемого через верти-
кальную скважину в водонасыщенный пласт. Исследу-
ется зависимость эффективности хранения в зависимости 
от введенных критериев подобия. Дана оценка влияния 
капиллярного давления на эффективность хранения CO2. 

Введение. Вопрос хранения антропогенного угле-
кислого газа в нефте- и водонасыщенных пластах с каж-
дым годом становится все более актуальным [1, 2, 3]. За-
качка CO2 в пласт сопровождается образованием газового 
плюма, форма и размеры которого могут сильно варьиро-
ваться в зависимости от физических параметров пласта: 
толщины, вертикальной и горизонтальной проницаемо-
стей. На форму газового плюма также влияют вязкости 
CO2 и воды (нефти), разница плотностей, капиллярное 
давление, и другие параметры. Например, если верти-
кальная проницаемость пласта на несколько порядков 
выше горизонтальной проницаемости, под влиянием гра-
витационных сил большая часть плюма будем распола-
гаться под кровлей пласта, тем самым нижние слои пла-
ста не будут охвачены газом. В ситуации, когда верти-
кальная проницаемость, наоборот, на несколько порядков 
меньше горизонтальной, газ в меньшей степени будет 
подвержен влиянию гравитационный сил, и, тем самым, 
нижние слои пласта будут задействованы в процессе вы-
теснения. Оценка надежности хранения CO2 проведена в 
терминах микроскопической, объемной и совокупной эф-
фективностей вытеснения [4,5]. 

Основные уравнения. Ниже представлена система 
уравнений для двухфазного течения несжимаемых жид-
костей i (CO2) и d (H2O) в поле силы тяжести с учетом 
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капиллярного давления [6,7]. Плотности ρi и вязкости µj, 
j = i, d, жидкостей считаются постоянными.   

𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑠𝑠𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ ∇ ⋅ 𝒖𝒖𝑗𝑗 = 0,  𝑗𝑗 = 𝑖𝑖, 𝑑𝑑  (1) 

𝒖𝒖𝑗𝑗 = −𝑲𝑲
𝑘𝑘𝑟𝑟𝑗𝑗

μ𝑗𝑗
�∇𝑝𝑝𝑗𝑗 − ρ𝑗𝑗𝒈𝒈�,      𝑗𝑗 = 𝑖𝑖, 𝑑𝑑  (2) 

𝑝𝑝𝑖𝑖 − 𝑝𝑝𝑑𝑑 = 𝑝𝑝𝑐𝑐(𝑠𝑠𝑖𝑖)  (3) 
𝑠𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑠𝑑𝑑 = 1  (4) 
𝑝𝑝𝑐𝑐(𝑠𝑠𝑖𝑖) = 𝑝𝑝𝑐𝑐,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠𝑖𝑖  (5) 
𝑘𝑘𝑟𝑟𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖) = 𝑘𝑘𝑟𝑟𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑠𝑠𝑖𝑖

2  (6) 
𝑘𝑘𝑟𝑟𝑑𝑑(𝑠𝑠𝑖𝑖) = (1 − 𝑠𝑠𝑖𝑖)2  (7) 

 Здесь 𝜙𝜙  – пористость, s – насыщенность, 𝑝𝑝𝑗𝑗  – 
давление в j-ой фазе, 𝑘𝑘𝑟𝑟𝑗𝑗 – относительная фазовая прони-
цаемость, u – скорость Дарси, ∇ - оператор набла, 𝑝𝑝𝑐𝑐 – ка-
пиллярное давление, K = diag{𝑘𝑘ℎ, 𝑘𝑘ℎ, 𝑘𝑘𝑧𝑧} – тензор абсо-
лютной проницаемости, g – ускорение свободного паде-
ния, 𝑘𝑘𝑟𝑟𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 и 𝑝𝑝𝑐𝑐,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 – константы, задающие максималь-
ные значения относительной фазовой проницаемости и 
капиллярного давления соответственно. 

Уравнение (1) – закон сохранения массы, (2) – закон 
Дарси, уравнения (3) и (4) – замыкающие соотношения 
для давлений и насыщенностей фаз. Функции капилляр-
ного давления и относительный фазовых проницаемо-
стей в зависимости от насыщенности 𝑠𝑠𝑖𝑖 задаются уравне-
ниями (5)–(7).   

Уравнения для расчета локального коэффициента 
вытеснения (8), коэффициента объемного охвата (9) и 
сводной эффективности (10) хранения CO2 приведены 
ниже.  

𝐸𝐸𝑑𝑑 =
𝑉𝑉𝑖𝑖

𝑉𝑉𝑖𝑖 + 𝑉𝑉∗
 (8) 

𝐸𝐸𝑣𝑣 =
𝑉𝑉𝑝𝑝

𝑉𝑉𝑝𝑝 + 𝑉𝑉𝑏𝑏𝑝𝑝
 (9) 

𝐸𝐸𝑠𝑠 = 𝐸𝐸𝑑𝑑𝐸𝐸𝑣𝑣 (10)
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Здесь 𝑉𝑉𝑖𝑖 - объем пор на микроуровне, который уже 
заполнен жидкостью i; 𝑉𝑉∗ - объем пор на микроуровне, ко-
торый можно заполнить; 𝑉𝑉𝑝𝑝 – объем порового простран-
ства, охваченного жидкостью i; 𝑉𝑉𝑏𝑏𝑝𝑝 – объем под плюмом, 
заполненный жидкостью d. 

Постановка задачи. Рассматривается бесконечный 
однородный пласт постоянной толщины H (Рис. 1). В 
начальный момент времени, t = 0, пласт полностью за-
полнен более тяжелой жидкостью d, si = 0. Давление рас-
пределено гидростатически: 𝑝𝑝𝑑𝑑 = 𝑝𝑝0 + 𝜌𝜌𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝑝𝑝0 – давле-
ние на глубине z = 0. При t > 0, более легкая жидкость i с 
постоянным объемным расходом Q закачивается через 
одиночную скважину, перфорированную по всей глубине 
пласта , 0 ≤ z ≤ H. Верхняя и нижняя границы пласта счи-
таются непроницаемыми. 

Рис. 1. Схема задачи. Оранжевым цветом обозначена 
зона двухфазного течения (плюм). Голубым цветом по-

казана область, насыщенная жидкостью d. 
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Безразмерные переменные и критерии подобия. 
В данной задаче введены следующие безразмерные вели-
чины: 

𝐿𝐿 = ��
𝑄𝑄𝜕𝜕𝑄𝑄

ϕπ𝐻𝐻
�   (11) 

𝜕𝜕𝑄𝑄 =
ϕπ𝐿𝐿2𝐻𝐻

𝑄𝑄
 (12) 

𝜕𝜕𝑔𝑔𝑟𝑟𝑚𝑚𝑣𝑣 =
ϕHμ𝑑𝑑

𝑘𝑘𝑧𝑧Δρ𝑔𝑔
 (13) 

𝑝𝑝𝑄𝑄 =
𝑄𝑄𝜇𝜇𝑑𝑑

𝜋𝜋𝑘𝑘ℎ𝐻𝐻
, 𝑝𝑝𝑄𝑄 = Δ𝜌𝜌𝑔𝑔𝐻𝐻, 𝑝𝑝𝑐𝑐𝑚𝑚𝑝𝑝 = 𝑝𝑝𝑐𝑐,max  (14) 

Так как в задаче нет фиксированного размера вдоль 
оси r, вводится зависимая от времени закачки длина L 
(11), соответствующая расстоянию, на который распро-
страняется плюм жидкости i за время tQ (12) при поршне-
вом вытеснении. Также в задаче есть характерное время 
tgrav (13), за которое пузырек более легкой жидкости i под 
действием гравитационных сил поднимается от подошвы 
пласта до его кровли. В уравнении (14) представлены три 
характерных давления: перепад давления pQ, вызванный 
закачкой жидкости i, разница давлений pgrav на границах 
пласта z = 0 и z =H, разница давлений pcap, связанная с 
капиллярными силами. 

Введем следующие критерии подобия: 

Г =
𝜕𝜕𝑔𝑔𝑟𝑟𝑚𝑚𝑣𝑣

𝜕𝜕𝑄𝑄
=

𝑄𝑄𝜇𝜇𝑑𝑑

𝜋𝜋𝑘𝑘𝑧𝑧Δ𝜌𝜌𝑔𝑔𝐿𝐿2  (15) 

𝐺𝐺𝐺𝐺 =
𝑝𝑝𝑄𝑄

𝑝𝑝𝑔𝑔𝑟𝑟𝑚𝑚𝑣𝑣
=

Qμd

πkhΔρgH2                                    (16) 

Π =
𝑝𝑝𝑐𝑐𝑚𝑚𝑝𝑝

𝑝𝑝𝑔𝑔𝑟𝑟𝑚𝑚𝑣𝑣
=

𝑝𝑝𝑐𝑐,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

Δ𝜌𝜌𝑔𝑔H
                                               (17) 

Критерий подобия Г (15) характеризует влияние 
гравитационных сил на течение в пористой среде. Чем 
меньше Г, тем больше влияние этих сил. При увеличении 
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времени Г уменьшается. Критерии подобия Gr (16) и П 
(17) описывают характерные значения давления, связан-
ные с теми или иными процессами, от времени закачки не
зависят.

Результаты расчетов. Расчеты проводились с ис-
пользованием симулятора MUFITS [8]. Размеры расчет-
ной области – 400, 100 и 1 ячейка по осям r, z, θ соответ-
ственно, толщина и длина пласта – 20м и 2500м. Разница 
плотностей жидкостей i и d постоянна и равна Δ𝜌𝜌 = 250 
кг/м3. Для достижения необходимого диапазона значений 
критериев подобия в рамках каждого расчета варьирова-
лись Q, 𝑘𝑘𝑧𝑧, 𝑘𝑘ℎ, 𝜕𝜕𝑄𝑄 и 𝑝𝑝𝑐𝑐,𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚.  

Проведены две серии расчетов для параметра П = 
0,1 и П = 10. Полученные значения эффективностей 𝐸𝐸𝑑𝑑, 
𝐸𝐸𝑣𝑣 и 𝐸𝐸𝑠𝑠 объединены на графиках в зависимости от крите-
риев подобия Gr и Г (Рис. 2). В каждом индивидуальном 
расчете критерий подобия Gr = const, в то время как кри-
терий подобия Г уменьшается со временем. 

При фиксированном Gr (то есть в рамках одного 
расчета) локальный коэффициент вытеснения 𝐸𝐸𝑑𝑑  увели-
чивается с уменьшением Г (с увеличением времени). Так 
как влияние гравитационных сил увеличивается со вре-
менем, область 𝑠𝑠𝑖𝑖  >  0, в которой вычисляется микроско-
пическая эффективность, становится меньше. Весь объем 
закачанной жидкости i скапливается у кровли пласта, и 
𝐸𝐸𝑑𝑑 становится больше. 

Коэффициент объемного охвата 𝐸𝐸𝑣𝑣 , напротив, при 
фиксированном Gr уменьшается с уменьшением Г (с уве-
личением времени). Так как на начальном этапе закачки 
(Г>>1) и при Gr >> 1 влияние гравитационных сил мало, 
жидкость i равномерно вытекает из скважины. Тем са-
мым, достигается максимальное значение 𝑉𝑉𝑝𝑝 для исполь-
зуемого интервала скважины. В случае больших значе-
ний Gr для закачки используется весь интервал скважины 
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и безразмерный объем плюма 𝑉𝑉𝑝𝑝  ≈ 1, а 𝑉𝑉𝑏𝑏𝑝𝑝  ≈ 0, поэтому 
максимальные 

Рис. 2. Карты рассчитанных эффективностей Ed, Ev и 
Es при П = 0,1 и 1.   

значения 𝐸𝐸𝑣𝑣, близкие к 1, достигаются при Г >> 1 и Gr >> 
1. 

Сводная эффективность 𝐸𝐸s , равная произведению 
микроскопической и объемной эффективностей, в рамках 
одного расчета, Gr = const, меняется слабо в зависимости 
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от Г. Однако, наблюдается сильная зависимость от крите-
рия Gr. Наибольшие значения совокупной эффективно-
сти 𝐸𝐸s получены при наибольших значениях Gr. 

Влияние капиллярного давление оценено посред-
ством изменения критерия подобия П. При большем П 
двухфазная область течения становится шире. Таким об-
разом значения микроскопической эффективности 𝐸𝐸𝑑𝑑 
при фиксированных Gr и Г, но большем П = 1, значи-
тельно ниже, чем при тех же Gr и Г, но меньшем П = 0,1. 
Капиллярные силы также влияют на объемную эффек-
тивность 𝐸𝐸𝑣𝑣 . Плюм распространяется дальше, и, хотя 
объем области 𝑠𝑠𝑖𝑖  >  0  увеличивается, эффективность 
𝐸𝐸𝑣𝑣 снижается. Качественно карты совокупной эффектив-
ности 𝐸𝐸𝑠𝑠 для П = 0,1 и П =1 отличаются мало. С количе-
ственной точки зрения закачка в пласт с меньшим влия-
нием капиллярного давления выгоднее. 

Заключение. Получены карты рассчитанных эф-
фективностей 𝐸𝐸𝑑𝑑 , 𝐸𝐸𝑣𝑣  и 𝐸𝐸𝑠𝑠  для двух случаев максималь-
ного капиллярного давления, соответствующих значе-
ниям П = 0,1 и П = 1 в широких диапазонах изменения 
критериев подобия Gr ∈ [0,1; 100] и Г ∈ [10-3; 106]. Наибо-
лее эффективное размещение CO2 в рамках данной задаче 
соответствует закачке в пласт при значениях критериев 
подобия Gr >> 1, Г >> 1 и П << 1. 

Работа выполнена при поддержке гранта Россий-
ского научного фонда № 19-71-10051. 
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ДИНАМИКА НЕРАСТЯЖИМОЙ НИТИ ПЕРЕ-
МЕННОЙ ДЛИНЫ С ГРУЗОМ НА КОНЦЕ 

Д.А. Храмов 

Аннотация. В данной работе проводится числен-
ное и экспериментальное моделирование процессов 
смотки и размотки тяжелой идеальной однородной не-
растяжимой нити в пространстве без среды в плоском 
случае. Актуальность исследований обусловлена зада-
чами современной космонавтики: использование тросо-
вых систем для борьбы с космическим мусором, транс-
портировки грузов, объединения модулей в космиче-
скую станцию. Проводится валидация численного моде-
лирования на экспериментально полученных траектори-
ях центра масс груза в процессе сматывания нити.  

Введение. С древних времён тросы, канаты, 
нити являются одним из основных конструкционных 
элементов многих механизмов. Математическое моде-
лирование движения нити, как одномерного объекта в 
пространстве, нашло множество приложений к прак-
тическим задачам текстильной и военной промыш-
ленности, а в последнее время предпринимаются по-
пытки использовать тросовые системы в космосе для 
спуска капсул с орбит или устранения космического 
мусора. Для исследования возможности реализации 
таких процессов с помощью тросовых систем, было 
проведено множество успешных экспериментов, 
например: TSS1 и TSS1-R, YES и YES2 и др. В ходе 
эксперимента YES2 была предпринята успешная по-
пытка размотка троса длиной 32 километра с целью 
демонстрации и получения верификационных данных 
процесса доставки груза с орбиты [1]. В результате 
верификации математической модели и анализа про-
цесса размотки троса стало понятно, что такие про-
цессы чувствительны к начальным параметрам запус-
ка и ещё необходимо учитывать эффекты, связанные с 
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распространением волн возмущения в нити и их отра-
жением от границ [2-4]. В связи с чем остаётся акту-
альной потребность в моделирование движение нити в 
подобных процессах для последующего использова-
ния в космических миссиях. 

Моделирование пространственного движения 
нити является сложной математической задачей, по-
скольку во многих приложениях длина нити, и харак-
терное время достаточно велики, а уравнения, описы-
вающие движение нити являются нелинейными [5,6]. 
Для широкого круга прикладных задач нить можно 
считать нерастяжимой. При этом моделирование её 
движения сводится к решению системы нелинейных 
дифференциальных уравнений, дополненной алгебра-
ическим уравнением, с изменяющейся во времени об-
ластью решения. У этой задачи не только множество 
приложений к практике, но и сама по себе она являет-
ся интересной с точки зрения математического моде-
лирования. 

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу
сматывания идеальной однородной нерастяжимой тя-
жёлой нити, подающейся через кольцо-приёмник (ри-
сунок 1. BC). Основная часть нити, находящаяся в 
свободном движении, подаётся через приёмник и сма-
тывается на узел смотки. Будем считать, что точка ни-
ти, переходящая из свободного движения в кольцо-
приёмник является одним концом (рисунок 1. точка 
В), соответственно второй конец находится в свобод-
ном движение (рисунок 1. точка А). То есть длина ис-
следуемого участка AB свободного движения нити 
меняется со временем t. Относительно неподвижной 
системы координат наблюдателя Oxyz  (ось z пер-
пендикулярна плоскости рисунка) движение происхо-
дит в плоскости Oxy  в поле сил тяжести с массовой 
плотностью xg eg= − . 
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Рисунок 1. Иллюстрация моделируемого процесса. 
2. Математическая модель. Уравнения движения

идеальной однородной нерастяжимой нити имеют сле-
дующий вид в векторной форме: 

( )
0
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υ τ

τ

T
t s

s t

ρ



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





∂∂ = +
∂ ∂

∂ ∂=
∂ ∂

=

 (1) 

0

Где t и s  – независимые переменные: время  и ла-
гранжева координата точек нити(длина дуги), ρ – 
линейная плотность нити, τ(s t, ) – касательный 
вектор 
к точкам нити (рис. 1), υ(s, t) – вектор скорости точек 
нити θ (s t, ) – угол между векторами τ и ex .

Запишем уравнения системы (1) в проекциях на 
оси естественного репера к точкам нити: 
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Вдоль характеристических направлений урав-
нения можно записать в полных дифференциалах, за-
мыкая систему уравнением, содержащим функцию 
натяжения из касательной проекции: 
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Движение свободного конца нити 0S =  описы-
вается уравнениями движения центра масс грузика A: 

0

: cos , : sin .n
n

T g n g
t t m t t
τ

τ
υ υθ θτ υ θ υ θ∂ ∂∂ ∂

− = − + =
∂ ∂ ∂ ∂

(3) 

Границе В, где ( )S L t= , неподвижна, а значит 
для материальных точек  нити, проходящих через точ-
ку B координата y  равна нулю, а касательная ско-
рость τυ  определяется угловой скоростью смотки 

( )tω  и радиусом катушки 0R . Отсюда получим: 

0( ) : 0; ( ).nS L t Rτυ υ ω τ= = =  (4) 
При этом известен закон изменения длины ис-

следуемого участка AB: 

0 0
0

(t) ( ) .
t

L L R dω τ τ= + ∫            (5) 

Начальные условия в общем случае можно за-
дать произвольными: 
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0 00: ( ,0) ( ), ( ,0) ( ).t s s s sυ ϕ θ ψ= = =       (6)
Перейдём к безразмерным переменным: 
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и далее опустим знак волны(при этом помним, что 
решаем в безразмерных переменных). Получим окон-
чательную формулировку задачи уравнений (2) с гра-
ничными условиями (3) и (4), соотношением (5) и 
начальными условиями (7): 
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3. Валидация численного моделирования.
Для проведения экспериментального исследования 
процесса смотки тяжёлой нити были созданы мобиль-
ные экспериментальные установки, в которых нить 
может сматываться через покоящийся кольцо-
приёмник(рис. 2). В качестве нити была выбрана мо-
нофильная нейлоновая леска диаметра равным 0.20 
миллиметра. 
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Рисунок 2. Схема экспериментальной установки. 
Результатом проведения экспериментов является 

видеозапись, в которой мы наблюдаем движение грузика 
на свободном конце нити. Для обработки видеозаписей 
была создана программа в среде разработки LabVIEW. В 
результате обработки предварительно подготовленного 
пакета кадров видеозаписи мы имеем в точности траек-
торию движения центра масс груза(примеры представ-
лены на рис. 3). 

Рисунок 3. Примеры траекторий движения ц.м. груза. 
Для численного моделирования процесса смотки 

на языке python разработана программа, которая реали-

132



зует разностную схеме системы (7). Вычислительная 
сетка программы не регулярная, шаг по времени выби-
рается из выполнения условия Куранта-Фридрихса-Леви. 
Интегрирование осуществляется методом Рунге-Кутта 
4-го порядка[7]. Результатом работы программы являет-
ся положение исследуемого участка нити в пространстве.

Результат сравнения траекторий, полученных в ре-
зультате численного и экспериментального моделирова-
ния при одинаковых начальных условиях (при массе 
груза много большей массы нити), представлен на ри-
сунке 4. 

Рисунок 4. Экспериментальная и численная траектории. 
Заключение. Созданы мобильные стенды, позво-

ляющие проводить эксперименты сматывания-
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разматывания нити с грузом на конце. Результаты обра-
ботки экспериментов позволяют проводить валидацию 
численных расчётов. Разработана программа, модели-
рующая движение нити в процессе смотки или размотки. 
В результате проведения валидации установлено каче-
ственное совпадение расчётной и экспериментальной 
траекторий движения. Из чего можно заключить, что 
«качественно» моделирование движения нити можно 
осуществлять с помощью предложенной модели. 

Автор выражает благодарность Зубкову А.Ф. за 
помощь в подготовке и проведении экспериментов. 
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