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Àííîòàöèÿ

Ñàòüÿ ïîñâÿùåíà êðèïòîàíàëèçó ÷àñòî èñïîëüçóåìîé ñõåìû Äèôôè-Õåëëìýíà
îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷à. Íà÷èíàÿ ñî ñòàòüè [1], èäåÿ êîòîðîé ðàíåå áûëà
èçëîæåíà â ðàáîòàõ È.Ñåìàåâà, çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ àòàêóþùèõ
êðèïòîïðîòîêîëû íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, ñòàëà ïðåîáðåòàòü ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ èëè
MOV-ñòåïåíü. Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ýòîò ïàðàìåòð (äàëåå k) ïðèíÿòî íàçûâàòü "em-
bedding degree". Èìååòñÿ ââèäó ðàñøèðåíèå ïîëÿ êîýôôèöèåíòîâ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé,
â êîòîðîì ñîäåðæàòñÿ âñå òî÷êè èñõîäíîãî ïðîñòîãî ïîðÿäêà ð. Ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå
ýòîãî ïàðàìåòðà ïðèáëèæàåòñÿ ê çíà÷åíèþ ð, ÷òî ïðèâîäèò ê äëèíå çàïèñè ýëåìåíòà
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñøèðåíèÿ íå ìíîãèì ìåíüøå ÷åì p log p. Â ñòàíäàðòå ÃÎÑÒ 34.10-
2018 ýòîò ïàðàìåòð ïðåäëàãàåòñÿ áðàòü áîëüøå 31, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äàííîå
ðàñøèðåíèå, ïîñêîëüêó äëèíà çàïèñè åãî ýëåìåíòîâ íå áîëüøå k log p. Â äàííîé ñòàòüå
ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàñïîçíàâàòåëüíîé è îáû÷íîé çàäà÷è
Äèôôè-Õåëëìýíà, ýôôåêòèâíûé äëÿ íåêîòîðûõ òàêèõ êðèâûõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñõåìû
îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷à, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ êðèâûõ ÿâëÿþòñÿ
íåñòîéêèìè. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì îñíîâàí íà âûáîðå òàêîãî ñïàðèâàíèÿ, êîòîðîå
íåòðèâèàëüíî îïðåäåëåíî íà âñåõ òî÷êàõ ïîðÿäêà ð è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé ñòåïåíè. Ñâåäåíèå çàäà÷è Äèôôè-
Õåëëìýíà ê òàêîìó îáðàùåíèþ ïîëó÷åíî â ðàáîòå [2]. Çà îñíîâó ïðåäëàãàåìîé êîíñòðóêöèè
âçÿòî íåðåäóöèðîâàííîå ñïàðèâàíèå Ýéòà, èñïîëüçîâàííîå â ðàáîòå [19]. Ïðåäëîæåíû íîâûå
ìåõàíèçìû äëÿ ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñïàðèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ
àâòîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà è ñâåäåíèÿ îáðàùåíèÿ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó (ëåæàùåìó â
ðàñøèðåíèè ïîëÿ êîýôôèöèåíòîâ êðèâîé) ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ
ïîñëåäóþùèì ïîèñêîì êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ íåáîëüøîé ñòåïåíè. Ïðåäñòàâëåíû îöåíêè íà
âåðîÿòíîñòü ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷àåìûõ óðàâíåíèé ïðè âçÿòèè ñëó÷àéíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ
ñìåæíîãî êëàññà, ïðåäñòàâëÿþùåãî çíà÷åíèå ñïàðèâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñõåìà îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷à, ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå, çàäà÷à
Äèôôè-Õåëëìýíà, ñïàðèâàíèå Òýéòà, ñïàðèâàíèå Ýéòà, àâòîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà.

Ââåäåíèå

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîâðåìåííûõ ñõåì çàùèòû èíôîðìàöèè äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçóþò ãðóïïó
òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ìíîãèõ ñõåì øèôðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîòîêîë
îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷à Äèôôè-Õåëëìýíà. Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà
ðàçìåð îñíîâíîãî ïîëÿ è ïîðÿäîê èñïîëüçóåìîé ãðóïïû òî÷åê ñóùåñòâóþùåé ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé, äîñòàòî÷íûå äëÿ ðåøåíèÿ íà íåé çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà ñ ïîëèíîìèàëüíîé
ñëîæíîñòüþ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïñåâäîñëó÷àéíîì õàðàêòåðå ïîñòðîåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ,
âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå óñëîâèÿ, ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Ñ äðóãîé

1



ñòîðîíû, íåêîòîðûå êðèâûå ñ ìàëîé MOV-ñòåïåíüþ ïîñòðîåíû â [8], õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à
ïîñòðîåíèÿ òàêèõ êðèâûõ ïîêà íå ðåøåíà.

Ïîëèíîìèèàëüíûå àëãîðèòìû, ðåøàþùèå òó æå çàäà÷ó äëÿ íåêîòîðûõ ñóïåðñèíãóëÿðíûõ
êðèâûõ ñî ñòåíüþ ðàñøèðåíèÿ ðàâíîé 2 èëè 3 ïðåäëîæåíû â ðàáîòå [3]. Áûñòðûå
àëãîðèòìû îáðàùåíèÿ àëãîðèòìà Ìèëëåðà ïðåäëîæåíû äëÿ íåêîòîðûõ êðèâûõ â ðàáîòàõ
[4, 5, 6, 7] â ñëó÷àÿõ, êîãäà ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò 12, ëèáî [11] äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà èìååòñÿ íåâûðîæäåííîå ñïàðèâàíèå, âûðàæàþùååñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ìàëîé
ñòåïåíè ñ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè â êîíå÷íîì ïîëå (áåç äîêàçàòåëüñòâà åãî
ñóùåñòâîâàíèÿ). Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äèôôè-Õåëëìýíà, âêëþ÷àþùèé ïîñòðîåíèå íåâûðîæäåííîãî ñïàðèâàíèÿ, âûðàæàþùåãîñÿ
ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ìàëîé ñòåïåíè (ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ íåîáðåìåíèòåëüíûõ
òðåáîâàíèé íà ïàðàìåòðû êðèâîé), ñî çíà÷åíèÿìè â ôàêòîðãðóïïå êîíå÷íîãî ïîëÿ (ñïàðèâàíèå
Ýéòà) è îáðàùåíèå àëãîðèòìà Ìèëëåðà äëÿ òàêîãî ñïàðèâàíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ êðèâûõ ñ
ïîëèíîìèàëüíîé ãðàíèöåé íà ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ íàä áîëüøèì ïðîñòûì ïîëåì Fr èç r ýëåìåíòîâ

y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ Fr.

Äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî, îòëè÷íîãî îò r, äåëèòåëÿ p ïîðÿäêà ãðóïïû E(Fr), ñîñòîÿùåé
èç Fr òî÷åê ýòîé êðèâîé, ðàññìîòðèì âñå òî÷êè ïîðÿäêà p, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ëåæàò â
àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè Fr. Ïóñòü k = ordpr > 1, à ordp � ïîðÿäîê ïî ìîäóëþ p. Õîðîøî
èçâåñòíî [9, 16], ÷òî âñå ýòè òî÷êè îáðàçóþò ãðóïïó, ÿâëÿþùóþñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
ãðóïï ïîðÿäêà p.

E[p] = G1 ×G2,

ãäå G1 = E[p] ∩Ker(πr − [1]), G2 = E[p] ∩Ker(πr − [r]) ∈ E(Frk),
Ïóñòü e(G1, G2) - íåâûðîæäåííîå áèëèíåéíîå ñïàðèâàíèå, òî åñòü ãîìîìîðôèçì, îòëè÷íûé

îò òîæäåñòâåííîé åäèíèöû. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [10, 11] ìîæíî ïîëó÷èòü
ñëåäóþùóþ îöåíêó ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ ðàñïîçíàâàòåëüíîé çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà. Ïóñòü
(P, aP, bP, P ′) � ýëåìåíòû G1, ÿâëÿþùèåñÿ âõîäîì äëÿ ðàñïîçíàâàòåëüíîé çàäà÷è Äèôôè-
Õåëëìýíà â ãðóïïå G1. Ïóñòü e(P,Q) äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî àðãóìåíòà Q ∈ G2 îòëè÷íî îò
åäèíèöû. Âû÷èñëèì Q̃ òàêîå, ÷òî e(P,Q)b = e(bP,Q) = e(P, Q̃). Òàêîå Q̃ ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð
Q̃ = bQ. Ïðîâåðèì e(aP, Q̃) = e(P, Q̃)a = e(P ′, Q). Åñëè äà, òî P ′ = abP . Òàêèì îáðàçîì, èìååì
ñëåäóþùóþ îöåíêó íà ñëîæíîñòü ðàñïîçíàâàòåëüíîé çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà â ãðóïïå G1:

DDH(G1) ≤ I2 + 3C,

ãäå C - ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñïàðèâàíèÿ, à I2 - ñëîæíîñòü îáðàùåíèÿ ñïàðèâàíèÿ ïî âòîðîìó
àðãóìåíòó. Àíàëîãè÷íî

DDH(G2) ≤ I1 + 3C,

à äëÿ ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ îáû÷íîé çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà

DH(Gi) ≤ I1 + I2 + 2C, i ∈ {1, 2}.

Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ fs,Q(x, y) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî s êàê ôóíêöèþ,
îïðåäåë¼ííóþ ðàâåíñòâîì
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div(fs,Q) = s(Q)− (sQ)− (s− 1)(∞). (1)

Òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî [9, Ñëåäñòâèå III.3.5.]. Â ðÿäå ñëó÷àåâ çíà÷åíèå ñïàðèâàíèÿ
[16, 17] çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

fs,Q(D2) =
∏

P∈SuppD2

fs,Q(P )
vP (D2). (2)

Çíà÷åíèÿ âèäà fs,Q(D2) è èñïîëüçóþùèå èõ ñïàðèâàíèÿ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïðè ïîìîùè
àëãîðèòìà Äàâåíïîðòà [12] - Ìèëëåðà [13] è åãî îáîáùåíèé [15]. Ýòîò àëãîðèòì ëèíååí
îòíîñèòåëüíî äëèíû âõîäà, ïîýòîìó ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ, íàïðèìåð, ñïàðèâàíèÿ Âåéëÿ áóäåò
O(klogr) îïåðàöèé â ïîëå Frk , èëè O(k3log3r) áèòîâûõ îïåðàöèé.

Ñïàðèâàíèå Ýéòà [18] âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (2) ñ îäíèì ìíîæèòåëåì. Ïóñòü P ∈ G1, è
Q ∈ G2.

Ïóñòü

s = ri(modp), 1 ≤ i ≤ k − 1. (3)

Òîãäà [19][Theorem 1] îáîáù¼ííîå ñïàðèâàíèå Ýéòà

ẽ(P,Q) = fs,Q(P ),

ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì G1 ×G2, åñëè

γp(s
ordps − 1) ≤ γp(r

k − 1), (4)

ãäå γp(x) � ñòåïåíü âõîæäåíèÿ p â x.

1. Ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ ñìåæíûõ êëàññîâ

Äëÿ ïðîñòîòû äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p2 - rk − 1. Ýòî, â ÷àñòíîñòè,
îçíà÷àåò, ÷òî â F∗

rk
íåò ïîäãðóïïû ïîðÿäêà p2, ïîäãðóïïà ïîðÿäêà p åäèíñòâåííà, à òàêæå â

êàæäîì ñìåæíîì êëàññå ôàêòîðãðóïïû F∗
rk
�(F∗

rk
)p, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ïîðÿäêà

p. Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ íåñêîëüêî ïîäðîáíåå. Ïðåäñòàâèì àáåëåâó ãðóïïó F∗
rk

â âèäå
ðàçëîæåíèÿ íà ïðèìàðíûå ãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ïðîñòûì äåëèòåëÿì ÷èñëà
rk − 1 =

∏i0
i=1 p

αi
i :

F∗
rk =

i0⊗
i=1

< gi >p
αi
i
, p1 = p, α1 = 1,

òîãäà

(F∗
rk)

p =

i0⊗
i=1

< gpi >p
αi
i
=

i0⊗
i=2

< gi >p
αi
i
,

òàê êàê gp1 = 1, ordgpi = pi
αi ïðè i > 1. Òàêèì îáðàçîì ôàêòîðãðóïïà F∗

rk
�(F∗

rk
)p èçîìîðôíà

öèêëè÷åñêîé ãðóïïå < g1 >p ïîðÿäêà p. Ñìåæíûå êëàññû ýòîé ôàêòîðãðóïïû ñîñòîÿò èç
ýëåìåíòîâ

gβ11

i0∏
i=2

gβii , βi = 0, 1, . . . , pi
αi − 1,

ïðè ôèêñèðîâàííîì β1 ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.
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Îïðåäåëåíèå 1 Ýëåìàíòû âèäà

i0∏
i=2

gβii , βi = 0, 1, . . . , pαi
i − 1,

ïåðå÷èñëÿþùèå ñìåæíûé êëàññ, â ñîîòâåòñòâóþùåé ôàêòîðãðóïïå, áóäåì íàçûâàòü ñäâèãîì

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n,

(F∗
rk)

n =

i0⊗
i=1

< gi
p
γi
i >

p
αi−γi
i

,

ãäå pγii = (n, pαi
i ). Òàêèì îáðàçîì ôàêòîðãðóïïà F∗

rk
�(F∗

rk
)n ñîñòîèò èç ñìåæíûõ êëàññîâ

i0∏
i=1

gi
δigi

p
γi
i βi ,

ïðè ôèêñèðîâàííûõ δi = 0, 1, . . . , pγii − 1, è ïðîèçâîëüíûõ βi ∈ {0, 1, . . . , pαi−γi
i − 1}.

Ïðè ýòîì îíà èçîìîðôíà öèêëè÷åñêîé ãðóïïå

i0⊗
i=1

< gi
p
αi−γi
i >p

γi
i
.

Ñîîòâåòñòâåííî ñâèã èìååò âèä

i0∏
i=1

gi
pi

γiβi , βi = 0, 1, . . . , pαi−γi
i − 1.

À ìîùíîñòü ñäâèãà ðàâíà

♯(F∗
rk)

n =

i0∏
i=1

pαi−γi
i =

rk − 1

(n, rk − 1)
.

Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Xn = 1 â F∗
rk
áóäóò èìåòü âèä

i0∏
i=1

gi
p
αi−γi
i βi , βi ∈ {0, 1, . . . , pγii − 1},

à ñîñòîÿùàÿ èç íèõ ãðóïïà èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå F∗
rk
�(F∗

rk
)n.

Öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F∗
rk
ìû çäåñü (ïîñëå îïðåäåëåíèÿ

1) íå ïîëüçîâàëèñü, òî åñòü pi íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû. Òàê ÷òî òåæå âûêëàäêè ìîæíî ïðîâåñòè
äëÿ àääèòèâíîé ãðóïïû òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé è å¼ ôàêòîðãðóïïû ïî n êðàòíûì
òî÷êàì, êîòîðàÿ áóäåò èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ker[n].

2. Ìîäåëüíûé ïðèìåð

Èç áèëèíåéíîñòè ñëåäóåò, ÷òî îáðàçîì äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñïàðèâàíèé, îïðåäåë¼ííûõ íà
G1 × G2, ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p, îáðàçîâàííàÿ ýëåìåíòàìè Frk . Ïðåäïîëîæèì
ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ñïàðèâàíèÿ Ýéòà íà íåêîòîðîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ
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åäèíñòâåííîé ïîäãðóïïîé G ⊂ F∗
rk
ïîðÿäêà p. Òî åñòü âñå ýëåìåíòû îáðàçà ýòîãî ñïàðèâàíèÿ

ëåæàò â < g1 >p . Ýòî ìîäåëüíûé ïðèìåð. Çäåñü ìû íå áóäåì îáñóæäàòü áûâàåò òàêîå èëè íåò
Èç ôîðìóëû (5) íà ñòð. 239 [14] (ñì. òàêæå àëãîðèòì Ìèëëåðà [13, 15]) ïðè s = 2 ïîëó÷àåì

f2,Q(P ) =
y1 − λ(x1 − x2)− y2

x1 − x3
,

ãäå P (x1, y1), Q(x2, y2), [2]Q(x3, y3), λ =
3x22+a

2y2
. Ïîýòîìó, îáðàùåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ñïàðèâàíèÿ

ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, òî åñòü ïî P � ýòî ðåøåíèå ñèñòåìû{
y1−λ(x1−x2)−y2

x1−x3 = z

y21 = x31 + ax1 + b
(5)

îòíîñèòåëüíî x1, y1 ∈ Fr ïðè ôèêñèðîâàííûõ x2, y2, x3, y3, λ ∈ Frk ; a, b ∈ Fr, z ∈ G.
Èñêëþ÷àÿ y1 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå íà x1. Ðåøàÿ åãî (ýòî

ìîæíî ñäåëàòü ïî ôîðìóëàì Êàðäàíî çà O(1) îïåðàöèé â Frk), ïîëó÷èì íå áîëåå øåñòè òî÷åê
â E(Fr), êîòîðûå ìîæíî ïðîâåðèòü íà ïðèíàäëåæíîñòü ê G1, ïðîâåðÿÿ [p]P = ∞, íå áîëåå
÷åì çà O(log p) îïåðàöèé â Fr. Ïîñêîëüêó èñõîäíîå óðàâíåíèå çàâåäîìî èìåëî ðåøåíèå â
G1, òî ìû åãî ïîëó÷èì. Ìîæíî ïîñòóïèòü è èíà÷å, çàìåíèâ â ñèñòåìå (5) êîîðäèíàòû òî÷åê
Q, [2]Q ñîîòâåòñòâåííî íà êîîðäèíàòû òî÷åê [t]Q, [2t]Q, à z íà zt äëÿ íåêîòîðîãî íåáîëüøîãî t.
Òîãäà ïîëó÷èì åù¼ îäíî êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå íà x1. Èñêîìàÿ òî÷êà P ∈ G1 áóäåò, î÷åâèäíî,
ðåøåíèåì îáîèõ óðàâíåíèé. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ áóäóò ðàçíûìè,
ïîýòîìó, èñêëþ÷àÿ x31 èç äâóõ êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå íà x1.
Âûáðàâ åù¼ îäíî çíà÷åíèå äëÿ t, ïîëó÷èì x1.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â ñëó÷àå íåáîëüøîãî s > 2, èëè â ñëó÷àå îáðàùåíèÿ
ñïàðèâàíèÿ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, ñíà÷àëà ïîäñòàíîâêîé âòîðîãî óðàâíåíèÿ èñêëþ÷àåì èç
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âèäà (5), ñ ïåðåìåííûìè ñîîòâåòñòâåííî x′ = x1, y

′ = y1 èëè
x′ = x2, y

′ = y2, âñå ñòåïåíè ïåðåìåííîé y
′, áîëüøèå åäèíèöû. Çàòåì â ïîëó÷èâøåìñÿ óðàâíåíèè

âûðàæàåì y′ ÷åðåç x′ è ïîäñòàâëÿåì âî âòîðîå óðàâíåíèå. Ïîëó÷èòñÿ ïîëèíîì îò x′ ñòåïåíè
O(s) (ñì. ôîðìóëó (5) íà ñòð. 239 [14]), ñðåäè êîðíåé êîòîðîãî, êàê è ðàíüøå íàéä¼ì êîîðäèíàòó
èñêîìîé òî÷êè. Ïðè ýòîì, â ñëó÷àå îáðàùåíèÿ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ïðè îòáîðå êîðíåé íóæíà
äîïîëíèòåëüíàÿ ïðîâåðêà πr(Q) = [r]Q.

Âìåñòî ïðîâåðêè [p]P = ∞ ìîæíî ïðåäëîæèòü ïðîöåäóðó ïîáûñòðåå (ñõîæèå èäåè îïèñàíû
â [21]). Åñëè E(Fr) = G1 × G̃ äëÿ íåêîòîðîé ãðóïïû G̃ ñ íåáîëüøèì ïîðÿäêîì t, ÷òî îáû÷íî
áûâàåò â êðèïòîãðàôè÷åñêè çíà÷èìûõ ñëó÷àÿõ, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîé òî÷êè P ∈ G1 íàäî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ P̃ ∈ E(Fr) âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî (p, t) = 1, îòêóäà P = [1+kp]P̃
äëÿ k, óäîâëåòâîðÿþùåãî 1 + kp ≡ 0 (mod t).

3. Ñâîéñòâà ñïàðèâàíèÿ Òýéòà

Ðàññìîòðèì òåïåðü N ñïàðèâàíèå Òåéòà fN,Q(P ) [17] äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî N .
Ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåìîãî ñïàðèâàíèÿ íà (P,Q) ∈ E(Frk)[N ]×E(Frk)�[N ]E(Frk)
ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðãðóïïà G = F∗

rk
/(F∗

rk
)N . Ñëåäóåò èìåòü ââèäó, ÷òî, êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå,

èìååòñÿ èçîìîðôèçì E(Frk)[N ] ∼= E(Frk)�[N ]E(Frk).

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà 3 [17]) Cïàðèâàíèå fN,Q(P ) ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíûì è íåâûðîæäåííûì,
åñëè ïîëå Frk ñîäåðæèò êîðåíü N-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû.
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Ïðè÷åì íåâûðîæäåííîñòü â ýòîé òåîðåìå ïîíèìàåòñÿ â ¾îñîáîì¿ ñìûñëå. Òî åñòü ñïàðèâàíèå
t : A × B → Z íà àáåëåâûõ ãðóïïàõ A,B,Z íåâûðîæäåíî â ¾îñîáîì¿ ñìûñëå, åñëè
ñîîòâåòñòâóþùèå ãîìîìîðôèçìû A→ Hom(B;Z) è B → Hom(A;Z) èíúåêòèâíû.

Ñâîéñòâî ãîìîìîðôèçìà ïåðåâîäèòü ñóììó òî÷åê â ïðîèçâåäåíèå èõ îáðàçîâ áóäåì â
äàëüíåéøåì íàçûâàòü ëèíåéíîñòüþ. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ïîðÿäîê òî÷åê îáðàçà äåëèò ïîðÿäîê
òî÷åê ïðîîáðàçîâ (â äàííîì ñëó÷àå èõ äâà), òî çíà÷åíèå ñïàðèâàíèÿ â óêàçàííîé ôàêòîðãðóïïå
çàâèñèò òîëüêî îò ïðèìàðíûõ êîìïîíåíò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðîñòûå âõîäÿò â ÍÎÄ(♯E(Frk)[N ], rk − 1).

Íàëè÷èå â Frk êîðíÿ èç åäèíèöû ñòåïåíè N èëè öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà N , îçíà÷àåò,
÷òî N =

∏i0
i=0 p

γi
i äåëèò rk − 1 =

∏i1
i=0 p

αi
i , òî åñòü αi ≥ γi, i = 0, 1, . . . , i0, i1 ≥ i0 (çäåñü âñå pi

ðàçëè÷íû). Äëÿ íåêîòîðîãî p = pi, i ≤ i0 ïóñòü g è g îáðàçóþùèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìàðíûõ
êîìïîíåíò ïîðÿäêà pδ â ðàçëîæåíèè èçîìîðôíûõ ãðóïï E(Frk)[N ] ∼= E(Frk)�[N ]E(Frk). Ïóñòü
fN,g(g) = g̃ ∈ F∗

rk
/(F∗

rk
)N . Òîãäà èç ëèíåéíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî ordg̃ = pσ, δ ≥ σ (òàê êàê åäèíèöà

ïåðåõîäèò â åäèíèöó), à σ ≤ αi − γi. Äàëåå fN,ga(g
b) = g̃

Cab
, äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C, ãäå

ordg̃ = pαi−γi
i . Åñëè ãðóïïà E(Frk)[N ] ñîäåðæèò íåñêîëüêî ïðèìàðíûõ êîìïîíåíò, îòâå÷àþùèõ

îäíîìó ïðîñòîìó p, òî çíà÷åíèå ñïàðèâàíèÿ íà íèõ áóäåò èìåòü âèä

g̃
C1a1b1+···+Cjajbj . (6)

Ïðè÷åì èç ëèíåéíîñòè ýòî çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò ïðèìàðíûõ êîìïîíåíò àðãóìåíòîâ
ðàññìàòðèâàåìîãî ñïàðèâàíèÿ, îòâå÷àþùèõ ïðîñòûì íå ðàâíûì p. Ýëåìåíòû ïðèìàðíûõ
êîìïîíåíò àðãóìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòûå p íå ñîäåðæàòñÿ ñðåäè pi ìîãóò
âëèÿòü ëèøü íà ñäâèã (ïðåäïîëîæèòåëüíî ñëó÷àéíî). Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2 Ïóñòü F∗
rk
/(F∗

rk
)N =

∏
i G̃i � ðàçëîæåíèå â ïðèìàðíûå êîìïîíåíòû ♯G̃i =

pi
αi. Ðàññìîòðèì i-þ êîîðäèíàòíóþ ôóíêöèþ ðàññìàòðèâàåìîãî ñïàðèâàíèÿ, îòâå÷àþùóþ

êîìïîíåíòå G̃i, ãäå ñîîòâåòñòâóþùåå pi äåëèò ♯E(Frk). Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1
îíà ëèíåéíî, íåâûðîæäåííî è êîððåêòíî îòîáðàæàåò ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðèìàðíûõ
êîìïîíåíò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, îòâå÷àþùèõ îäíîìó è òîìó æå ïðîñòîìó pi íà ïðèìàðíóþ
ãðóïïó G̃i. Ïðèìàðíûå êîìïîíåíòû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòûì, íå
âõîäÿùèì â ÍÎÄ(♯E(Frk)[N ], rk−1) âëèÿþò òîëüêî íà ñäâèã (òî åñòü ìåíÿþò ïðåäñòàâèòåëÿ
íî íå êëàññ ñìåæíîñòè â êîòîðûé ïîïàäàåò ðåçóëüòàò ñïàðèâàíèÿ).

Êîððåêòíîñòü îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü îò ïðèìàðíûõ êîìïîíåíò, îòâå÷àþùèõ äðóãèì
ïðîñòûì. Èç òåîðåìû 2, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå ïðîñòûì,
íå âõîäÿùèì â ÍÎÄ(♯E(Frk)[N ], rk − 1) òîæäåñòâåííî ðàâíû åäèíèöå. Ñëåäóåò òàêæå èìåòü
ââèäó, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðèìàðíûõ êîìïîíåíò â ãðóïïå òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé,
îòâå÷àþùèõ îäíîìó ïðîñòîìó ÷èñëó îãðàíè÷åíî äâóìÿ (ñëåäñòâèå 6.4 ñòð.89 [9]). Ïîýòîìó
êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ïîêàçàòåëå ðàâåíñòâà (6) íå áîëåå ÷åòûð¼õ.

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîðíÿ èç åäèíèöû
ìîæíî äîáèòüñÿ ïåðåéäÿ ê ðàñøèðåíèþ ïîëÿ Frk , à èìåííî, äîáàâèâ âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà
XN − 1, òî åñòü Frkw , ãäå w = ordNr

k. Ïðè ýòîì, åñëè E(Frk) ∈ [N ]E(Frkw), òî íà àðãóìåíòàõ
èç E(Frk) ðàññìàòðèâàåìîå ñïàðèâàíèå ïðèíèìàåò òîëüêî çíà÷åíèå â åäèíè÷íîì ñìåæíîì
êëàññå. Îäíàêî, åñëè â êà÷åñòâå N âçÿòü óíèâåðñàëüíóþ ýêñïîíåíòó ãðóïïû E(Frk), óñëîâèå
E(Frk) ∈ [N ]E(Frkw) ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè òîãî, ÷òîáû óíèâåðñàëüíàÿ ýêñïîíåíòà ãðóïïû
E(Frkw) äåëèëàñü íà N2. Èç-çà àääèòèâíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïîðÿäêàìè ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé íàä ïîëåì è åãî ðàñøèðåíèåì, ïðîñëåäèòü ïðè êàêèõ r, k ýòî áûâàåò â îáùåì âèäå
äîñòàòî÷íî òðóäíî.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïàðèâàíèÿ Òåéòà, îïðåäåëåííîãî íà âñåõ òî÷êàõ E(Frk), íåîáõîäèìî
âûáèðàòü â êà÷åñòâå N êðàòíîå óíèâåðñàëüíîé ýêñïîíåíòå ãðóïïû E(Frk). Íî íàëè÷èå
äîïîëíèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé ìîæåò ïðèâåñòè ê âûðîæäåíèþ, òî åñòü ê óâåëè÷åíèþ îáú¼ìà
ñäâèãà, ÷åãî íàì áû íå õîòåëîñü. Ïðîâåäÿ ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ìû â ðÿäå ñëó÷àåâ
óáåäèëèñü, ÷òî ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå N óíèâåðñàëüíîé ýêñïîíåíòû ãðóïïû E(Frk) ñïàðèâàíèå
Òåéòà íå òîæäåñòâåííî ðàâíî åäèíèöå íà E(Frk)×E(Frk). Îäíàêî îíî âûðàæàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèåé ñëèøêîì áîëüøîé ñòåïåíè, ÷òî íå ïîçâîëÿåò áûñòðî åãî îáðàùàòü.

4. Âàðèàíò ñïàðèâàíèÿ ñ ñæèìàþùèìè îòîáðàæåíèÿìè

Ïóñòü x - êàêîé ëèáî êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà àâòîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà πr ïî
ìîäóëþ N :

x2 − tx+ r ≡ 0(modN), t = r + 1− ♯(E(Fr)), x ≡ r (mod p). (7)

(Â ýòîì ìåñòå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ πrl : x
2−tlx+rl ≡ 0

(mod N), tl = 1 + rl − ♯(E(Frl))). Òîãäà, î÷åâèäíî, (x,N) = 1, ïðè r - N . Ïîñêîëüêó tl = αl + βl,
ãäå αβ = r, α + β = t (Òåîðåìà 2.4 [9]), òî tk ≡ tk (mod r), òàê êàê ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
îò α, β ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Ïîäñòàâëÿÿ tk â âûðàæåíèå äëÿ tk
ïîëó÷èì tk ≡ 1−♯(E(Frk)) (mod r), îòêóäà, ââèäó òîãî, ÷òîN è ♯(E(Frk)) ñîñòîÿò èç îäèíàêîâûõ
ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, ïîëó÷èì, ÷òî óñëîâèå r - N ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ordrt - k. Ýòî è áóäåì
â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàòü

Ïîñêîëüêó x − t + rx−1 ≡ 0(modN), òî äëÿ ëþáîé òî÷êè Q ∈ E(Frk) è ïðåîáðàçîâàíèÿ
Q̃(Q) = (πr − [rx−1])[n−1 (mod p)][n]Q èìååì πrQ̃ = (π2

r − [rx−1]πr)Q̂ = ([t − rx−1]πr − [r])Q̂ =
([x]πr − [r])Q̂ = [x]Q̃.

Ïóñòü òåïåðü T ≡ xj ̸= 1 (mod N) ìàëî ïðè íåêîòîðîì j, è t̂ ≡ rx−1 (mod N). Òîãäà, â ñèëó
(7), t̂ ≡ 1 (mod p). Ñëåäóÿ ïëàíó, èçëîæåííîìó â [18], ïîñòðîèì íåêîòîðîå íîâîå ñïàðèâàíèå.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå íà E(Frk)2, çàäàííîå ðàâåíñòâîì

ẽT (Q,P ) =
f ′
T,Q̃

(trP )

f ′
T,Q̃

(∞)
, ãäå trP =

k−1∑
i=0

πirP ∈ E(Fr), Q̃ = Q̃(Q+R) (8)

ãäå f ′
T,Q̃

=
fT,Q̃

fT,R̃
äëÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè R̃ ∈ E(Frk)

∩
Ker(πr − [x]),

íàïðèìåð R̃ = Q̃(R), R ∈ E(Frk).
Äëÿ ðåäóöèðîâàííîãî N ñïàðèâàíèÿ Òýéòà èìååì (ñì. [17] îïðåäåëåíèå 2, ãäå ñäåëàíû

ñëåäóþùèå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ: D = Q̃− R̃, E = trP − (∞),m = N, k = Frkw , w = ordNr
k):

ε(Q̃, trP ) =

(
f ′
N,Q̃

(trP )

f ′
N,Q̃

(∞)

) rwk−1
N

äëÿ ëþáûõ P,Q ∈ E(Frk). Ïóñòü v = ordNT , à L ∈ N îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì LN =
T v − 1. Äîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà (8) çàäà¼ò áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (E(Frk))2 → F∗

rkw
/(F∗

rkw
)N ,

íåòðèâèàëüíîå íà G2 ×G1. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî ïëàíó [18]. Èìååì

ε(Q̃, trP )L =

(
f ′
LN,Q̃

(trP )

f ′
LN,Q̃

(∞)

) rwk−1
N

=

(
f ′
T v−1,Q̃

(trP )

f ′
T v−1,Q̃

(∞)

) rwk−1
N

=

(
f ′
T v ,Q̃

(trP )

f ′
T v ,Q̃

(∞)

) rwk−1
N

. (9)
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê, ïî ïîñòðîåíèþ, T v ≡ 1(modN), è

(T vQ̃) = Q̃, ((T v − 1)Q̃) = (∞).

Ñîãëàñíî Ëåììå 2 [22], èìååì

fT v,Q̃ = fT
v−1

T,Q̃
fT

v−2

T,T Q̃
· · · fT,T v−1Q̃.

Àíàëîãè÷íî ýòî æå áóäåò âåðíî ñ çàìåíîé Q̃ íà R̃. Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ Q̃(Q),
ïîëó÷èì [T ]Q̃ = πjrQ̃, [T ]R̃ = πjrR̃. Çàìåòèì, ÷òî ïðè P ∈ E(Frk)

fT,T lQ̃(trP )

fT,T lR̃(trP )
=
fT,πjl

r Q̃
(trP )

fT,πjl
r R̃

(trP )
=

(
fT,Q̃(trP )

fT,R̃(trP )

)rjl

,

ïîýòîìó

f ′
T v ,Q̃

(trP ) = (f ′
T,Q̃

(trP ))
∑v−1

l=0 T
v−1−lrjl = (f ′

T,Q̃
(trP ))M ,M =

rjv − T v

rj − T
.

Àíàëîãè÷íî ýòî æå áóäåò âåðíî ñ çàìåíîé trP íà (∞), òàê êàê êîýôôèöèåíòû êðèâîé ëåæàò â
Fr. Òàêèì îáðàçîì, èç (9) èìååì

(ε(Q̃, trP ))L = (ẽT (Q,P ))
M rwk−1

N . (10)

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ðàâåíñòâà áûëà ïðîâåðåíà ÷èñëåííî, îäíàêî äàëüíåéøåå
èñïîëüçîâàíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ñïàðèâàíèÿ â íàøåì àëãîðèòìå, ïðè

(L, p) = 1,

ñòàëî íåâîçìîæíûì èç-çà ñëèøêîì ìàëîé âåðîÿòíîñòè îáðàùåíèÿ óðàâíåíèÿ

ẽT (Q,P ) = zz̃N , (11)

ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå z̃N ∈ Frk .

5. Îñíîâíîé âàðèàíò ñïàðèâàíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ñêîíñòðóòðîâàíî íîâîå ñïàðèâàíèå, ñ ïðåäïîëîæèòåëüíî áîëåå âûñîêîé
âåðîÿòíîñòüþ îáðàùåíèÿ ðàâåíñòâà âèäà (11) ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå z̃N ∈ Frk . Â ïîäòâåðæäåíèå
ýòîãî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ìîùíîñòåé ñäâèãà è ñâîáîäíûõ êîìïîíåíò àðãóìåíòîâ.

Ïðè ïîäñòàíîâêå â êà÷åñòâå N = ♯E(Frk) ñïàðèâàíèå ε äëÿ âûáðàííîé ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé ïðè ïîäñòàíîâêå òî÷åê èç E(Frk) îêàçàëîñü òîæäåñòâåííî ðàâíî åäèíèöå. Â
ïðåäëàãàåìîì íàìè ïðèìåðå óíèâåðñàëüíàÿ ýêñïîíåíòà Σ = Σ(E(Frk)) ãðóïïû òî÷åê E(Frk)
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà N . Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè âìåñòî N ïîäñòàâèòü óíèâåðñàëüíóþ
ýêñïîíåíòó, òî ðàññìàòðèâàåìîå ñïàðèâàíèå ïðè ïîäñòàíîâêå òî÷åê èç E(Frk) óæå íå ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííîé åäèíèöåé. Ïîñêîëüêó îñíîâíûì îáúåêòîì íàøèõ èññëåäîâàíèé äàëåå ÿâëÿåòñÿ
íåðåäóöèðîâàííîå Σ ñïàðèâàíèå Òåéòà, òî ðåçóëüòàòû äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ìû áóäåì
ôîðìóëèðîâàòü äëÿ íåãî. Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ε′.

Ïðèìåíÿÿ ê ñïàðèâàíèþ Òåéòà ñ óíèâåðñàëüíîé ýêñïîíåíòîé ïðîöåäóðó ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè,
áûëî ïîëó÷åíî íîâîå ñïàðèâàíèå ẽT , âûðàæàþùååñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ìàëîé ñòåïåíè.
Îíî îïðåäåëåíî íà âñåõ òî÷êàõ èç E(Frk). Ïðè óñëîâèè p - L ýòî ñïàðèâàíèå, êàê

8



è îæèäàëîñü, îêàçàëîñü íåâûðîæäåííûì íà G2 × G1, îäíàêî âåðîÿòíîñòü ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíûõ åãî îáðàùåíèþ îêàçàëàñü ñëèøêîì íèçêîé. Ïðè÷èíà ýòîãî â
ïðèñóòñòâèè ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé tr, Q̃ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ êîòîðûõ ìîùíîñòü
îáðàçà ðàññìàòðèâàåìîãî íåðåäóöèðîâàííîãî ñïàðèâàíèÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ïîðÿäîê
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F∗

rk
, â êîòîðîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îáðàùåíèÿ ïðåäïîëàãàëîñü

âûáèðàòü ýëåìåíò ïðè ïîìîùè ñëó÷àéíîãî âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ ñìåæíîãî êëàññà. Òàêèì
îáðàçîì äëÿ ïîâûøåíèÿ ýòîé âåðîÿòíîñòè âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü êîððåêòèðîâêè êîíñòðóêöèè
èñïîëüçóåìîãî ñïàðèâàíèÿ, ÷òîáû ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîöåäóðà ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè ðàáîòàëà
ïðè óñëîâèè ïðîèçâîëüíîñòè (èëè ïî÷òè ïðîèçâîëüíîñòè) åãî àðãóìåíòîâ â E(Frk) è ïðèâîäèëà
ê íåâûðîæäåííîìó íà G2 ×G1 ñïàðèâàíèþ.

Íàøå æåëàíèå èñïîëüçîâàòü íåðåäóöèðîâàííîå ñïàðèâàíèå Òåéòà îáîñíîâàíî òåì, ÷òî,
ñîãëàñíî ïîëó÷åííîé íàìè âûøå Òåîðåìå 2, îíî îòëè÷àåòñÿ îò ðåäóöèðîâàííîãî, òîëüêî
íàëè÷èåì ñäâèãà è, ïî ñóùåñòâó íè÷åãî íå ìåíÿþùèì, âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü äðóãèõ êîìïîíåíò
ðåçóëüòàòà. Ïðè ýòîì, îòñóòñòâèå ðåäóöèðóþùåé ñòåïåíè äåëàåò çàäà÷ó îáðàùåíèÿ ýòîãî
ñïàðèâàíèÿ íàìíîãî áîëåå ïðîñòîé. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ Òåîðåìîé 2 âìåñòî Òåîðåìû 3 [17].

Åñëè ïðè íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé êîìïîíåíòå èç G̃1 (ñì. Òåîðåìó 2), íåêîòîðîì ñäâèãå
è ôèêñèðîâàííîì îäíîì (ïåðâîì èëè âòîðîì) àðãóìåíòå ñïàðèâàíèå ε′ îáðàòèìî ïî äðóãîìó
àðãóìåíòó, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñóùåñòâåííîé êîìïîíåíòû ýòîãî àðãóìåíòà, ïðèíàäëåæàùåé G2

èëè G1 ïðèìåíÿåòñÿ ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå

[(1− r)−1 (mod p)](π − [r])

[(
Σ

p

)−1

(mod p)

] [
Σ

p

]
,

äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîìïîíåíòû èç G1, èëè

[(r − 1)−1 (mod p)](π − [1])(

[(
Σ

p

)−1

(mod p)

] [
Σ

p

]
,

äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîìïîíåíòû èç G2, ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì îñòàëîñü ðåøèòü çàäà÷ó îáðàùåíèÿ â ýëåìåíòû, ëåæàùèå â E(Frk). Äëÿ ýòîãî

èñïîëüçóåìîå ñïàðèâàíèå äîëæíî áûòü ïðåäñòàâëåíî ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ìàëîé ñòåïåíè è
ïðèíèìàòü ¾ïî÷òè¿ âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â Frk , ÷òîáû ñëó÷àéíûé âûáîð ñäâèãà ñ õîðîøåé
âåðîÿòíîñòüþ ïðèâîäèë ê ðàçðåøèìîìó óðàâíåíèþ.

Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ ëèíåéíîñòè, íåâûðîæäåííîñòè è øèðîêîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Σ
ñïàðèâàíèÿ Òåéòà ε′ ïðè ïðîöåäóðå ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ åãî ìîäèôèêàöèÿ.
Ïóñòü

T ≡ rj (mod Σ), (12)

(j, k) = k0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà T ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò log p. Êðèâûå ñ
îäíîâðåìåííî ìàëûìè çíà÷åíèÿìè T è k ïîëó÷àòñÿ åñëè âçÿòü, íàïðèìåð, ïðîñòûå p è r òàê,
÷òî p | T k−1, r = p+T (ìîæíî ïåðåáèðàòü T è k, ïðîâåðÿÿ íà ïðîñòîòó ïîëó÷àþùååñÿ r). Òîãäà
âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (12) ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé. Êðèâàÿ ñ òàêèìè
ïàðàìåòðàìè ñóùåñòâóåò ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Âàòòåðõàóçà [23], õîòÿ àëãîðèòìà, êîòîðûé áû
ìîã å¼ ïîñòðîèòü ïîêà íåò.

Ðàññìîòðèì ñïàðèâàíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé
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k
k0∏
l=0

fΣ,Q(P
πlk0 ).

Çäåñü ìû ó÷ëè òî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ âûÿñíèëîñü, ÷òî àëãîðèòì
Ìèëëåðà âûäà¼ò ôóíêöèþ fN,Q(P ) â íîðìèðîâàííîì âèäå (òî åñòü îíà ðàâíà åäèíèöå ïðè
ïîäñòàíîâêå áåñêîíå÷íîé òî÷êè âìåñòî ëþáîãî èç àðãóìåíòîâ). Ïîýòîìó ñïàðèâàíèå Òåéòà,
íàïðèìåð, ìîæíî çàïèñàòü ïðîñòî ε(Q,P ) = fN,Q(P ).

Àíàëîãè÷íî óæå ðàññìîòðåííîé ðàíåå ïðîöåäóðå ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè ïðè T v − 1 = LΣ,
ïîëó÷èì 

k
k0∏
l=0

fΣ,Q(P
πlk0 )


L

=

k
k0∏
l=0

fT v ,Q(P
πlk0 ) =

=

k
k0∏
l=0

fT,Q(P
πlk0 )

k
k0∏
l=0

fT,[T ]Q(P
πlk0 ) · · ·

k
k0∏
l=0

fT,[T v−1]Q(P
πlk0 ) =


k
k0∏
l=0

fT,Q(P
πlk0 )


M

.

c òåì æå ñàìûì çíà÷åíèåì M = rjv−T v

rj−T , íî óæå ïðè âñåõ P ∈ E(F∗
rk
) è Q ∈ E(F∗

rk
) ∩ ker(π − [r]).

Îáîçíà÷àÿ íîâîå ñïàðèâàíèå ε′′(Q,P ) =
∏ k

k0
l=0 fT,Q(P

πlk0 ), ïðè p - L ïîëó÷èì äëÿ íåãî òå æå
ñâîéñòâà, ÷òî è äëÿ ε′, à èìåííî âûïîëíåíèå óòâåðæäåíèÿ Òåîðåìû 2.

Ïóñòü òåïåðü òðåáóåòñÿ îáðàòèòü ðàññìàòðèâàåìîå ñïàðèâàíèå ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Â
ýòîì ñëó÷àå èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííîé y (âòîðîé êîîðäèíàòû òî÷êè Q) èç ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç
óðàâíåíèÿ êðèâîé è óðàâíåíèÿ

ε′′(Q,P ) = zz̃, z ∈ G̃1, (13)

ââèäó ìàëîñòè ïàðàìåòðîâ k, T ïðèâîäèò, êàê è âûøå, ê ðåøåíèþ ìíîãî÷ëåíà îò îäíîé
ïåðåìåííîé îòíîñèòåëüíî ìàëîé ñòåïåíè.

Ïóñòü òåïåðü òðåáóåòñÿ îáðàòèòü ðàññìàòðèâàåìîå ñïàðèâàíèå ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Â
ýòîì ñëó÷àå â ðàññìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿ âõîäÿò íå òîëüêî íåèçâåñòíûå êîîðäèíàòû òî÷êè P ,
ëåæàùèå â Frk , íî è âåëè÷èíû, ïîëó÷åííûå èç íèõ ïðèìåíåíèåì àâòîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà.
Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ íåêîòîðàÿ íîâàÿ ïðîöåäóðà, ñâîäÿùàÿ äàííóþ çàäà÷ó ê ðåøåíèþ
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Èñêëþ÷àÿ ñòåïåíè, ñòàðøå ïåðâîé, ïåðåìåííîé y ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ êðèâîé, ïîëó÷èì

fT,Q(P (x, y)) =
yf11 + f12
yf21 + f22

.

Ïóñòü

yf11 + f12 =
∑

i=0,1,...,S−1;j=0,1

aijx
iyj,

yf21 + f22 =
∑

i=0,1,...,S−1;j=0,1

bijx
iyj.

Òîãäà óðàâíåíèå (13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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k
k0∏
l=0

∑
i=0,1,...,S−1;j=0,1

aijxl
iyl

j = z

k
k0∏
l=0

∑
i=0,1,...,S−1;j=0,1

bijxl
iyl

j, (14)

ãäå xl, yl êîîðäèíàòû òî÷êè P πlk0 . Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷èì

k
k0∏
l=0

∑
i=0,1,...,S−1;j=0,1

aijxl
iyl

j =
∑
ψ

cψψ(x1, y1, . . . , x k
k0

, y k
k0

), (15)

ãäå cψ - âñå ðàçëè÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà
∏

i,j aij
αij , αij ∈ N∪{0},

∑
i,j αij =

k
k0
, à ψ - íåêîòîðûå

ìíîãî÷ëåíû îò 2 k
k0

ïåðåìåííûõ. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïðîèçâåäåíèé (à çíà÷èò è ìíîãî÷ëåíîâ ψ

íå áîëüøå ÷åì C2S−1
k
k0

+2S−1
≤ ( k

k0
+ 2S)2S−1. Êàê óæå íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëîñü (ñì. íàïðèìåð

[10]), ðàâåíñòâî T ≡ rj (mod p) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî T k ≈ p. Îäíàêî, åñëè âûáðàòü S, T
íåáîëüøèìè êîíñòàíòàìè, à k ≈ log p, òî êîëè÷åñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ψ îöåíèòñÿ íåáîëüøîé
âåëè÷èíîé k2S. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (15) è àíàëîãè÷íîå åìó âûðàæåíèå äëÿ ïðàâîé ÷àñòè â
óðàâíåíèå (14), ïîëó÷èì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå îò ïåðåìåííûõ ψ. Çàìåíÿÿ â ðàâåíñòâå
(13) P íà [m]P , à z íà zm äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé m, àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì äðóãèå ëèíåéíûå
îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ äëÿ òåõ æå ïåðåìåííûõ ψ. Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó çà O((log p)6S)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïðåðàöèé ïîëó÷èì âñå ïåðåìåííûå ψ ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé
êîíñòàíòû C. Ïîñêîëüêó f(λ) =

∏
l(λ − xl) ïðè ôèêñèðîâàííîì λ òàêæå èìååò âèä (15),

ìû ïîëó÷èì åãî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà C. Âûáèðàÿ k
k0

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé äëÿ λ,
ïî èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëå Ëàãðàíæà ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí Cf(x) ∈ Frk [x] ñðåäè êîðíåé
êîòîðîãî íàéäåì èñêîìîå íàìè ðåøåíèå.

Îñòàëîñü îöåíèòü âåðîÿòíîñòü ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (13) ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå z̃. Â
ñëó÷àå îáðàùåíèÿ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó (òî åñòü ïðè ôèêñèðîâàííîì Q) èñêîìîå çíà÷åíèå
P ∈ G1 ìîæåò áûòü ¾ñäâèíóòî¿ ïðè ïîìîùè ëþáûõ çíà÷åíèé îñòàëüíûõ êîìïîíåíò ðàçëîæåíèÿ
ãðóïïû E(Frk). Ìîùíîñòü òàêîãî ¾ñäâèãà¿ îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé ♯E(Frk)�♯G1 ≈ rk

r
. Â òîæå

âðåìÿ ìîùíîñòü âîçìîæíûõ z̃ îöåíèâàåòñÿ òàêîé æå âåëè÷èíîé. Ïðè ýòîì, åñëè Q ëåæèò â G2

íàäî êîìïîíåíòû z̃, ëåæàùèå â ïðèìàðíûõ êîìïîíåíòàõ G̃i, i ≥ 2, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòûì
pi èç ðàçëîæåíèÿ ÍÎÄ(♯E(Frk)[N ], rk− 1) (ñì. Òåîðåìó 2) ðàâíûìè åäèíèöå. Â ñëó÷àå, åñëè ìû
ïðèáàâèì ê Q ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó èç ker(π− [r]) ñ íóëåâîé êîìïîíåíòîé, ñîîòâåòñòâóþùåé G2,
ýòîãî îáíóëåíèÿ ìîæíî íå äåëàòü.

Â ñëó÷àå îáðàùåíèÿ óðàâíåíèÿ (13) ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó (òî åñòü ïðè ôèêñèðîâàííîì
P ) èñêîìîå çíà÷åíèå Q ∈ G2 ìîæåò áûòü ¾ñäâèíóòî¿ ïðè ïîìîùè ëþáûõ çíà÷åíèé
îñòàëüíûõ êîìïîíåíò ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû E(Frk) ∩ ker(π − [r]). Ìîùíîñòü òàêîãî ¾ñäâèãà¿

îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé ♯E(Frk)�(♯ ker(π − [1])♯G2) ≈ rk

rp
. Â òîæå âðåìÿ ìîùíîñòü âîçìîæíûõ

z̃ îöåíèâàåòñÿ òàêîé âåëè÷èíîé rk

p
∏
pi
, ãäå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî i ≥ 2, äëÿ êîòîðûõ pi

äåëèò ÍÎÄ(♯E(Frk)[N ], rk − 1), ïîñêîëüêó ïðè P ∈ G1 êîìïîíåíòû z̃, ëåæàùèå â ïðèìàðíûõ
êîìïîíåíòàõ G̃i, i ≥ 2, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòûì pi èç ðàçëîæåíèÿ ÍÎÄ(♯E(Frk)[N ], rk − 1)

(ñì. Òåîðåìó 2) ðàâíû åäèíèöå è êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàçëè÷íûõ z̃ îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé rk

p
∏
pi
,

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî i ≥ 2, äëÿ êîòîðûõ pi äåëèò ÍÎÄ(♯E(Frk)[N ], rk − 1). Òàêèå i äëÿ
íåêîòîðûõ êðèâûõ ñóùåñòâóþò (ñì. òàáë. 3).

Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâóþò êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ ñëó÷àéíûé âûáîð z̃ ïðè îáðàùåíèè
ðàâåíñòâà (13) ìîæåò îêàçàòüñÿ ýôôåêòèâíûì åñëè çíà÷èòåëüíàÿ äîëÿ ñäâèãîâ îáðàçà
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè ñäâèãîâ ïðîîáðàçîâ, îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâåííî G2 è
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G1. Ïîñêîëüêó ìîùíîñòè ýòèõ ñäâèãîâ áëèçêè ýòîìó ìîæåò ïîìåøàòü òîëüêî ¾ñëèïàíèå¿
ñäâèãîâ ïðîîáðàçîâ ðàññìàòðèâàåìîãî ñïàðèâàíèÿ â îäèí ñäâèã îáðàçà. Îäíàêî, ïîñêîëüêó
íàøå ñïàðèâàíèå çàäà¼òñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ìàëîé ñòåïåíè, ýòî íå ìîæåò ïðèâåñòè ê
ñóùåñòâåííîìó ñíèæåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé âåðîÿòíîñòè ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (13).
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