
Теорема Ван Дер Вардена и игры
Всем хорошо и󶝺вестна Теорема ван-дер-Вардена: Пуст󶞄 натурал󶞄ный р󶝶д раскра-

шен в конечное число цветов. Тогда в нем мо󶝹но найти скол󶞄 угодно длинну󶝽 конечну󶝽
одноцветну󶝽 арифметическу󶝽 прогресси󶝽.

Теорема мо󶝹ет быт󶞄 переформулирована следу󶝽щим обра󶝺ом: Пуст󶞄 k и l – натурал󶞄-
ные числа. Существует такое число N(k, l), что дл󶝶 л󶝽бого натурал󶞄ного N > N(k, l)
и л󶝽бого ра󶝺биени󶝶 мно󶝹ества 1, . . . , N на k подмно󶝹еств, одно и󶝺 подмно󶝹еств содер-
󶝹ит арифметическу󶝽 прогресси󶝽 длины l.

Верхниие оценки на числа N(k, l) просто чудовишные. Например, N(k, 3) имеет пор󶝶док
экспонента от экспоненты и т.д. k ра󶝺, дл󶝶 N(k, 4) вместо экспоненты итерируетс󶝶 функци󶝶
N(k, 3) и т.д. (лучшие оценки были получены совсем недавно и неэлементарными метода-
ми). Ни󶝹ние оценки – тол󶞄ко экспоненциал󶞄ные. Этой тореме, в частности, был посв󶝶щен
проект на Летней конференции Турнира Городов в 1995 году, так что ее дока󶝺ател󶞄ство
не 󶝶вл󶝶етс󶝶 нашей цел󶞄󶝽. Сме󶝹ные вопросы над которыми предлагаетс󶝶 подумат󶞄
участникам таковы:

1. Мо󶝹но ли раскрасит󶞄 мно󶝹ество натурал󶞄ных чисел так, чтобы бесконечной одно-
цветной арифметической прогрессии не нашлос󶞄?

2. Дока󶝹ите экспоненциал󶞄ну󶝽 ни󶝹н󶝽󶝽 оценку: N(s, l) > sl/2. Попробуйте построит󶞄
󶝶вну󶝽 конструкци󶝽.

3. Мо󶝹но ли раскрасит󶞄 более половины вершин какого-нибуд󶞄 правил󶞄ного n угол󶞄ника
в чёрный цвет так, что об󶝾единение исходной раскраски и л󶝽бых дес󶝶ти её поворо-
тов не покро󶝽т чёрным цветом все клетки? Постарайтес󶞄 получит󶞄 по-во󶝺мо󶝹ности
лучшие оценки на n, а так󶝹е 󶝶вные конструкции.

Теорема Семереди (она 󶝹е гипоте󶝺а Эрдеша-Турана, поставленна󶝶 в 1936 году) утвер-
󶝹дает, что если A 򸛻 прои󶝺вол󶞄ное подмно󶝹ество натурал󶞄ного р󶝶да и последовател󶞄ност󶞄 an =
A∩{1,...,N}

N имеет предел󶞄ну󶝽 точку отличну󶝽 от нул󶝶 (то ест󶞄 существует подпоследовател󶞄-
ност󶞄 ak1 , . . . , aki , . . . стрем󶝶ща󶝶с󶝶 к точке отличной от нул󶝶), тогда дл󶝶 л󶝽бого натурал󶞄ного
k > 3 мно󶝹ество A содер󶝹ит арифметическу󶝽 прогресси󶝽 длины k. Это один и󶝺 основных ре󶝺ул󶞄-
татов Семереди (полученный в 1975 году), 󶝺а которые он получил преми󶝽 Абел󶝶. Дл󶝶 прогрессий
длинны 3 этот ре󶝺ул󶞄тат получен Клаусом Ротом в 1953 году.

https://ru.wikipedia.org/wiki/Теорема_Семереди.

Один и󶝺 основных ре󶝺ул󶞄татов Теренса Тао 󶝶вилос󶞄 дока󶝺ател󶞄ство того, что среди простых
чисел найдетс󶝶 скол󶞄 угодно длинна󶝶 арифметическа󶝶 прогресси󶝶. Ре󶝺ул󶞄тат И.Д.Шкредова отно-
ситс󶝶 к нахо󶝹дени󶝽 чёрного треугол󶞄ника в квадрате N ×N при раскраске некоторой доли клеток
в черный цвет

(см. http://www.mathnet.ru/php/archive.phtml?wshow=paper&jrnid=im&paperid=912&option_lang=rus).

Наша цел󶞄 – посмотрет󶞄 на эту тематику с игровой точки 󶝺рени󶝶. Во󶝺мо󶝹но, этот ал󶞄тернатив-
ный в󶝺гл󶝶д по󶝺волит лучше пон󶝶т󶞄 вопросы, св󶝶󶝺анные с теоремами Ван-Дер-Вардена и Семереди
и получит󶞄 новые ре󶝺ул󶞄таты, в частности, оценки в теореме Ван-Дер-Вардена.

Сери󶝶 А

1. Двое игра󶝽т в следу󶝽щу󶝽 игру. На бесконечной в обе стороны клетчатой полоске первый
ставит в свободну󶝽 клетку один крестик, второй ставит в 1000 свободных клеток нули. Цел󶞄
первого игрока – со󶝺дат󶞄 арифметическу󶝽 прогресси󶝽 и󶝺 крестиков длины 3, цел󶞄 второго –
ему помешат󶞄.
а) Дока󶝹ите, что у первого игрока существует выигрышна󶝶 стратеги󶝶.
б) Дока󶝹ите, что найдетс󶝶 число n, такое что первый смо󶝹ет гарантированно 󶝺авершит󶞄 игру
󶝺а n ходов.
в) Найдите минимал󶞄ное n в услови󶝶х пункта б).
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г) Пуст󶞄 тепер󶞄 первый и второй игра󶝽т на бесконечной в одну сторону полосе. Найдите
минимал󶞄ное число ходов достаточное дл󶝶 выигрыша первого игрока.

2. Двое игра󶝽т на бесконечной клетчатой плоскости в следу󶝽щу󶝽 игру. Первый ходит кре-
стиком в свободну󶝽 клетку, второй отвечает ему 1000 нул󶝶ми. Цел󶞄 первого – со󶝺дат󶞄 рав-
нобедренный пр󶝶моугол󶞄ный треугол󶞄ник и󶝺 крестиков, катеты которого параллел󶞄ны ос󶝶м
координат. Цел󶞄 второго – помешат󶞄 ему.
а) Дока󶝹ите, что у первого игрока существует выигрышна󶝶 стратеги󶝶
б) Найдите минимал󶞄но число ходов необходимое дл󶝶 гарантированного выигрыша первого.

3. Смо󶝹ет ли первый со󶝺дат󶞄 арифметическу󶝽 прогресси󶝽 длины 4 в услови󶝶х 󶝺адачи 1?

4. В услови󶝶х 󶝺адачи 2 мо󶝹ет ли первый построит󶞄 квадрат?

5. Пуст󶞄 в игре на полоске первый ставит один крестик, а второй отвечает ему n ноликами.
Мо󶝹ет ли первый со󶝺дат󶞄 арифметическу󶝽 прогресси󶝽 длины k?

6. Оцените минимал󶞄ное число ходов необходимое дл󶝶 выигрыша первого в предыдущей 󶝺адаче.

7. Тепер󶞄 два игрока игра󶝽т в игру на плоскости. Первый ставит одну красну󶝽 точку, второй
отвечает k синими. Дока󶝹ите, что дл󶝶 л󶝽бого набора и󶝺 n точек F , первый смо󶝹ет со󶝺дат󶞄
фигуру F ′ подобну󶝽 F (то ест󶞄 получа󶝽щу󶝽с󶝶 и󶝺 F компо󶝺ицией гомотетии и параллел󶞄ного
переноса), все вершины которой красные.

Сери󶝶 Б
Обобщенна󶝶 теорема ван-дер-Вардена: Пуст󶞄 рационал󶞄ные точки плоскости раскрашены

в конечное число цветов. Тогда дл󶝶 л󶝽бой фигуры M состо󶝶щей и󶝺 конечного числа рационал󶞄-
ных точек, мо󶝹но найти одноцветну󶝽 фигуру M ′ подобну󶝽 M (то ест󶞄 получа󶝽щу󶝽с󶝶 и󶝺 M
компо󶝺ицией гомотетии и параллел󶞄ного переноса) состо󶝶щу󶝽 и󶝺 рационал󶞄ных точек.

1. Дока󶝹ите, что в формулировке обобщенной теоремы Ван-Дер-Вардена пон󶝶тие подобного
мно󶝹ества нел󶞄󶝺󶝶 󶝺аменит󶞄 на пон󶝶тие конгруэнтного (или равного согласно терминологии
современной школ󶞄ной программы). Иными словами, одноцветного мно󶝹ества, конгруэнтного
мно󶝹еству M мо󶝹ет и не найтис󶞄.
(*) А что если рассмотрет󶞄 группу преобра󶝺ований, сохран󶝶󶝽щих площад󶞄 или гиперболиче-
ских поворотов (а именно, преобра󶝺ований, с󶝹има󶝽щих одну ос󶞄 координат OX и раст󶝶ги-
ва󶝽щих другу󶝽 OY в одно и то 󶝹е число ра󶝺)?

2. Рационал󶞄ные точки плоскости раскрашены в нескол󶞄ко цветов. Дока󶝺ат󶞄, что найдетс󶝶 пр󶝶-
моугол󶞄ный треугол󶞄ник, с катетами, параллел󶞄ными ос󶝶м координат c одноцветными вер-
шинами. (При решении этой 󶝺адачи ра󶝺решено пол󶞄󶝺оват󶞄с󶝶 теоремой Ван-Дер-Вардена).

3. (** решение этой 󶝺адачи неи󶝺вестно) В услови󶝶х предыдущей 󶝺адачи дока󶝹ите, что найдетс󶝶
одноцветный пр󶝶моугол󶞄ник площади 1 c одноцветными вершинами.
На󶝺овем симплекс в n-мерном пространстве стандартным если у него ест󶞄 n ребер, парал-
лел󶞄ным ос󶝶м координат.

4. Рационал󶞄ные точки n-мерного пространства раскрашены в нескол󶞄ко цветов. Дока󶝺ат󶞄, что
найдетс󶝶 стандартный симплекс c одноцветными вершинами. (При решении этой 󶝺адачи ра󶝺-
решено пол󶞄󶝺оват󶞄с󶝶 теоремой Ван-Дер-Вардена).

5. Сформулируйте и дока󶝹ите игрову󶝽 форму предыдущих пунктов.
Втора󶝶 󶝺адача в этой серии в игровой форме становитс󶝶 у󶝹е под󶝾емной. В этой св󶝶󶝺и во󶝺ни-
кает вопрос:

6. (*) Сформулируйте и решите игрову󶝽 форму 󶝺адачи об обра󶝺е данного конечного мно󶝹ества
под действием гиперболических поворотов.

Сери󶝶 В
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1. Имеетс󶝶 неограниченное количество играл󶞄ных досок 8 × 8. Первый своим ходом ставит 2
фишки на л󶝽бые и󶝺 них, второй отвечает постановкой одной черной фишки на л󶝽бу󶝽 и󶝺
досок.
а) Мо󶝹ет ли первый гарантированно 󶝺амостит󶞄 одну и󶝺 досок?
б) 󶝿а какое наимен󶞄шее число ходов первый смо󶝹ет это сделат󶞄?

2. Двое игра󶝽т в крестики – нолики на бесконечной в одну сторону клетчатой полоске. Первый
ходит двум󶝶 крестиками, второй отвечает ноликом. Мо󶝹ет ли первый получит󶞄 100 крестиков
идущих подр󶝶д?

3. Мо󶝹ет ли первый в услови󶝶х первой 󶝺адачи добит󶞄с󶝶 этого 󶝺а 245 ходов?

4. А 󶝺а 290 хода?

Сери󶝶 Г
Двое худо󶝹ников игра󶝽т в следу󶝽щу󶝽 игру. Первый ставит на плоскости точку и соедин󶝶ет с

нескол󶞄кими поставленными ранее. При этом пересекат󶞄 ранее проведенные дуги нел󶞄󶝺󶝶. Второй
красит поставленну󶝽 первым точку так, чтобы никакие две одноцветные точки не были соединены
дугой.

1. Мо󶝹ет ли первый 󶝺аставит󶞄 второго испол󶞄󶝺оват󶞄 более n цветов?

2. Мо󶝹ет ли первый достич󶞄 этого 󶝺а полиномиал󶞄ное число ходов (от n)?

3. Нарисовано дерево. Двое по очереди крас󶝶т вершины так, чтобы соседние вершины были
раскрашены в ра󶝺ные цвета. Мо󶝹ет ли первый 󶝺аставит󶞄 второго испол󶞄󶝺оват󶞄 более четырех
цветов?

4. Мо󶝹ет ли первый, в услови󶝶х предыдущей 󶝺адачи, 󶝺аставит󶞄 второго испол󶞄󶝺оват󶞄 более трех
цветов?

5. Имеетс󶝶 двудол󶞄ный граф G. Двое по очереди крас󶝶т его вершины так, чтобы соседние вер-
шины были раскрашены в ра󶝺ные цвета. При этом второй игрок стараетс󶝶 испол󶞄󶝺оват󶞄 как
мо󶝹но мен󶞄ше цветов, а первый хочет 󶝺аставит󶞄 его испол󶞄󶝺оват󶞄 как мо󶝹но бол󶞄ше цве-
тов. Верно ли, что при л󶝽бом натурал󶞄ном N двудол󶞄ный граф G мо󶝹но подобрат󶞄 так, что
второму не хватит N цветов?

Сери󶝶 Д

1. Дан полный граф на n вершинах. Двое по очереди крас󶝶т его рёбра. Первый красит одно
ребро красным, второй красит 100 ребер в синий цвет, и так повтор󶝶етс󶝶, пока все рёбра не
будут покрашены. Мо󶝹ет ли первый при достаточно бол󶞄ших n добит󶞄с󶝶 по󶝶влени󶝶 полного
подграфа со 100 вершинами и всеми красными рёбрами?

2. В красный цвет раскрашены 99% рёбер полного графа и󶝺 n вершин. Верно ли, что при до-
статочно бол󶞄шом n найдётс󶝶 полный подграф и󶝺 1000 вершин с ребрами красного цвета?

3. Ка󶝹дое k-элементное подмно󶝹ество мно󶝹ества {1, . . . , n} раскрашено в один и󶝺 s цветов
(например, при k = 2 получаем раскраску рёбер полного графа на n вершинах). Дока󶝹ите,
что при достаточно бол󶞄шом n найдётс󶝶 такое подмно󶝹ество U ⊂ {1, . . . , n}, что все его k-
элементные подмно󶝹ества – одного и того 󶝹е цвета, причём если x –минимал󶞄ный элемент
и󶝺 U , то число элементов в U не мен󶞄ше exp(x) + s.
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