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Рассматривается смешанная задача для В-гиперболического урав-
нения с интегральным условием второго рода и доказывается единствен-
ность ее решения. Решение задачи получено в явном виде. 

Введение 
Нелокальные задачи с интегральными условиями для гиперболиче-

ских уравнений активно изучаются с начала 90-х годов. Выделяют два 
класса задач: задачи, в которых интегральное условие задается вдоль ха-
рактеристик, и смешанные задачи с классическими начальными данными и 
нелокальными условиями вместо стандартных граничных условий. Данная 
работа посвящена исследованию смешанной задачи для гиперболического 
уравнения с оператором Бесселя с интегральным условием второго рода. 

Смешанные задачи с интегральными условиями были рассмотрены 
в работах Д.Г. Гордезиани и Г.А. Авалишвили, А. Бузиани, 
Л.С. Пулькиной и других авторов. Многие классические методы не всегда 
применимы к исследованию нелокальных задач с интегральными условия-
ми. А потому вопрос разработки методов исследования таких задач остает-
ся актуальным в настоящее время. 

Результаты настоящей работы являются продолжением исследова-
ний смешанных задач с нелокальными интегральными условиями для ги-
перболических уравнений. 

Постановка смешанной задачи  
с интегральным условием второго рода 

Пусть   , 0 ,0G x t x l t T      – прямоугольная область в коор-

динатной плоскости Oxt,   0 , 0,0x t x t T     . 

В области G рассмотрим В-гиперболическое уравнение вида 
2

2 0B x
UU B U
t


  


 ,   (1) 
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где 
2

2
k k

x
kB x x

x x x x x
            

 – оператор Бесселя. 

Постановка задачи: требуется найти функцию  ,U x t , удовлетво-
ряющую условиям: 

       2 1
0,U x t C G C G C G    ,   (2) 

 , 0BU x t  ,    ,x t G ,    (3) 

0

0
x

U
x 





,      (4) 

 0t
U x


 ,    0t t

U x

 ,   0 x l  ,  (5) 

   
0

, , 0
l

kU l t U x t x dx  ,   0t  ,    (6) 

где  x  и  x  – заданные, достаточно гладкие функции, удовлетворя-
ющие условиям согласования: 

   
0

0
l

kl x x dx   ,     
0

0
l

kl x x dx   .  (7) 

Единственность решения смешанной задачи (2)–(6) 
Теорема 1. Смешанная задача (2)–(6) с интегральным условием (6) 

не может иметь более одного решения. 
Доказательство. Докажем теорему методом от противного. Пусть 

1U  и 2U  – два предполагаемых решения задачи (2)–(6). Тогда их разность 

1 2U U    удовлетворяет условиям (2)–(4) задачи (2)–(6), однородным 
начальным условиям 

0
0

t



 , 0

0t t



     ( 05 ) 

и однородному интегральному условию 

   
0

, , 0
l

kl t x t x dx   .   ( 06 ) 

Нетрудно проверить, что имеет место тождество 
2 21

2
k k k

t B
V V V Vx V V x x

t t x x t x

                                    
 . 

Полагая в этом тождестве V  , с учетом того, что   является ре-
шением уравнения (1), получим 

2 21
2

k kx x
t t x x t x

                                      
.  
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Интегрируя последнее тождество по x на отрезке  0, l , имеем 

     1 , ,
2

k
t xE t l l t l t

t
 




,   (8) 

где  

 
2 2

0

l
kE t x dx

t x
                 

 .   (9) 

Уравнение (1) представим в виде: k k
tt x x

x x
        

. Теперь умно-

жим его на kx  и проинтегрируем на отрезке  0, l . В результате получим: 

 
0

,l
k k

tt

l t
x dx l

x






 .   (10) 

Продифференцируем два раза по t условие ( 06 ). В результате получим 

   
0

, , 0
l

k
tt ttl t x t x dx   ,   (11) 

откуда 

   
0

, ,
l

k
tt ttx t x dx l t   .   (12) 

Заменяя в формуле (10) интеграл на его значение из (12), получим 
   , ,k

x ttl l t l t    или 

   , ,k
x ttl t l l t   .   (13) 

Теперь заменим в формуле (8) функции  E t  и  ,x l t  на их значе-
ния из (9) и (13), получаем:  

   
2 2

0

1 , ,
2

l
k

t ttx dx l t l t
t t x

   
                   
  

или   
2 2

2

0

1 1 , 0
2 2

l
k

tx dx l t
t t x t

  
                     
 , откуда: 

  
2 2

2

0

, 0
l

k
tx dx l t

t t x
  

                        
 . 

Из последнего равенства следует, что 

  
2 2

2
1

0

,
l

k
tx dx l t c const

t x
  

                  
 .  (14) 
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Полагая в (14) 0t  , с учетом начальных условий ( 05 ), получаем 

1 0c  , а значит, 

  
2 2

2

0

, 0
l

k
tx dx l t

t x
  

                 
 , 

откуда делаем вывод, что 0
t




 и 0

x




. Следовательно,  ,x t c  . Из 

этого равенства и начальных условий ( 05 ) следует, что 0c  , а значит, 
0   и 1 2U U . Теорема доказана. 

Решение смешанной задачи с интегральным  
условием второго рода методом Фурье – Бесселя 

Решение задачи (2)–(6) ищем в виде 
     ,U x t X x T t ,  (15) 

где X и T – пока неопределенные функции. Их найдем из требования, чтобы 
функция (15) удовлетворяла уравнению (3) и граничным условиям (4) и (6). 
С этой целью подставим функцию (15) в уравнение (3) и условия (4) и (6). 

kXT X X T
x

     
 

,    (16) 

 0 0X T  ,      (17) 

   
0

0
l

kX l X x x dx T
 

  
 

 .    (18) 

Разделяя переменные в уравнении (16) и сокращая на T равенства 
(17) и (18), имеем 

2 0T T   ,      (19) 
2 0kX X X

x
    ,     (20) 

 0 0X   ,      (21) 

   
0

0
l

kX l X x x dx  .     (22) 

Общее решение уравнения (20), удовлетворяющее условию (21), 
было получено [2] и имеет вид 

 
1

2
1

2

k

kX x J x


 .     (23) 

Подставляя (23) в граничное условие (22), получим 
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   
1 1

2 2
1 1

2 20

0
lk k

k kl J l J x x dx 
 

   .   (24) 

Известно [1], что 
   1 1

1
p p

p px J x dx x J x c 
  .   (25) 

Тогда в (24) с учетом (25) и формул Ньютона – Лейбница получим 

     
1 1

2 2
1 1

2 20

l k k

k kJ x x dx l J l  
 

  .   (26) 

Заменяя в (24) интеграл на его значение из (26), будем иметь 

     
1 1

2 2
1 1

2 2

0
k k

k kl J l l J l  
 

   .   (27) 

Производя в (27) замену переменной l  , получим 

     
1 1

2 2
1 1

2 2

0
k k

k kl J J  
 

   .   (28) 

Пусть 1 2, ,..., ,...n    – положительные корни уравнения (28), распо-

ложенные в порядке возрастания. Тогда числа 1 2, ,..., ,...n

l l l
 

 определяют 

собственные значения спектральной задачи. 

Полагая в (23) n

l


  , получим соответствующие собственные 

функции 
1

2
1

2

, 1,2,...
k

n
n k

xX x J n
l



   
 

 .   (29) 

Известно [1], что система функций 1
2

n
k

xJ
l




  
  

  
 ортогональна с ве-

сом x в промежутке [0,l]. Поэтому система собственных функций (29) ор-
тогональна с весом kx  в этом промежутке, то есть 

1 2 1 2

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 20 0

0
l lk k

n n n nk
k k k k

x x x x
x J x J x dx xJ J dx

l l l l
    

   

       
        

       
  . (30) 

Также известно [1], что система функций 1
2

n
k

xJ
l




  
  

  
 полна в про-

странстве   2 0, ,L l x  и для них имеет место соотношение 

 2 2
1 1

2 20

1
2

l
n

k k n
xxJ dx J

l


 
   
  . Отсюда следует, что система собственных 
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функций (29) полна в пространстве   2 0, , kL l x  и для функций этой си-
стемы имеет место соотношение 

 1 2 2 2
1 1 1

2 2 20 0

1
2

l l
k kn n

k k k n
x xx J x dx xJ dx J

l l
 


  
       
     . (31) 

Поэтому любая функция  f x  из   2 0, , kL l x  может быть разло-
жена в ряд Фурье – Бесселя по системе собственных функций (29) 

 
1

2
1

1 2

k
n

n k
n

xf x x J
l








   
 

 ,    (32) 

коэффициенты которого определяются по формуле 

   
1

2
12

1 20
2

2 l k
n

n k n
k n

xf x J x dx f
J l











   
  .   (33) 

Полагая в (19) 
2

2
2
n

l


  , получим 
2

2 0.n
n nT T

l
   Общее решение это-

го уравнения имеет вид 

cos sin , 1,2,...n n
n n n

t tT a b n
l l
 

    . 

Таким образом, система частных решений уравнения (3), удовле-
творяющих условиям (4) и (6), определяется по формуле 

1
2

1
2

cos sin , 1,2,...
k

n n n
n k n n

x t tU x J a b n
l l l
  


      
  

 . (34) 

Решение задачи (2)–(6) ищем в виде 

 
1

2
1

1 2

, cos sin
k

n n n
k n n

n

x t tU x t x J a b
l l l
  




     
  

 , (35) 

где na  и nb  – пока неопределенные коэффициенты. Их найдем из требования, 
чтобы функция  ,U x t , определяемая рядом (35), удовлетворяла начальным 
условиям (5). С этой целью подставим ее в эти начальные условия: 

   
1

2
1

1 2

,0
k

n
n k

n

xU x a x J x
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Ряды (36) и (37) представляют собой разложения функций  x  и 

 x  в ряды Фурье – Бесселя по системе собственных функций (29). В си-
лу (33) коэффициенты этих разложений могут быть найдены по формулам 
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Заменяя в (35) коэффициенты na  и nb  на их значения из (38) и (39), 
получим решение задачи (2)–(6): 
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1 2

, cos sin
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l l l
  

 





     
  

 .  (40) 

Согласно асимптотическим формулам для функции Бесселя [1], по 
признаку Вейерштрасса можно показать [2], что ряд (40) сходится равно-
мерно в области G , а также что    1,U x t C G . Таким образом, доказана 
следующая теорема. 

Теорема 2. Если функции  2
0, 0,C l    и удовлетворяют условиям 

(7), то смешанная задача (2)–(6) однозначно разрешима и это решение 
определяется рядом (40). 
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The article deals with a mixed problem for a B-hyperbolic equation with 
integral condition of the second kind and proves uniqueness of the solution. The 
solution of the problem is obtained in explicit form. 


