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ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîì
Ëè ïðè ôèêñèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè â êà÷åñòâå áàçû è
ôèêñèðîâàííîé êîíå÷íî ìåðíîé àëãåáðå Ëè, â êà÷åñòâå ñëîÿ
ïðèñîåäèíåííîãî ê òðàíçèòèâíîìó àëãåáðîèäó Ëè
ðàññëîåíèÿ.
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Åùå â êíèãå Ìàêêåíçè

K.C.H. Mackenzie.
General Theory of Lie Groupoids and Lie Algebroids.
Cambridge University Press, 2005.

áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ðàññëîåíèå L ñ òèïè÷íûì ñëîåì
êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè g è ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé
àâòîìîðôèçìîâ ýòîãî ñëîÿ äîïóñêàåò êàïëèíã ] ñ
êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì TM ìíîãîîáðàçèÿ M , òî òîãäà
òàêîå ðàññëîåíèå L ðàñøèðÿåòñÿ äî òðàíçèòèâíîãî
àëãåáðîèäà Ëè, ó êîòîðîãî äàííîå ðàññëîåíèå L
ïðèñîåäèíåíî ê ïîëó÷åííîìó àëãåáðîèäó Ëè, ïðè óñëîâèè
òðèâèàëüíîñòè ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè â âèäå òðåõìåðíîãî
êëàññà êîãîìîëîãèé obs(]) ∈ H3(M ;ZL) ñ êîýôôèöèåíòàìè â
ïëîñêîì ðàññëîåíèè ZL .

À.Ñ.Ìèùåíêî (Ìîñêâà) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè.



Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Àííîòàöèÿ

Äëÿ çàâåðøåíèÿ ãîìîòîïè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè
òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè íóæíî ðåøèòü ñëåäóþùèå äâå
çàäà÷è:

Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â
ãîìîòîïè÷åñêèõ òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ êàïëèíãà äëÿ
çàäàííîãî ðàññëîåíèÿ L,

Îïèñàòü óñëîâèÿ òðèâèàëüíîñòè ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè.

Îáå ýòè çàäà÷è â êíèãå Ìàêêåíçè ([1]) íå ñòàâèëèñü è íå
îáñóæäàëèñü. Äîêëàä ïîñâÿùåí ðåøåíèþ
ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷.
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Ïåðâàÿ çàäà÷à ðåøåíà ïîëíîñòüþ:

Xiaoyu Li, A.S. Mishchenko Classi�cation of Couplings for

Transitive Lie Algebroids, Doklady Mathematics, Maik
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91, No.1, p. 84-86, 2015
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Â ðàìêàõ âòîðîé çàäà÷è î âû÷èñëåíèè ïðåïÿòñòâèÿ
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Xiaoyu Li, A.S. Mishchenko, V.Gasimov Mackenzie

obstruction for the existence of a transitive Lie algebroid,

Russian Journal of Mathematical Physics, Maik
Nauka/Interperiodica Publishing (Russian Federation), t.
21, No.4, p. 544-548, 2014

Xiaoyu Li, A.S. Mishchenko, Leanh Nguyen Some results on

the Mackenzie obstruction for transitive Lie algebroids,

Preprint of joint scienti�c project No: 71NC
/2015/VNCCCT on the VIASM (Vietnam Institute for
Advanced Study in Mathematics), 2016
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Â çàêëþ÷åíèå ìû îáñóæäàåì êîíå÷íîìåðíûé àíàëîã
îïèñàíèÿ ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè êàê çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ
ðàñøèðåíèÿ êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè ïðè ïîìîùè äðóãîé
àëãåáðû Ëè. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåïÿòñòâèå òîæå ÿâëÿåòñÿ
3-õ ìåðíûì êëàññîì êîãîìîëîãèé è áûëî âïåðâûå
ðàññìîòðåíî Õîõøèëüäîì â 1954 ã.

Hochschild, G., Cohomology Classes of Finite Type and

Finite Dimensional Kernels for Lie Algebras, "Amer. J.
Math. 1954, v. 76, No. 4, p. 763-778.
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Áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé òàêîãî ðàñøèðåíèÿ áûë èçó÷åí â
äèññåðòàöèè Âàëàñà

W.Walas Algebry Liego-Rineharta i pierwsze klasy

charakterystyczne. Praca doktorska napisana pod
kierunkiem dra hab. Jana Kubarskiego prof. Politechniki
Lódzkiej, Politechnika Lódzka, Institut Matematyki, Lódź,
2007.
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Ïîä àëãåáðîèäîì Ëè ìû áóäåì ïîíèìàòü êîíå÷íîìåðíîå
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E →M íàä ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì
M âìåñòå ñ åãî ãîìîìîðôèçìîì a : E → TM â êàñàòåëüíîå
ðàññëîåíèå TM , íàçûâàåìûì àíêîðîì,

E
a //

��

TM

��
M =

//M.
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Ïðîñòðàíñòâî Γ∞(E) ãëàäêèõ ñå÷åíèé ñíàáæåíî
äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé, êîììóòàòîðíîé ñêîáêîé {•, •} ,
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò åñòåñòâåííûì ñâîéñòâàì ñòðóêòóðû
áåñêîíå÷íî ìåðíîé àëãåáðû Ëè, à òàêæå òîæäåñòâó
Ëåéáíèöà ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ñå÷åíèÿ íà
ãëàäêóþ ôóíêöèþ:

Äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ ñå÷åíèé σ, τ ∈ Γ∞(A;M) è ãëàäêîé
ôóíêöèè f ∈ C∞(M) èìååò ìåñòî òîæäåñòâî Ëåéáíèöà

[σ, fτ ] = f [σ, τ ] + a(σ)(f)τ.
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Àíêîð ïðè ýòîì èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì àëãåáðû Ëè
Γ∞(E) â àëãåáðó Ëè Γ∞(TM) âåêòîðíûõ ïîëåé íà
ìíîãîîáðàçèè M :

a : Γ∞(A;M)→ Γ∞(TM ;M)
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Ïðèìåðàìè àëãåáðîèäîâ Ëè ñëóæèò ñàìî êàñàòåëüíîå
ðàññëîåíèå TM , ðàññëîåíèå D(L) âñåõ êîâàðèàíòíûõ
äèôôåðåíöèðîâàíèé ãëàäêèõ ñå÷åíèé Γ∞(L) ëþáîãî
êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ L íàä ãëàäêèì
ìíîãîîáðàçèåì M , à òàêæå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå
ïðîèçâîëüíîãî ãëàäêîãî ñëîåíèÿ F íà ìíîãîîáðàçèè M áåç
îñîáûõ òî÷åê. Â ñëó÷àå, êîãäà àíêîð a ÿâëÿåòñÿ ïîñëîéíî
ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, àëãåáðîèä Ëè íàçûâàåòñÿ
òðàíçèòèâíûì.
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Òðàíçèòèâíûå àëãåáðîèäû Ëè îáëàäàþò òàêèìè
ñïåöèôè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñìîòðåòü
íà òðàíçèòèâíûå àëãåáðîèäû Ëè êàê íà ýëåìåíòû îáúåêòîâ
ãîìîòîïè÷åñêîãî ôóíêòîðà. Ãðóáî ãîâîðÿ, êàæäûé
òðàíçèòèâíûé àëãåáðîèä Ëè ìîæåò îïèñûâàòüñÿ â âèäå
âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì ê
ìíîãîîáðàçèþ, êîòîðîå îñíàùåíî äîïîëíèòåëüíîé
ñòðóêòóðîé.

À.Ñ.Ìèùåíêî (Ìîñêâà) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè.



Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå
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Â öåëîì ïðîãðàììà èññëåäîâàíèé ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê
ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîì
Ëè ïðè ôèêñèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè â êà÷åñòâå áàçû è
ôèêñèðîâàííîé êîíå÷íî ìåðíîé àëãåáðå Ëè, â êà÷åñòâå ñëîÿ
ïðèñîåäèíåííîãî ê òðàíçèòèâíîìó àëãåáðîèäó Ëè
ðàññëîåíèÿ.
Òðàíçèòèâíûå àëãåáðîèäû Ëè äåòàëüíî èññëåäîâàëèñü â
êíèãå Ê.Ìàêêåíçè.
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Â ÷àñòíîñòè, òàì ïîêàçàíî, ÷òî ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ
ìíîãîîáðàçèé ïîðîæäàþò îáðàòíûé îáðàç (pullback)
òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè, êîòîðûé çàâèñèò òîëüêî îò
ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà îòîáðàæåíèÿ. Èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ
âûòåêàåò, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè
ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ôèíàëüíûõ îáúåêòîâ äëÿ êàæäîé
ôèêñèðîâàííîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè g ,
ïðèñîåäèíåííîé ê òðàíçèòèâíîìó àëãåáðîèäó Ëè, à ñàìà
êëàññèôèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêîé. È õîòÿ ýòî
åñòåñòâåííîå íàáëþäåíèå î÷åâèäíî, ñàìî ïîñòðîåíèå
ôèíàëüíûõ îáúåêòîâ äî ñèõ ïîð íå áûëî ïðîâåäåíî.
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Â êíèãå Ìàêêåíçè ([1])

Mackenzie, K.C.H., General Theory of Lie Groupoids and Lie

Algebroids, Cambridge University Press,(2005)
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ðàññëîåíèå L ñî ñëîåì
êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè g è ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé
àâòîìîðôèçìîâ ýòîãî ñëîÿ äîïóñêàåò êàïëèíã ] ñ
êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì TM ìíîãîîáðàçèÿ M,
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òî ïðè íàëè÷èè êàïëèíãà òàêîå ðàññëîåíèå L ðàñøèðÿåòñÿ äî
òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè, ó êîòîðîãî äàííîå ðàññëîåíèå
L ïðèñîåäèíåíî ê ïîëó÷åííîìó àëãåáðîèäó Ëè, ïðè óñëîâèè
òðèâèàëüíîñòè ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè â âèäå òðåõìåðíîãî
êëàññà êîãîìîëîãèé obs(]) ∈ H3(M ;ZL) ñ êîýôôèöèåíòàìè â
ïëîñêîì ðàññëîåíèè ZL .
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ ãîìîòîïè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè
òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè íàäî ðåøèòü äâå çàäà÷è:
1) Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ êàïëèíãà äëÿ çàäàííîãî ðàññëîåíèÿ L è
2) îïèñàòü óñëîâèÿ òðèâèàëüíîñòè ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè.
Îáå ýòè çàäà÷è â êíèãå Ìàêêåíçè íå ñòàâèëèñü è íå
îáñóæäàëèñü.
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Äîêëàä ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ ãðóïïû
èññëåäîâàòåëåé ïî òðàíçèòèâíûì àëãåáðîèäàì Ëè. Ýòà
ïðîãðàììà áûëà èíèöèèðîâàíà áåçâðåìåííî óøåäøèì
ïðîôåññîðîì ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà â Ëîäçè
(Ïîëüøà) ßíîì Êóáàðñêè, êîòîðûé ñîâìåñòíî ñ àâòîðîì
íà÷àë èçó÷åíèå ñèãíàòóð òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè â
2003 ãîäó.
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Ìû äîêàçûâàåì ([1], [2], [3]),

Xiaoyu Li, Alexander S. Mishchenko The Existence of

Coupling in the Category of Transitive Lie Algebroid, ArXiv

e-prints, 1306.5449, 2013, p. 1-8

Xiaoyu Li, Alexander S. Mishchenko Description of coupling

in the category of transitive Lie algebroids, ArXiv e-prints,

1310.5824, 2013, p. 1-13

Ñÿîþ Ëè, À.Ñ.Ìèùåíêî Êëàññèôèêàöèÿ êàïëèíãîâ äëÿ

òðàíçèòèâíûõ àäãåáðîèäîâ Ëè Äîêëàäû ÐÀÍ, Òîì 460,
� 5, ñ. 517-519, 2014
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÷òî ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ
ôèíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â âèäå êëàññèôèöèðóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà BG , ãäå G åñòü ãðóïïà Aut(g) âñåõ
àâòîìîðôèçìîâ ïðèñîåäèíåííîé àëãåáðû Ëè g ñ áîëåå
òîíêîé, ÷åì êëàññè÷åñêàÿ, òîïîëîãèåé. Â ÷àñòíîñòè, òàêîé
ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðåøèòü îäèí èç ñóùåñòâåííûõ âîïðîñîâ
äëÿ êëàññèôèêàöèè òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè, à
èìåííî, îïèñàòü âñå êàïëèíãè ìåæäó êàñàòåëüíûì
ðàññëîåíèåì ê ìíîãîîáðàçèþ è âåêòîðíîìó ðàññëîåíèþ
êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè (LAB), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
áàçîâûì îáúåêòîì ïðè êëàññèôèêàöèè òðàíçèòèâíûõ
àëãåáðîèäîâ Ëè â ñìûñëå Ìàêêåíçè.
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Äðóãàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ ïðè ýòîì åñòåñòâåííî âîçíèêàåò,
ýòî êîíêðåòíîå âû÷èñëåíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè â âèäå
òðåõìåðíîãî êëàññà êîãîìîëîãèé äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè, êîòîðóþ ìû ðåøàåì, ïî
êðàéíåé ìåðå, ÷àñòè÷íî.
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Âñÿ ýòà ïðîãðàììà àêòèâíî ðàçâèâàëàñü êîëëàáîðàöèåé, â
êîòîðîé ó÷àñòâîâàëè ñëåäóþùèé ìàòåìàòèêè: Âàãèô
Àëè-Ìóõòàð Îãëû Êàñèìîâ (Áàêèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, Àçåðáàéäæàí), Ñÿîþ Ëè (Õàðáèíñêèé
òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò, Êèòàé), À.Ñ.Ìèùåíêî
(Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâííûé óíèâåðñòåò èì.
Ì.È.Ëîìîíîñîâà), Ëå Àíü Íãóåí (Íàöèîíàëüíûé
óíèâåðñèòåò ãðàæäàíñêîé èíæåíåðèè, Âüåòíàì), Æîçå
Ðèáåéðî Îëèâåéðà (Óíèâåðèñòåò â Áðàãå, Ïîðòóãàëèÿ),
Ðîáåðò Âîëàê (ßãåëëîíñêèé óíèâåðèñèòåò, Ïîëüøà)([?]� [2]).

À.Ñ.Ìèùåíêî (Ìîñêâà) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè.



Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå
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Áåç ó÷àñòèÿ âñåõ ÷ëåíîâ êîëëàáîðàöèè âðÿä ëè áûëî
âîçìîæíûì ðåøåíèå êëþ÷åâûõ ïðîáëåì ïðîãðàììû è
ôîðìóëèðîâêè îñòàâøèõñÿ âîïðîñîâ.
Äîêëàä ïîñâÿùåí ðåøåíèþ ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷.
Ïåðâàÿ çàäà÷à ðåøåíà ïîëíîñòüþ ([1], [2], [3], [1], [2]). Â
ðàìêàõ âòîðîé çàäà÷è î âû÷èñëåíèè ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
ïîêàçàíà åãî ôóíêòîðèàëüíîñòü ([1])è ïîêàçàíà åãî
òðèâèàëüíîñòü â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ([1],[2]).
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè èç êíèãè Ìàêêåíçè [1], ïîä
àëãåáðàè÷åñêèì àëãåáðîèäîì Ëè ìû áóäåì ïîíèìàòü
êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèÿ E íàä ìíîãîîáðàçèåì
M âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé â ïðîñòðàíñòâå
ãëàäêèõ ñå÷åíèé Γ∞(M,E) ðàññëîåíèÿ E . Ýòà ñòðóêòóðà
ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðíîé ñêîáêîé {•, •} íà áåñêîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ñå÷åíèé Γ∞(M,E) .
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Êîììóòàòîðíàÿ ñêîáêà {•, •} çàäàåò íà ïðîñòðàíñòâå
Γ∞(M,E) ñòðóêòóðó áåñêîíå÷íîé àëãåáðû Ëè. Äðóãèìè
ñëîâàìè, êîììóòàòîðíàÿ ñêîáêà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

Êîñàÿ êîììóòàòèâíîñòü êîììóòàòîðíîé ñêîáêè: äëÿ
ëþáûõ äâóõ ñå÷åíèé σ1, σ2 ∈ Γ∞(E) èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå

{σ1, σ2} = −{σ2, σ1} ∈ Γ∞(E), (1)

Áèëèíåéíîñòü êîììóòàòîðíîé ñêîáêè: äëÿ òðåõ ñå÷åíèé
σ1, σ2, σ3 ∈ Γ∞(E) è ïàðû ÷èñåë λ1, λ2 èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå

{λ1σ1 + λ2σ2, σ3} = λ1{σ1, σ3}+ λ2{σ2, σ3}. (2)
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Òîæäåñòâî ßêîáè: äëÿ òðåõ ñå÷åíèé σ1, σ2, σ3 ∈ Γ∞(E)
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

{σ1, {σ2, σ3}}+ {σ3, {σ1, σ2}}+ {σ2, {σ3, σ1}} = 0, (3)

Òîæäåñòâî ßêîáè ïîëåçíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðàâèëî
Ëåéáíèöà ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ {•, •} ,
ò.å. ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

adσ1(σ2) = {σ1, σ2}.
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Íàäî çàìåíèòü ñêîáêó {•, •} , íà îïåðàòîð

adσ1(σ2) = {σ1, σ2}

â òîæäåñòâå ßêîáè

{σ1, {σ2, σ3}} = {{σ1, σ2}, σ3}+ {σ2, {σ1, σ3}} = 0, (4)

ò.å.

adσ1({σ2, σ3}) = {adσ1(σ2), σ3}+ {σ2,adσ1(σ3)} = 0. (5)
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Âîîáùå, åñëè çàäàíà äâóõìåñòíàÿ îïåðàöèÿ òèïà
〈•, •〉 : E1 × E2−→E3 , òî îïåðàöèÿ Ai : Ei−→Ei íàçûâàåòñÿ
îïåðàöèåé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èëè äåðèâàöèåé ïî
îòíîøåíèþ ê äâóìåñòíîé îïåðàöèè 〈•, •〉 , åñëè âûïîëíåíî
ïðàâèëî Ëåéáíèöà

A3〈u, v〉 = 〈A1u, v〉+ 〈u,A2v〉, u ∈ E1, v ∈ E2.
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Â íàøåì ñëó÷àå êðîìå êîììóòàòîðíîé ñêîáêè {•, •} èìååòñÿ
åùå è äðóãàÿ äâóõìåñòíàÿ îïåðàöèÿ

(• · •) : C∞(M)× Γ∞(E)−→Γ∞(E),

îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñå÷åíèÿ σ ∈ Γ∞(E)íà ãëàäêóþ
ôóíêöèþ f ∈ C∞(M) . Ïðè ýòîì êàæäîìó ñå÷åíèþ
σ ∈ Γ∞(E) ñîïîñòàâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ
a(σ) : C∞(M)−→C∞(M) òàêèì îáðàçîì, ÷òî

adσ1(fσ2) = a(σ1)(f) · σ2 + f · adσ1(σ2),

÷òî äàåò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà êîììóòàòîðíóþ ñêîáêó:

Ïðàâèëî Ëåéáíèöà äëÿ óìíîæåíèÿ ñå÷åíèÿ σ2 íà
ôóíêöèþ f :

{σ1, fσ2) = a(σ1)(f) · σ2 + f · {σ1, σ2}. (6)
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Îïåðàöèÿ a(σ) ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé, ò.å. îïåðàöèÿ a(σ) ÿâëÿåòñÿ
âåêòîðíûì ïîëåì, ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì êàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ TM , a(σ) ∈ Γ∞(TM) . Ñîîòâåòñòâèå a ÿâëÿåòñÿ
ïîñëîéíûì ãîìîìîðôèçìîì ðàññëîåíèé

a : E−→TM,

ïðè÷åì ãîìîìîðôèçì a èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè

a : Γ∞(E)−→Γ∞(TM),

a{σ1, σ2} = [a(σ1), a(σ2)] (7)
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Ãîìîìîðôèçì a(σ) ∈ Γ∞(TM) íàçûâàåòñÿ àíêîðîì

àëãåáðîèäà Ëè. Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðîèä Ëè çàäàåòñÿ ïðè
ïîìîùè êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû è êîììóòàòîðíîé ñêîáêè

A =


E

a //

pE
��

TM

pT
��

M //M

; {•, •}

 , (8)

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì (1,2,3,6)
(ñì. (Mackenzie,[1], de�nition 3.3.1, Kubarski,[?], de�nition
1.1.1)).
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Â ñëó÷àå, êîãäà àíêîð a ÿâëÿåòñÿ ïîñëîéíûì ýïèìîðôèçìîì,
ñîîòâåòñòâóþùèé àëãåáðîèä Ëè íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì
àëãåáðîèäîì Ëè. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé è áóäåò ïðåäìåòîì
íàøèõ èññëåäîâàíèé. Äëÿ òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè
èìååò ìåñòî òàê íàçûâàåìàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Àòüÿ

0−→L−→E a−→TM−→0, (9)

ó êîòîðîé ÿäðî àíêîðà Ker (a) îáðàçóåò êîíå÷íîìåðíîå
ðàññëîåíèå L = Ker (a) , íàçûâàåìîå ïðèñîåäèíåííûì
ðàññëîåíèåì òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè A .
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Ìîæíî ïðîâåðèòü, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè (1,2,3,6), ÷òî
ðàññëîåíèå L ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì,
ñëîé êîòîðîãî èçîìîðôåí íåêîòîðîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðîé
Ëè g, à ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Aut(g) âñåõ
àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû Ëè g . (ñì. Mackenzie, [1], De�nition
3.3.8, Theorem 6.5.1). Âñÿêîå ëîêàëüíî òðèâèàëüíîé
ðàññëîåíèå (áåçîòíîñèòåëüíî ê àëãåáðîèäó Ëè), ñëîé
êîòîðîãî èçîìîðôåí íåêîòîðîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðîé Ëè
g , à ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Aut(g) âñåõ
àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû Ëè g íàçûâàåòñÿ LAB (Lie algebra
bundle) ðàññëîåíèåì. Òàê ÷òî, ïðèñîåäèíåííîå ðàññëîåíèå
òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè A ÿâëÿåòñÿ LAB ðàññëîåíèåì.
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Èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àòüè (9) ñëåäóåò, ÷òî
ðàññëîåíèå E ðàñùåïëÿåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé, èìåííî, êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM è
ïðèñîåäèíåííîãî ðàññëîåíèÿ L ,

E ≈ L⊕ TM,

ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî ðàñùåïëåíèÿ
λ : TM−→E , a · λ = Id ,

0 // L // E
a //

≈
��

TM

λ
yy // 0

L⊕ TM
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Òîãäà âñÿêîå ñå÷åíèå σ ∈ Γ∞(E) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïàðû
ñå÷åíèé

σ = (u,X), u ∈ Γ∞(L), X ∈ Γ∞(TM).

X = a(σ), u = σ − λ(a(σ)),

ãäå X ∈ Γ∞(TM) åñòü íè÷òî èíîå, êàê îáûêíîâåííîå
âåêòîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè M .
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Êîììóòàòîðíàÿ ñêîáêà äëÿ ïàðû ñå÷åíèé
σ1 = (u1, X1), σ2 = (u2, X2) ìîæåò áûòü çàïèñàíà
ôîðìàëüíî â âèäå

{σ1, σ2} = {(u1, X1), (u2, X2)} =

= ([u1, u2] +∇X1(u2)−∇X2(u1) + Ω(X1, X2), [X1, X2]) .
(10)
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Â ïðàâîé ÷àñòè çàïèñè (10) ïåðâîå ñëàãàåìîå [u1, u2]
ÿâëÿåòñÿ ïîñëîéíûì êîììóòàòîðîì äâóõ ñå÷åíèé u1 è u2 .
Îïåðàöèÿ

∇X : Γ∞(L)−→Γ∞(L)

ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ãðàäèåíòîì ïîñëîéíûõ
äèôôåðåíöèðîâàíèé ñå÷åíèé, êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ ïðàâèëó
Ëåéáíèöà ïî îòíîøåíèþ äâóìåñòíîé îïåðàöèè
êîììóòèðîâàíèÿ ñå÷åíèé:
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∇X(u) = {λ(X), u}, u ∈ Γ∞(L),

∇X(f · u) = X(f) · u+ f · ∇X(u), u ∈ Γ∞(L), f ∈ C∞(M),

∇X([u1, u2]) = [∇X(u1), u2] + [u1,∇X(u2)] u1, u2 ∈ Γ∞(L).
(11)

Òàêîé êîâàðèàíòíûé ãðàäèåíò ∇ áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòüþ äåðèâàöèé â ðàññëîåíèè L êîíå÷íîìåðíûõ
àëãåáð Ëè (LAB).
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Äâà ñîîòíîøåíèÿ íà îïåðàöèþ ∇ è ôîðìó Ω:

È, íàêîíåö, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå

Ω(X1, X2) ∈ Γ∞(L)

ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé äâóìåðíîé äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìîé, íî ñî çíà÷åíèÿìè â ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ L,

Ω(X1, X2) = {λ(X1), λ(X2)} − λ([X1, X2]). (12)

Ïðèìåíÿÿ óñëîâèÿ (1),(2),(3),(6) ê ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû
(10), ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ñîîòíîøåíèÿ íà îïåðàöèþ
∇ è ôîðìó Ω :
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Òåíçîð êðèâèçíû R∇ êîâàðèàíòíîãî ãðàäèåíòà ∇.

×åðåç R∇ îáîçíà÷èì òàê íàçûâàåìûé òåíçîð êðèâèçíû
êîâàðèàíòíîãî ãðàäèåíòà ∇ , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùåé óíèâåðñàëüíîé ôîðìóëîé

R∇X1,X2
= [∇X1,∇X2]−∇[X1,X2], (13)

ãäå X1 , X2 - äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îïåðàòîð R∇X1,X2
: Γ∞(L)−→Γ∞(L) â äåéñòâèòåëüíîñòè

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ L ,
ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ σ ∈ Γ∞(E) è ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ C∞(M) âûïîëíåíî óñëîâèå

R∇X1,X2
(f · σ) = f ·R∇X1,X2

(σ).
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Áîëåå òîãî, ýòîò ãîìîìîðôèçì ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ãîìîìîðôèçì

R∇ : Λ2(TM)−→Hom(L,L),

êîòîðûé â ñèëó (11) â êàæäîé òî÷êå x ∈M óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

R∇X1,X2
([u1, u2]) = [R∇X1,X2

(u1), u2] + [u1, R
∇
X1,X2

(u2)]

äëÿ ïàðû âåêòîðíûõ ïîëåé X1 , X2 è ïàðû âåêòîðîâ
u1, u2 ∈ Lx .
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äðóãèìè ñëîâàìè ãîìîìîðôèçì R∇ â äåéñòâèòåëüíîñòè
îòîáðàæàåò ðàññëîåíèå Λ2(TM) â ðàññëîåíèå
Der(L) ⊂ Hom(L,L) ïîñëîéíûõ äåðèâàöèé ïî îòíîøåíèþ ê
ïîñëîéíîé êîììóòàòîðíîé ñêîáêå â ðàññëîåíèè L :

R∇ : Λ2(TM)−→Der(L).
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Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ äâóìåðíîé ôîðìû Ω(X1, X2) ∈ Γ∞(L)
ñî çíà÷åíèÿìè â ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ L åå äèôôåðåíöèàë d∇Ω
ïî îòíîøåíèþ ê êîâàðèàíòíîìó ãðàäèåíòó ∇ çàäàåòñÿ ïî
óíèâåðñàëüíîé ôîðìóëå:

d∇Ω(X1, X2, X3) =

= ∇X1(Ω(X2, X3)) +∇X2(Ω(X3, X1)) +∇X3(Ω(X1, X2))−

−Ω([X1, X2], X3)− Ω([X2, X3], X1)− Ω([X3, X1], X2),
(14)

ãäå X1, X2, X3 - òðè ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ.
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Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
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Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êîâàðèàíòíûé ãðàäèåíò ∇ è ôîðìà Ω, êîòîðûå çàäàþòñÿ
ïðè ïîìîùè ðàñùåïëåíèÿ òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè ïî
ôîðìóëàì (9) è (13), óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì äâóì
ñîîòíîøåíèÿì:

1 Äëÿ äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé X1, X2 è ñå÷åíèÿ u ∈ Γ∞(L)
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

R∇(X1, X2)(u) = −[u,Ω(X1, X2)]. (15)

2 Äëÿ òðåõ âåêòîðíûõ ïîëåé X1, X2, X3 èìååì:

d∇Ω(X1, X2, X3) = 0. (16)
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Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü
òðàíçèòèâíûå àëãåáðîèäû Ëè â âèäå íåêîòîðîãî íàáîðà
äàííûõ, òàêèõ, ÷òî ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé
ïîðîæäàþò ôóíêòîðèàëüíûå ñâîéñòâà ýòîãî íàáîðà äàííûõ.
Íàáîð äàííûõ, îïèñûâàþùèõ òðàíçèòèâíûé àëãåáðîèä Ëè,
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãëàäêîå
ìíîãîîáðàçèå M è êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè g.
Ôèêñèðóåòñÿ âåêòîðíîå ðàññëîåíèå L íàä ìíîãîîáðàçèåì M
ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Aut(g) âñåõ àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû
Ëè g (êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ LAB). Ôèêñèðóåòñÿ ëèíåéíàÿ
êîâàðèàíòíàÿ ñâÿçíîñòü ∇ â ðàññëîåíèè L ñ óñëîâèåì çàêîíà
Ëåéáíèöà ïî îòíîøåíèþ ê ïîñëîéíîé îïåðàöèè
êîììóòèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà Ω ðàçìåðíîñòè
2 ñî çíà÷åíèÿìè â ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ L.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Íàáîð äàííûõ C = {L,∇,Ω} íàçîâåì "ñòðóêòóðîé
òðàíçèòèâíîãî ïðåäàëãåáðîèäà Ëè"(èëè êàïëèíãîì), åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùåå óñëîâèå ìåæäó ∇ è Ω:

R∇(X1, X2)(u) = −[u,Ω(X1, X2)] (17)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ u ∈ Γ∞(L) è ïðîèçâîëüíûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé X1, X2.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Ñòðóêòóðà òðàíçèòèâíîãî ïðåäàëãåáðîèäà Ëè C = {L,∇,Ω}
ïîçâîëÿåò ðàçáèòü çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè òðàíçèòèâíûõ
àëãåáðîèäîâ Ëè íà äâå ÷àñòè: êëàññèôèêàöèþ
ïðåäàëãåáðîèäîâ Ëè è âû÷èñëåíèå óñëîâèÿ (16)

d∇Ω(X1, X2, X3) = 0,

êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ â âèäå òðèâèàëüíîñòè
êîãîìîëîãè÷åñêîãî ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
[d∇Ω] ∈ H3(M ;ZL):

[d∇Ω] = 0 ∈ H3(M ;ZL).

Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû òðàíçèòèâíîãî
ïðåäàëãåáðîèäà Ëè C = {L,∇,Ω}.
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Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Òðàíçèòèâíûå ïðåäàëãåáðîèäû Ëè è êàïëèíãè

Ñ êàæäûì ðàññëîåíèåì L êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè (LAB)
ìîæíî ñâÿçàòü àëãåáðîèä DDer(L)

a−→TM âñåõ êîâàðèàíòíûõ
ãðàäèåíòîâ â ðàññëîåíèè L, ÿâëÿþùèõñÿ äåðèâàöèÿìè ïî
îòíîøåíèþ ê ïîñëîéíîé îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ, â òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àòüÿ êîòîðîãî

0−→Der(L)−→DDer(L)
a−→TM−→0

ïåðâûé ÷ëåí Der(L) ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì ïîñëîéíûõ
äåðèâàöèé ðàññëîåíèÿ L.
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Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Òðàíçèòèâíûå ïðåäàëãåáðîèäû Ëè è êàïëèíãè

Ðàññëîåíèå DDer(L) ñòðîèòñÿ êàê îáúåäèíåíèå ñëîåâ, êîãäà
êàæäûé ñëîé DDer(L)x â òî÷êå x ∈M ñîñòîèò èç âñåõ
êîâàðèàíòíûõ äåðèâàöèé (D,X) ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ L â
òî÷êå x ∈M . Ñëîé ðàññëîåíèÿ Dder(L)x èìååò êîíå÷íóþ
ðàçìåðíîñòü, ïîñêîëüêó îí âêëþ÷åí â òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0−→Der(Lx)−→DDer(L)x−→TxM−→0.
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Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Òðàíçèòèâíûå ïðåäàëãåáðîèäû Ëè è êàïëèíãè

Ïðè ýòîì ÿäðî Der(Lx) ñîñòîèò èç îïåðàòîðîâ âèäà (D, 0),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

D([u1, u2]) = [D(u1), u2(x)] + [u1(x), D(u2)], u1, u2 ∈ Γ(L),

D(f · u) = f(x) ·D(u),

u ∈ Γ(L) f ∈ C∞(M),

ò.å. ñîñòîÿùèõ èç ýíäîìîðôèçìîâ êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû
Ëè Lx.

À.Ñ.Ìèùåíêî (Ìîñêâà) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè.



Àííîòàöèÿ
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Òðàíçèòèâíûå ïðåäàëãåáðîèäû Ëè è êàïëèíãè

Ñå÷åíèÿ Γ∞(DDer(L), òàêèì îáðàçîì, ýòî òàêèå ïàðû (D,X),
ãäå D : Γ∞(L)−→Γ∞(L) îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, X �
âåêòîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè M , óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ Ëåéáíèöà ïî îòíîøåíèþ ê äâóì îïåðàöèÿì:
óìíîæåíèþ ñå÷åíèÿ íà ôóíêöèþ è ïîñëîéíîìó êîììóòàòîðó
äâóõ ñå÷åíèé,

D(f · u) = f ·D(u) +X(f) · u, f ∈ C∞(M), u ∈ Γ∞(L),

D([u1, u2]) = [D(u1), u2] + [u1, D(u2)], u1, u2 ∈ Γ∞(L).
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Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Òðàíçèòèâíûå ïðåäàëãåáðîèäû Ëè è êàïëèíãè

Êîììóòàòîðíàÿ ñêîáêà {•, •} â àëãåáðîèäå Ëè DDer(L)
çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå

{(D1), (X1), (D2), (X2)} = ([D1, D2], [X1, X2])

Òîãäà ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü äåðèâàöèé ∇ åñòü ãîìîìîðôèçì

∇ : TM−→Dder(L),

îáðàòíûé ê àíêîðó, ò.å. ðàñùåïëÿþùèé òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àòüÿ

0 // Der(L)
j // DDer(L)

a // TM

∇
vv

// 0
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
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Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àòüÿ âìåñòå ñ ðàñùåïëÿþùèì
êîâàðèàíòíûì ãðàäèåíòîì ∇ âêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùóþ
äèàãðàììó:
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Çäåñü ZL � ýòî ðàññëîåíèå öåíòðîâ ðàññëîåíèÿ L, DOut(L) -
òðàíçèòèâíûé àëãåáðîèä, ïîëó÷àþùèéñÿ ôàêòîðèçàöèåé
ãîìîìîðôèçìà ad,

DOut(L) = DDer(L)/Im (ad),

à Ξ = \ · ∇ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê êîâàðèàíòíûé ãðàäèåíò â
àëãåáðîèäå DOut(L). Îïðåäåëåíèå òåíçîðà êðèâèçíû R∇

ïèøåòñÿ â âèäå êîììóòàòîðíîé îïåðàöèè:

R∇X1,X2
= [∇X1,∇X2]−∇[X1,X2],

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ îïåðàöèè {•, •}:

∇X = (∇X , X),

(R∇X1,X2
, 0) = {(∇X1, X1), (∇X2, X2)} − (∇[X1,X2], [X1, X2]).
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Ïîýòîìó ýòà ôîðìóëà åñòåñòâåííî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé
ðàñùåïëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè, â
÷àñòíîñòè è äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû êîâàðèàíòíîãî ãðàäèåíòà
Ξ ïî ôîðìóëå

RΞ(X1, X2) = {ΞX1 ,ΞX2} − Ξ[X1,X2].

Âñå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåíçîðû êðèâèçíû R∇ è RΞ

âêëþ÷àþòñÿ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:
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Ïîñêîëüêó â ñòðóêòóðå òðàíçèòèâíîãî ïðåäàëãåáðîèäà Ëè
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå íà êîâàðèàíòíûé ãðàäèåíò ∇ è
äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó Ω

R∇(X1, X2)(u) = −[u,Ω(X1, X2)],

ò.å.
R∇ = ad · Ω.

Ïîëó÷àåì óñëîâèå RΞ = 0. Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî
êîâàðèàíòíûé ãðàäèåíò

TM
Ξ−→DOut(L)

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáðîèäîâ Ëè. Ñîãëàñíî
Ìàêêåíçè êîâàðèàíòíûé ãðàäèåíò Ξ íàçûâàåòñÿ êàïëèíãîì
ìåæäó êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì TM ðàññëîåíèåì àëãåáð
ËÈ (LAB) L.

À.Ñ.Ìèùåíêî (Ìîñêâà) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè.



Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Òðàíçèòèâíûå ïðåäàëãåáðîèäû Ëè è êàïëèíãè

Ïî êàæäîìó êàïëèíãó Ξ ìîæíî âîññòàíîâèòü ñòðóêòóðó
òðàíçèòèâíîãî ïðåäàëãåáðîèäà Ëè ∇ è Ω, õîòÿ è íå
îäíîçíà÷íî. Èìåííî, ïîñêîëüêó ãîìîìîðôèçì \ ÿâëÿåòñÿ
ýïèìîðôèçìîì, äëÿ êàïëèíãà Ξ ñóùåñòâóåò åãî ïîäíÿòèå â
äèàãðàììå

DDer(L)
a //

\

��

TM
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vv

//
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DOut(L)
ā //
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0 0
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Ïîñêîëüêó òåíçîð êðèâèçíû RΞ ðàâåí íóëþ, òî ñóùåñòâóåò
ïîäíÿòèå Ω â äèàãðàììå

L

ad
��

Der(L)

\0

��

Λ2TM
R∇
oo

Ω

ee

0

òàê ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå íà ñòðóêòóðó òðàíçèòèâíîãî
ïðåäàëãåáðîèäà Ëè R∇ = ad · Ω.
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Îñòàëîñü ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ
d∇Ω = 0 äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.
Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî äèôôåðåíöèàë ôîðìû Ω
êîììóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèàëîì òåíçîðà êðèâèçíû R∇,
êîòîðûé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äèôôåðåíöèàëüíóþ
ôîðìó R∇ : Λ2TM−→Der(L) Â ðàññëîåíèè Der(L) èìååòñÿ
êîâàðèàíòíàÿ ñâÿçíîñòü ∇der, ïðîäîëæàþùàÿ ñâÿçíîñòü ∇
ïî åñòåñòâåííîé ôîðìóëå

∇X(ϕ(u)) = ∇derX (ϕ)(u) + ϕ(∇X(u)).
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Òîãäà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà
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Ïðåäëîæåíèå

Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

d∇
der

(R∇) = 0.

Ïîýòîìó ãîìîìîðôèçì d∇Ω ïîäûìàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà
d∇Ω−→ZL:

ZL

i
��
L

��

Λ3TM
d∇(Ω)oo

d∇(Ω)
dd

0
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Äàëåå ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

d∇d∇(Ω) = d∇
ZL
d∇(Ω) = 0,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìà d∇(Ω) çàìêíóòà, è, ñëåäîâàòåëüíî,
çàäàåò òðåõìåðíûé êëàññ êîãîìîëîãèé

[d∇(Ω)] ∈ H3(M ;ZL).

Êëàññ êîãîìîëîãèé Obs(Ξ,∇,Ω) = [d∇(Ω)] íàçûâàåòñÿ
ïðåïÿòñòâèåì Ìàêêåíçè.
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Theorem

Ïðåïÿòñòâèå Ìàêêåíçè [d∇(Ω)] çàâèñèò òîëüêî îò

êàïëèíãà [Ξ],
Obs(Ξ,∇,Ω) = Obs(Ξ).

Ïðåïÿòñòâèå Ìàêêåíçè Obs(Ξ) ∈ H3(M ;ZL) ðàâíî íóëþ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå íàêðûòèÿ

∇ è Ω, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî òîæäåñòâî d∇(Ω) = 0.
Äðóãèìè ñëîâàìè ñòðóêòóðà òðàíçèòèâíîãî ïðåäàëãåáðîèäà

Ëè ðåàëèçóåò òðàíçèòèâíûé àëãåáðîèä Ëè òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ïðåïÿòñòâèå Ìàêêåíçè Obs(Ξ) ∈ H3(M ;ZL)
ðàâíî íóëþ.
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Ðàññìîòðèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãáðîèäîâ Ëè

0−→ZL−→L ad−→Dder(L)
θ−→Dout(L)−→0, (18)

ñâÿçíîñòü ∇, àññîöèèðîâàííóþ ñ òðèâèàëèçàöèåé â
ðàññëîåíèè L è ñâÿçíîñòü

Ξ : TM−→Dout(L), Ξ = θ ◦ ∇,
èíäóöèðîâàííóþ ãîìîìîðôèçìîì θ,

0 // ZL // L
ad // Dder(L)

θ // Dout(L) // 0.

TM

∇

OO

Ξ

88

Òåíçîð êðèâèçíû R∇ óäîâëåòâîðÿåò óëîâèþ:

∇ ◦R∇ = RΞ = 0.
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0 // ZL // L
ad // Der(L)

θ // Out (L) // 0

Λ2TM

R∇

OO

RΞ=0

99

Ω

bb

Ñëåäîâàòåëüíî â ñèëó òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîëó÷àåì:

R∇ = ad ◦ Ω

äëÿ íåêîòîðîé ôîðìû Ω.
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Äèôôåðåíöèàë d∇Ω ôîðìû Ω âêëþ÷àåòñÿ â êîììóòàòèâíóþ
äèàãðàììó

0 // ZL
i // L

ad // Der(L)
θ // Out (L) // 0

Λ3TM
d∇

der
R∇=0

99

d∇Ω

OO

d∇Ω

cc

à çíà÷èò ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â öåíòðå:

Λ3TM
d∇Ω // ZL.
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Ïîñêîëüêó ñâÿçíîñòü ∇ îñòàâëÿåò ïîäðàññëîåíèå ZL
èíâàðèàíòíûì è èíäóöèðóåò íà ïîäðàññëîåíèè ZL ñâÿçíîñòü
∇Z ñ òðèâèàëüíûì òåíçîðîì êðèâèçíû,

R∇
Z ≡ 0,

ïðè÷åì
d∇

Z (
d∇Ω

)
≡ 0,

òî ôîðìà d∇Ω ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ôîðìîé â ïðîñòðàíñòâå
Ω3
(
M ;ZL;∇Z

)
.

À.Ñ.Ìèùåíêî (Ìîñêâà) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè.



Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
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Êëàññ êîãîìîëîãèé H3
(
M ;ZL;∇Z

)
, çàäàâàåìîé ôîðìîé

d∇Ω, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

Obs(∇,Ω) ∈ H3
(
M ;ZL;∇Z

)
è íàçûâàåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì Ìàêêåíçè äëÿ êàïëèíãà Ξ.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.2.12 èç [1] (p. 277) êëàññ êîãîìîëîãèé
Obs(∇,Ω) ∈ H3

(
M ;ZL;∇Z

)
çàâèñèò òîëüêî îò êàïëèíãà Ξ è

íå çàâèñèò îò âûáîðà ñâÿçíîñòè ∇ è ôîðìû Ω, äðóãèìè
ñëîâàìè

Obs(∇,Ω) = Obs(Ξ).
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Ýòî ïðåïÿòñòâèå òðèâèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïàðà (∇,Ω) ìîæóò áûòü âûáðàíà òàêîé, ÷òî d∇Ω ≡ 0, ò.å.
êîãäà ôîðìà Ω çàäàåò ñòðóêòóðó òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà
Ëè äëÿ çàäàííîãî êàïëèíãà Ξ.
Òàê ÷òî äëÿ êëàññèôèêàöèè òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè
ïðè çàäàííîé ïðèñîåäèíåííîé êîíå÷íî ìåðíîé àëãåáðå Ëè g
íóæíî ïðîâåðèòü òîëüêî äëÿ êàêèõ êàïëèíãîâ Ξ êëàññ
êîãîìîëîãèé Obs(Ξ) ∈ H3

(
M ;ZL;∇Z

)
òðèâèàëåí. Ïîýòîìó

âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ è îïèñàíèè
êëàññà êîãîìîëîãèé Obs(Ξ) ∈ H3

(
M ;ZL;∇Z

)
.
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Çàìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êàïëèíãàìè Ξ è êëàññàìè ëîêàëüíî
òðèâèàëüíûõ ñòðóêòóð íà ðàññëîåíèè L ñî ñòðóêòóðíîé
ãðóïïîé Aut(g)δ, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñ ãîìîòîïè÷åñêèìè
êëàññàìè îòîáðàæåíèé áàçû M â êëàññèôèöèðóþùåå
ïðîñòðàíñòâî B(Aut(g)δ),

{Ξ : TM−→Dout(L)} ⇔ [M,B(Aut(g)δ)],

Ξ = Ξ[f ] for f : M−→B(Aut(g)δ).
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Òðàíçèòèâíûå ïðåäàëãåáðîèäû Ëè è êàïëèíãè

Ýòî ñîîòâåòñòâèå åñòåñòâåííî ïîðîæäàåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
ïðåïÿòñòâèå Ìàêêåíçè äëÿ êàïëèíãà
Obs(Ξ) ∈ H3

(
M ;ZL;∇Z

)
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

êëàññîì ðàññëîåíèÿ L ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Aut(g)δ ñî
çíà÷åíèÿìè â êîãîìîëîãèÿõ H3

(
M ;ZL;∇Z

)
. Åñëè

ïðåäïîëîæåíèå âåðíî, òî ïðåïÿòñòâèå Ìàêêåíçè äëÿ
êàïëèíãà Obs(Ξ) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî êàê îáðàòíûé îáðàç
íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : M−→B(Aut(g)δ) íåêîòîðîãî
êëàññà êîãîìîëîãèé

Obs∞ ∈ H3
(
B(Aut(g)δ);ZLB(Aut(g)δ);∇Z

)
,

Obs(Ξ) = Obs(Ξ[f ]) = f∗(Obs∞).
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×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïðåïÿòñòâèå Ìàêêåíçè äëÿ êàïëèíãà

Obs(Ξ) ∈ H3
(
M ;ZL;∇Z

)
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ðàññëîåíèÿ L ñî
ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Aut(g)δ ñî çãà÷åíèÿìè â êîãîìîëîãèÿõ
H3
(
M ;ZL;∇Z

)
òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå ôóíêòîðèàëüíîñòè:
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Òðàíçèòèâíûå ïðåäàëãåáðîèäû Ëè è êàïëèíãè

Theorem

Ðàññìîòðèì äâà ìíîãîîáðàçèÿ M1 è M2 è ãëàäêîå

îòîáðàæåíèå f : M1−→M2. Ïóñòü L2 - ëîêàëüíî

òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì g è ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé

Aut(g)δ íà áàçå M2. Ïóñòü L1 = f∗(L2) îáðàòíûé îáðàç

ðàññëîåíèÿ L2. Ïóñòü Ξ1 è Xi2 � êàïëèíãè äëÿ ðàññëîåíèé

L1 è L2. Òîãäà

Obs(Ξ1) = f∗(Obs(Ξ2)),

ãäå f∗ � ãîìîìîðèçì â êîãîìîëîãèÿõ:

f∗ : H3(M2;ZL2;∇Z)−→H3(M1;ZL1;∇Z).

Ýòà òåîðåìà âïåðâûå áûëà óñòàíîâëåíà Li Xiaoyu
(íåîïóáëèêîâàíî).
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Åñëè ìíîãîîáðàçèå M îäíîñâÿçíî, òî ëþáîå ïðèñîåäèíåííîå
ðàññëîåíèå L ñ òèïè÷íûì ñëîåì, èçîìîðôíûì
êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå Ëè g, (LAB) ìîæåò áûòü îïèñàí ïðè
ïîìîùè êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ãðóïïû Int(g),
B(Int(g)). Òîãäà ïðåïÿòñòâèå Ìàêêåíçè äëÿ êàïëèíãà
çàäàåòñÿ êëàññîì êîãîìîëîãèé

Obssimpl ∈ H3 (B(Int(g));Zg;∇g) ,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà Obs∞ ïðè
îòîáðàæåíèè

B(ϕ) : B(Int(g))−→B(Aut(g)δ),

çàäàâàåìûì âëîæåíèåì

ϕ : Int(g) ⊂ Aut(g)δ,
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Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî B(Int(g)) îäíîñâÿçíî,
ñëåäîâàòåëüíî êîãîìîëîãèè H3 (B(Int(g));Zg;∇g) ñîâïàäàþò
ñ êëàññè÷åñêèìè êîãîìîëîãÿìè H3 (B(Int(g));Zg).
Òàê ÷òî íàäî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ àëãåáðó Ëè g
(îäíîñâÿçíîé) ãðóïïû Ëè G è âû÷èñëèòü ãðóïïó
Int(g) = G/ZG, ãäå ZG ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ãðóïïû G.
Íàïðèìåð, åñëè G = U(n) � óíèòàðíàÿ ãðóïïà, òî ZG = U(1),
Int(u(n)) = U(n)/U(1) = SU(n). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
êîãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà B(SU(n)) ÷åòíîìåðíû, ò.å.

H3(B(SU(n));R) = 0.
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Â îáùåì ñëó÷àå àëãåáðà Ëè ãðóïïû Aut(g) ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé Der(g) âñåõ äåðèâàöèé àëãåáðû g. Âíóòðåííèå
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ adg îáðàçóþò èäåàë â àëãåáðå Der(g),
êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå Int g ãðóïïû
Aut(g), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé âíóòðåííèõ
àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû g.
Â ñëó÷àå, êîãäà àëãåáðà g åñòü àëãåáðà Ëè íåêîòîðîé
ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè G, ãðóïïà Int g èçîìîðôíà ôàêòîð
ãðóïïå ãðóïïû G ïî åå öåíòðó,

Int g ≈ G/ZG,

à åå äåéñòâèå íà àëãåáðå Ëè g çàäàåòñÿ âíóòðåííèìè
àâòîìîðôèçìàìè ýòîé æå ãðóïïû G: h 7→ g−1hg, h ∈ G.
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Çàìåòèì, ÷òî öåíòð ZG åñòü çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå
G, à çíà÷èò, ôàêòîð ãðóïïà G/ZG ≈ Int g ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
Ëè.
Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó Õîïôà (ñì.,
íàïðèìåð,). Â ÷àñòíîñòè, îíà óòâåðæäàåò, ÷òî àëãåáðà
êîãîìîëîãèé H∗(Int g;R) èçîìîðôíà âíåøíåé àëãåáðå íàä
ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
íå÷åòíîìåðíûõ îáðàçóþùèõ.
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Theorem

Ïóñòü G � êîíå÷íîìåðíàÿ ãðóïïà Ëè. Òîãäà òðåõìåðíûé

êîãîìîëîãèè ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

BG, H3(BG;R) òðèâèàëüíû,

H3(BG;R) = 0.
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Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó

Xiaoyu Li, A.S. Mishchenko, V.Gasimov Mackenzie

obstruction for the existence of a transitive Lie algebroid,

Russian Journal of Mathematical Physics, t. 21, No.4, p.
544-548, 2014.

Ïóñòü M � îäíîñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå, L � âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå ñî ñëîåì êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè g è
ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Int(g) ⊂ Aut(g)δ . Ïóñòü

TM
Ξ // Dout(L) , RΞ = 0,

êàïëèíã ìåæäó TM è L .
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Theorem

Äëÿ îäíîñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mïðåïÿòñòâèå Ìàêêåíçè

Obs(Ξ) ∈ H3
(
M ;ZL;∇Z

)
ê ñóùåñòâîâàíèþ òðàíçèòèâíîãî

àëãåáðîèäà Ëè ñ çàäàííûì êàïëèíãîì Ξ êàê êëàññ

êîãîìîëîãèé òðèâèàëåí, ò.å.

Obs(Ξ) = 0 ∈ H3
(
M ;ZL;∇Z

)
.
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Finite dimensional version
Ðàñøèðåíèå

Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àòüÿ

0−→L−→E a−→TM−→0.

èìååò äðóãóþ èíòåðïðåòàöèþ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
àëãåáð Ëè�Ðåéíõàðòà

0−→Γ∞(L)−→Γ∞(E)
a−→Γ∞(TM)−→0.

êàê ðàñøèðåíèå îäíîé àëãåáðû Ëè Γ∞(TM) ïðè ïîìîùè
äðóãîé àëãåáðû Ëè Γ∞(L) .
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Áëàãîäàðÿ íåîïóáëèêîâàííîé ðàáîòå

D. Alekseevsky, P. W. Michor, W. Ruppert Extension of Lie

Algebras, arXiv:math/0005042v3 [math.DG] 26 Feb 2004.
ÿ îáðàòèë âíèìàíèå íà ðàáîòó Õîõøèëüäà
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Â ðàáîòå Õîõøèëüäà

Hochschild, G., Lie Algebra Kernels and Cohomology, �Amer.
J. Math.�, 1954, v. 76, No. 3, p. 698-716.

ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à îïèñàíèÿ êàïëèíãîâ èëè, â åãî
òåðìèíîëîãèè, ñåìåéñòâà T �ÿäåð. Íàïîìèíàåì îïðåäåëåíèå.
Äàíà ðàñùåïëÿåìàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àòüÿ àëãåáð
Ëè

0 // L
j // A

a // T

λ
{{

// 0,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì àëãåáðû Ëè L ïðè ïîìîùè
àëãåáðû Äè T .
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Àëãåáðà Ëè T íå äåéñòâóåò íà ÿäðå L ðàñøèðåíèÿ, íî
ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü

∇ : T−→Der(L),∇X(u) = [λ(X), i(u)],

óäîâëåòâîðÿåò áîëåå ñëàáîìó óñëîâèþ, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî
∇ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ:

[∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ] = ad · Ω(X,Y ).
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ

Ξ : T
∇−→Der(L)

]−→Out (L) = Der(L)/ Int(L)

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Ëè. Ýòî îïðàâäûâàåò
íàçâàíèå, ÷òî ÿäðî L, êîòîðîå îñíàùåíî äîïîëíèòåëüíîé
ñòðóêòóðîé Ξ, íàçûâàåòñÿ T �ÿäðîì.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó: Êîãäà T
�ÿäðî (L,Ξ) äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå àëãåáðû L ïðè ïîìîùè
àëãåáðû T , ò.å. êîãäà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
àëãåáð Ëè

0 // L
j // A

a // T // 0.
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Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
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Ðàñøèðåíèå

Ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ ðàñøèðåíèÿ
äëÿ çàäàííîãî T �ÿäðà (L,Ξ) ñîäåðæèòñÿ â âû÷èñëåíèè
ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè

Obs(Ξ) ∈ H3(T ;ZL).

Ñ êàòåãîðíîé òî÷êè çðåíèÿ Õîõøèëüä ðàññìîòðåë ñåìåéñòâî
Coup(ZL, T ) âñåõ T �ÿäåð (L,Ξ) ñ ôèêñèðîâàííîé
ñòðóêòóðîé T �ìîäóëÿ â öåíòðå ZL. Ïðåïÿòñòâèå
(Ìàêêåíçè) èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå

Obs : Coup(ZL, T )−→H3(T ;ZL).
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Ðàñøèðåíèå

Êëþ÷åâàÿ èäåÿ Õîõøèëüäà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî îáðàç
Im (Obs) ⊂ H3(T ;ZL) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ìíîæåñòâî Coup(ZL, T ) ìîæåò áûòü
îñíàùåíî ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðîé
îòîáðàæåíèå Obs ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì. Ýòà
êîíñòðóêöèÿ åñòåñòâåííî ðàñøèðÿåòñÿ íà êàòåãîðèþ
âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé àëãåáð Ëè. Òàêèì îáðàçîì,
òðèâèàëüíîñòü ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ
îáðàçà Im (Obs) ⊂ H3(T ;ZL) .
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Áëàãîäàðíîñòè

Â çàêëþ÷åíèå

ß ïðèíîøó áëàãîäàðíîñòü âñåì ìîèì ñîàâòîðàì

è êîíñóëüòàíòàì,

îñîáåííî ïîêîéíîìó ïðîôåññîðó ß.Êóáàðñêîìó,
à òàêæå ìîèì ñòóäåíòàì è äðóçüÿì
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Áëàãîäàðíîñòè âñåì ñîòðóäíèêàì è êîíñóëüòàíòàì
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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Âû÷èñëåíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè

Consider a �nite-dimensional Lie algebra g, in which the center
Zg does not coincide with the algebra g. Let rg0 = g/Zg, i.e. is
an exact sequence

0−→Zg−→g−→g0−→0.

It is easy to check that every automorphism ϕ ∈ Aut(g) leaves
the center Zg invariant, i.e. induces an automorphism of the
quotient algebra g0.
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Consequently, it turns out natural homomorphism

Aut(g)
α−→Aut(g0),

which takes the subgroup Int(g) to subgroup Int(g0). Hence the
homomorphism α is well-de�ned homomorphism

Aut(g)δ
α−→Aut(g0)δ.

This observation allows to state the theorem:
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Theorem

For the bundle LAB with the Lie algebra g0 as the �ber and the

structural group Aut(g0)δ that can be reduced to the group

Aut(g)δ the Mackenzie obstruction of the LAB is trivial.
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There is another case how to analyze the Mackenzie obstruction
for given coupling between the Lie algebra bundle L (LAB) and
the tangent bundle TM when g = Zg ⊕ g0, Zg0 = 0.
If (

z1

u1

)
,

(
z2

u2

)
∈ g

then [(
z1

u1

)
,

(
z2

u2

)]
=

(
0

[u1, u2]

)
∈ g
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Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Âû÷èñëåíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè

Consider the automorphism group Aut(g) as a family of
matrices

ϕ =

(
ϕ1

1 ϕ1
2

ϕ2
1 ϕ2

2

)
: Zg ⊕ g0−→Zg ⊕ g0.

The automorphism ϕ should satisfy the condition:

ϕ

([(
z1

u1

)
,

(
z2

u2

)])
=

[
ϕ

(
z1

u1

)
, ϕ

(
z2

u2

)]
,
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that is (
ϕ1

1 ϕ1
2

ϕ2
1 ϕ2

2

)([(
z1

u1

)
,

(
z2

u2

)])
=

=

[(
ϕ1

1 ϕ1
2

ϕ2
1 ϕ2

2

)(
z1

u1

)
,

(
ϕ1

1 ϕ1
2

ϕ2
1 ϕ2

2

)(
z2

u2

)]
,
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or (
ϕ1

1 ϕ1
2

ϕ2
1 ϕ2

2

)(
0

[u1, u2]

)
=

=

[(
ϕ1

1 ϕ1
2

ϕ2
1 ϕ2

2

)(
z1

u1

)
,

(
ϕ1

1 ϕ1
2

ϕ2
1 ϕ2

2

)(
z2

u2

)]
,

or

(
ϕ1

2([u1, u2])
ϕ2

2([u1, u2])

)
=

[(
ϕ1

1(z1) + ϕ1
2(u1)

ϕ2
1(z1) + ϕ2

2(u1)

)
,

(
ϕ1

1(z2) + ϕ1
2(u2)

ϕ2
1(z2) + ϕ2

2(u2)

)]
,

or

(
ϕ1

2([u1, u2])
ϕ2

2([u1, u2])

)
=

(
0[

ϕ2
1(z1) + ϕ2

2(u1), ϕ2
1(z2) + ϕ2

2(u2)
] ) ,

À.Ñ.Ìèùåíêî (Ìîñêâà) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè.



Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Âû÷èñëåíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè

Hence if z1 = z2 = 0, then(
ϕ1

2([u1, u2])
ϕ2

2([u1, u2])

)
=

(
0[

ϕ2
2(u1), ϕ2

2(u2)
] ) ,

that is ϕ2
2 ∈ Aut(g0).

If u1 = 0 then [
ϕ2

1(z1), ϕ2
1(z2) + ϕ2

2(u2)
]

= 0,

that is
ϕ2

1(z1) = 0

or

ϕ2
1 = 0.

À.Ñ.Ìèùåíêî (Ìîñêâà) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè.



Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Âû÷èñëåíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè

Thus for any ϕ ∈ Aut(g) one has

ϕ =

(
ϕ1

1 ϕ1
2

0 ϕ2
2

)
: Zg ⊕ g0−→Zg ⊕ g0,

ϕ2
2 ∈ Aut(g0),

ϕ1
2|[g0,g0] = 0.

Hence

Aut(g) =

(
GL(Zg) Hom(g0/[g0, g0], Zg0)

0 Aut(g0)

)
,

where all items are independent each from others
À.Ñ.Ìèùåíêî (Ìîñêâà) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè.



Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Âû÷èñëåíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè

Let us describe Int(g) ⊂ Aut(g). Each element in ϕ ∈ Int(g) has
the representation

ϕ = expad(σ), σ ∈ g,

where ad(σ)(σ′) = [σ, σ′].

Let σ =

(
z
u

)
. Then

ad(σ) =

(
0 0
0 ad(u)

)
.

Hence

exp ad(σ) =

(
1 0
0 exp ad(u)

)
.

À.Ñ.Ìèùåíêî (Ìîñêâà) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè.



Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî àëãåáðîèäà Ëè.

Îïèñàíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè
Êîíå÷íîìåðíàÿ âåðñèÿ

Âû÷èñëåíèå ïðåïÿòñòâèÿ Ìàêêåíçè

So the group Int(g) consists of the matrices

Int(g) =

(
1 0
0 Int(g0)

)
Hence the quotient group Aut(g)/ Int(g) is

Aut(g)/ Int(g) =

(
GL(Zg) Hom(g0/[g0, g0], Zg)

0 Aut(g0)/ Int(g0)

)
.

From the result one can show that in this case the Mackenzie
obstruction is trivial.

À.Ñ.Ìèùåíêî (Ìîñêâà) Ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíçèòèâíûõ àëãåáðîèäîâ Ëè.
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