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Ïðåäèñëîâèå

Èç ïðåäèñëîâèÿ Å.Ï.Àêñ¼íîâà ê ìîíîãðàôèè 1977 ãîäà
�Òåîðèÿ äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè�

Èçó÷åíèå äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ íå òîëüêî äëÿ ñïåöèàëèñòîâ ïî àñòðîäèíàìèêå, çàíèìàþùèõ-
ñÿ ïðîãíîçèðîâàíèåì äâèæåíèÿ ÈÑÇ è ïðîåêòèðîâàíèåì èõ îðáèò.
Ïðîáëåìà ýòà íûíå èíòåðåñóåò øèðîêèé êðóã ó÷�åíûõ, è ïðåæäå âñå-
ãî àñòðîíîìîâ, ãåîôèçèêîâ è ãåîäåçèñòîâ. Îïðåäåëåíèå ïîñòîÿííûõ
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè è ïàðàìåòðîâ çåìíîé àòìîñôåðû, èçó÷å-
íèå ëóííî-ñîëíå÷íûõ ïðèëèâîâ è äâèæåíèÿ ïîëþñà � âîò íåïîëíûé
ïåðå÷åíü çàäà÷, êîòîðûå óæå ñåé÷àñ óñïåøíî ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
íàáëþäåíèé ÈÑÇ. Ìîæíî äóìàòü, ÷òî â áóäóùåì ïîÿâÿòñÿ è äðóãèå
íå ìåíåå èíòåðåñíûå è âàæíûå çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ áóäåò òåñíî
ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì íàáëþäåíèé èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè èñ-
ïîëüçóþòñÿ âñå ìåòîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè: ÷èñëåííûå, àíàëèòè÷å-
ñêèå è êà÷åñòâåííûå. Îñîáîå ìåñòî ñðåäè íèõ çàíèìàþò àíàëèòè÷å-
ñêèå ìåòîäû, êîòîðûå ìîãóò êîíêóðèðîâàòü ïî òî÷íîñòè è áûñòðî-
äåéñòâèþ ñ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, à âìåñòå ñ êà÷å-
ñòâåííûìè ïîçâîëÿþò íàðèñîâàòü äîâîëüíî ïîëíóþ êàðòèíó äâèæå-
íèÿ ñïóòíèêà íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Î÷åíü âàæíî, ÷òî
îíè äàþò âîçìîæíîñòü ïðîñòî è íàãëÿäíî îõàðàêòåðèçîâàòü âëèÿíèå
êàæäîãî ôàêòîðà, äåéñòâóþùåãî íà äâèæåíèå ñïóòíèêà.

Âàæíåéøèìè èç âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ íåñôåðè÷íîñòü
Çåìëè, ñîïðîòèâëåíèå àòìîñôåðû, ïðèòÿæåíèå Ëóíû è Ñîëíöà è ñâå-
òîâîå äàâëåíèå. Îäíàêî íàèáîëüøèå âîçìóùåíèÿ â äâèæåíèè áëèç-
êèõ ñïóòíèêîâ ñâÿçàíû ñ îäíèì ôàêòîðîì, à èìåííî ñî âòîðîé çî-
íàëüíîé ãàðìîíèêîé ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè. Îíà âûçûâàåò
âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå â ñîòíè è òûñÿ÷è ðàç ïðåâîñõîäÿò íåðàâåíñòâà
îò äðóãèõ âîçìóùàþùèõ ñèë. Ïîýòîìó, êàê è â òåîðèè Ëóíû, çäåñü
ñëåäóåò âûäåëèòü ãëàâíóþ ïðîáëåìó. Ýòà ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ
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â èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïðàâûå
÷àñòè êîòîðûõ ñîñòàâëåíû ñ ó÷�åòîì ëèøü ïåðâûõ äâóõ ãàðìîíèê ãåî-
ïîòåíöèàëà. Ðåøåíèå ãëàâíîé ïðîáëåìû ñîñòàâëÿåò ïåðâûé ýòàï ïî-
ñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ÈÑÇ. Âòîðîé ýòàï ñîñòîèò
â îïðåäåëåíèè îñòàëüíûõ, óæå ìåíåå çíà÷èòåëüíûõ âîçìóùåíèé.
Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà â òåîðèè ÈÑÇ ìîæåò áûòü ðåøåíà äâóìÿ ñïî-

ñîáàìè: âî-ïåðâûõ, ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ âîçìóùåíèé è,
âî-âòîðûõ, ïóò�åì ïîñòðîåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îðáèò íà áàçå íåêîòî-
ðûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ âûðàæåíèé äëÿ ãåîïîòåíöèàëà, äîïóñêàþ-
ùèõ èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çà-
ìêíóòîé ôîðìå. Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ ïðèâåäåíû âî ìíîãèõ ìîíîãðàôèÿõ ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå, â íà-
øèõ ëåêöèÿõ ìû îãðàíè÷èìñÿ èçëîæåíèåì âòîðîãî ñïîñîáà. ×òî êà-
ñàåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îðáèò, òî â îñíîâó èõ ïîñòðîåíèÿ áóäåò ïîëî-
æåíà îáîáù�åííàÿ çàäà÷à äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ, ñèëîâàÿ ôóíê-
öèÿ êîòîðîé âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê âòîðóþ, òàê è òðåòüþ çîíàëüíóþ
ãàðìîíèêó ãåîïîòåíöèàëà è ïîçâîëÿåò ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â êâàäðàòóðàõ.

Â êíèãå èñïîëüçîâàíû ïóáëèêàöèè êàê îòå÷åñòâåííûõ, òàê è çàðó-
áåæíûõ ó÷�åíûõ. Çíà÷èòåëüíîå ìåñòî çàíèìàþò èññëåäîâàíèÿ ñàìîãî
àâòîðà. Îäíàêî ìíîãèå èíòåðåñíûå ðàáîòû â íåé íå íàøëè ñâîåãî îò-
ðàæåíèÿ. ×òîáû êàê-òî âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë, àâòîð â êîíöå êàæ-
äîé ëåêöèè äà�åò îáùóþ õàðàêòåðèñòèêó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è
ïðèâîäèò ññûëêè íà ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð áëàãîäàðèò ñâîèõ äðóçåé è êîëëåã Å.À.Ãðå-
áåíèêîâà è Â.Ã.Ä�åìèíà, äîáðûå ñîâåòû êîòîðûõ óñêîðèëè ðàáî-
òó íàä êíèãîé. Àâòîð áëàãîäàðåí òàêæå ñâîèì ó÷åíèêàì è êîëëå-
ãàì Ñ.Í.Âàøêîâüÿê, Í.Â.Åìåëüÿíîâó, Ë.Ï.Íàñîíîâîé, Á.Í.Íîñêîâó,
È.Ï.Ïðîõîðîâîé, Í.À.Ñîðîêèíó, Â.Ñ.Óðàëüñêîé è Â.Ì.×åïóðîâîé çà
ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå ðóêîïèñè ê ïå÷àòè.

Ïðîôåññîð ÌÃÓ ÀÊÑ�ÍÎÂ Åâãåíèé Ïåòðîâè÷.
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Ïðåäèñëîâèå

Ïðåäèñëîâèå

Òåîðèÿ äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè êàê ðàçäåë íàó-
êè, îáúåäèíÿþùèé äîñòèæåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, íåáåñ-
íîé ìåõàíèêè, ãåîôèçèêè, àñòðîìåòðèè è ãåîäåçèè, áåð¼ò íà÷àëî 4 îê-
òÿáðÿ 1957 ãîäà, äíÿ çàïóñêà â ÑÑÑÐ Ïåðâîãî ñïóòíèêà.

Ïî÷òè ïÿòüäåñÿò ëåò, ïðîøåäøèõ ñ òîãî ìîìåíòà, ñòîëü ìàëûé
ñðîê, ÷òî ñòóäåíòû íà÷àëà 21-îãî âåêà èìåþò óíèêàëüíóþ âîçìîæ-
íîñòü ïîëó÷àòü çíàíèÿ è óìåíèÿ îò ó÷¼íûõ � íàáëþäàòåëåé è òåîðå-
òèêîâ, � ñòîÿâøèõ ó èñòîêîâ êîñìè÷åñêîé ýðû.

Ïîëüçîâàòåëÿì äîñòóïåí îãðîìíûé ìàññèâ âûñîêîòî÷íûõ èçìåðå-
íèé òîïîöåíòðè÷åñêèõ äàëüíîñòåé äî èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåì-
ëè. Â ìèðîâûõ öåíòðàõ îáðàáîòêè äàííûõ ñîçäàíû è ýêñïëóàòèðóþò-
ñÿ îðèãèíàëüíûå ïðîãðàììíûå ïðîäóêòû. Íåêîòîðûå çàäà÷è, ðåøàå-
ìûå íà îñíîâå íàáëþäåíèé ÈÑÇ, ïåðåâåäåíû ñ íàó÷íîãî íà òåõíè÷å-
ñêèé óðîâåíü.

Óíèêàëüíîñòü ñèòóàöèè çàêëþ÷àåòñÿ åù¼ è â òîì, ÷òî ñîâðåìåííàÿ
ìîëîä¼æü, ñ äåòñòâà âëàäåþùàÿ êîìïüþòåðîì â ñîâåðøåííîé ñòåïå-
íè, ñïîñîáíà âîïëîòèòü íåñáûâøèåñÿ ìå÷òû ó÷èòåëåé è íàäåæäû ó÷è-
òåëåé ñâîèõ ó÷èòåëåé, íå âñòóïàÿ ïðè ýòîì â êîíôëèêò ïîêîëåíèé è
íå çàäåâàÿ ñàìîëþáèÿ ñòàðøèõ òîâàðèùåé.

Ïðåäëàãàåìîå èçäàíèå ÿâëÿåòñÿ ðåêîíñòðóêöèåé çàìå÷àòåëüíîé
ìîíîãðàôèè ïðîôåññîðà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòå-
òà èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà Å.Ï.Àêñ¼íîâà �Òåîðèÿ äâèæåíèÿ èñêóññòâåí-
íûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè�, âûøåäøåé â èçäàòåëüñòâå �Íàóêà� â 1977 ãî-
äó. Ñîäåðæàíèå ìîíîãðàôèè ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâîâàëî óðîâíþ íà-
ó÷íûõ äîñòèæåíèé òîãî âðåìåíè. Â èçäàíèè 1977 ãîäà îñíîâíîå
âíèìàíèå óäåëåíî âûâîäó è àíàëèçó ðàáî÷èõ ôîðìóë, íåîáõîäèìûõ
äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Ïðîìåæóòî÷íàÿ îðáèòà íà îñíîâå
îáîáù�åííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ïîñòðîåíà ñ òî÷íî-
ñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ïàðàìåòðà, ñæàòèÿ
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Çåìëè, âûðàæåíèÿ äëÿ ïðî÷èõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷åíû â ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè ñ òàêîé æå òî÷íîñòüþ.

Â íàñòîÿùåì èçäàíèè èçëîæåíèå ìàòåðèàëà íåñêîëüêî ïåðåñìîò-
ðåíî. Âìåñòî âûâîäà ðàáî÷èõ ôîðìóë ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðåøèòü ãëàâíóþ ïðîáëåìó
òåîðèè äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè ñ òî÷íîñòüþ, îãðà-
íè÷åííîé òîëüêî âîçìîæíîñòÿìè êîìïüþòåðà.

Óäåëåíî âíèìàíèå ðåêîìåíäàöèÿì Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷å-
ñêîãî ñîþçà îá èñïîëüçîâàíèè ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé àñòðîíîìè÷åñêèõ
ïîñòîÿííûõ è î ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè [229] è ðå-
êîìåíäàöèÿì Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáû âðàùåíèÿ Çåìëè ïî ñîñòàâó
óñêîðåíèé, âîçìóùàþùèõ äâèæåíèå ñïóòíèêà [211]. Ó÷¼ò óïîìÿíó-
òûõ ðåêîìåíäàöèé íåîáõîäèì äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ðåçóëüòàòû
îáðàáîòêè ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñîïîñòàâèìûìè.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïðèíÿòû âî
âíèìàíèå âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåííûå ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì Çåìëè,
ïðèòÿæåíèåì Ëóíû è Ñîëíöà, ïðèëèâíûìè äåôîðìàöèÿìè óïðóãîé
Çåìëè è îêåàíè÷åñêèìè ïðèëèâàìè. Ó÷òåíû òàêæå âëèÿíèå ñâåòîâîãî
äàâëåíèÿ è ýôôåêò çàõîäà îáúåêòîâ â òåíü Çåìëè. Ïðè ñîçäàíèè àë-
ãîðèòìîâ èñïîëüçîâàíû ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè ñ óñëîâíûì íàçâàíèåì JGM3 [235]. Àë-
ãîðèòìû âêëþ÷àþò äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà, çàâèñÿùèõ îò ôîðìû
è îðèåíòàöèè êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ � ýìïèðè÷åñêèé êîýôôèöèåíò
îòðàæåíèÿ è êîýôôèöèåíò ýìïèðè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ.

Âñå ïðåäëàãàåìûå àëãîðèòìû çàïðîãðàììèðîâàíû è ñîäåðæàòñÿ íà
êîìïàêò-äèñêå, ÿâëÿþùèìñÿ ïðèëîæåíèåì ê äàííîìó êóðñó ëåêöèé.

Â òåêñòå ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèé áîëüøå âíèìàíèÿ óäåëåíî âû÷èñ-
ëèòåëüíûì àñïåêòàì è ñôîðìóëèðîâàíû óïðàæíåíèÿ, äëÿ âûïîëíå-
íèÿ êîòîðûõ äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ èñõîäíûìè òåêñòàìè ïðîöå-
äóð è èñïîëíÿåìûìè ìîäóëÿìè ïðîãðàìì, ñîäåðæàùèõñÿ íà êîìïàêò-
äèñêå.
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Ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë

Ëåêöèÿ 1. Ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë

Ïðèòÿæåíèå îáú�åìíîãî òåëà. � Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. �
Ïðèñîåäèí�åííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà. � Ðàçëîæåíèå ïîòåí-
öèàëà â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðèòÿæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè P åäèíè÷-
íîé ìàññû íåêîòîðûì òåëîì M . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òåëî èìååò
ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó, à ïëîòíîñòü κ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ âíóòðè íåãî
ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò.

O
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Ðèñ. 1: Ñèñòåìà êîîðäèíàò

Âîçüì�åì ïðÿìîóãîëüíóþ, æ�åñòêî ñâÿçàííóþ ñ òåëîì ñèñòåìó êî-
îðäèíàò Oξηζ ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ òåëà (ðèñóíîê 1). Òîãäà ïî-
òåíöèàë ïðèòÿæåíèÿ èëè ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ òåëà M â òî÷êå P ñ
êîîðäèíàòàìè ξ , η , ζ áóäåò äàâàòüñÿ ôîðìóëîé

U = f
∫ ∫

T

∫ κdτ

∆
, ∆ =

√
(ξ − ξ′)2 + (η − η′)2 + (ζ − ζ ′)2, (1)

ãäå
f � ïîñòîÿííàÿ ïðèòÿæåíèÿ,
∆ � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P ′ ñ êîîðäèíàòàìè ξ′ , η′ , ζ ′ , â êîòîðîé
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íàõîäèòñÿ ýëåìåíò îáú�åìà dτ , à èíòåãðàë áåð�åòñÿ ïî âñåìó îáú�åìó,
çàíÿòîìó ïðèòÿãèâàþùèì òåëîì.

Åñëè ÷åðåç r è r′ îáîçíà÷èòü ðàäèóñû-âåêòîðû òî÷åê P è P ′ , à
÷åðåç γ � óãîë ìåæäó íèìè, òî äëÿ ∆ è γ áóäåì èìåòü

∆ =

√
r2 + r′2 − 2rr′ cos γ, (2)

cos γ =
ξξ′ + ηη′ + ζζ ′

rr′
. (3)

Â êîíå÷íîì âèäå èíòåãðàë (1) áåð�åòñÿ òîëüêî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ñëó÷àé îäíîðîäíîãî øàðà èëè øàðà
ñ êîíöåíòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè è ñëó÷àé îäíîðîäíîãî
äâóõîñíîãî èëè òð�åõîñíîãî ýëëèïñîèäà. Òàê, äëÿ êîíöåíòðè÷åñêîãî
øàðà ïîòåíöèàë äà�åòñÿ ôîðìóëîé

U =
fm

r
, (4)

ãäå m � ìàññà øàðà.
Åñëè æå íà ôîðìó òåëà è íà ðàñïðåäåëåíèå ìàññ âíóòðè íåãî íå

íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, êðîìå òåõ, êîòîðûå áûëè ñäå-
ëàíû â íà÷àëå ýòîé ëåêöèè, èíòåãðàë (1) ìîæíî âû÷èñëèòü òîëüêî
ïðè ïîìîùè ðÿäà. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí�åííûì â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ðàçëîæåíèåì äëÿ ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå ïî ñôåðè÷åñêèì
ôóíêöèÿì, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü óäîáíóþ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-
ëîæåíèé àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìóëó. Ñîñòàâíûìè ýëåìåíòàìè ñôåðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìû Ëåæàíäðà è ïðèñîåäèí�åííûå
ôóíêöèè Ëåæàíäðà.

Ïîëèíîì Ëåæàíäðà Pn(z) ïîðÿäêà n ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìó-
ëîé

Pn(z) =
1

2nn!

dn(z2 − 1)n

dzn
, (5)

íîñÿùåé íàçâàíèå ôîðìóëû Ðîäðèãà.
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Äëÿ ïåðâûõ Pn(z) èìååì

P0(z) = 1,

P1(z) = z,

P2(z) =
1

2
(−1 + 3z2),

P3(z) =
1

2
(−3z + 5z3),

P4(z) =
1

8
(3− 30z2 + 35z4),

P5(z) =
1

8
(15z − 70z3 + 63z5),

P6(z) =
1

16
(−5 + 105z2 − 315z4 + 231z6).





(6)

Èç ôîðìóëû Ðîäðèãà (5) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
äëÿ Pn(z) :

Pn(z) =

h∑
r=0

(−1)r
(2n− 2r)!

2nr!(n− r)!(n− 2r)!
zn−2r,

ãäå h = n/2 èëè h = (n − 1)/2 , ñìîòðÿ ïî òîìó, êîòîðîå èç ýòèõ
÷èñåë ÷�åòíîå.

Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïðè
ïîìîùè ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

(n + 1)Pn+1(z)− (2n + 1)zPn(z) + nPn−1(z) = 0. (7)

Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè-
ÿìè

dPn(z)

dz
= nPn−1(z) + z

dPn−1(z)

dz
, (8)

dPn(z)

dz
= (2n− 1)Pn−1(z) +

dPn−2(z)

dz
. (9)
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Èç ôîðìóëû (9) ñëåäóåò ïðîñòàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ:

dkPn(z)

dzk
= (2n− 1)

dk−1Pn−1(z)

dzk−1
+

dkPn−2(z)

dzk
. (10)

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.

1. Ïîëèíîì Ëåæàíäðà ÿâëÿåòñÿ ÷�åòíîé èëè íå÷�åòíîé ôóíêöèåé â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷�åòíà èëè íå÷�åòíà åãî ñòåïåíü, òàê ÷òî

Pn(−z) = (−1)nPn(z).

2. Íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà [−1, +1] ïîëèíîì Ëåæàíäðà ïðèíèìàåò
ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n. (11)

3. Äëÿ ëþáîãî z èç ïðîìåæóòêà (−1, +1) è n > 0

|Pn(z)| < 1.

4. Ôóíêöèÿ (1 − 2αz + α2)−1/2 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé
äëÿ Pn(z) , òàê ÷òî ïðè 0 < α < 1 è |z| < 1

1√
1− 2αz + α2

=

∞∑
n=0

αnPn(z). (12)

Ïðèñîåäèí�åííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà P
(k)
n (z) ïîðÿäêà n è èíäåê-

ñà k ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëîé

P (k)
n (z) = (1− z2)k/2 dkPn(z)

dzk
, (13)

ãäå Pn(z) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà.
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Ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâ (6) èç ôîðìóëû (13) ëåãêî íàõîäèì ÿâíûå
âûðàæåíèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ P

(k)
n (z) :

P
(1)
2 (z) = 3 z (1− z2)1/2,

P
(2)
2 (z) = 3 (1− z2),

P
(1)
3 (z) =

3

2
(−1 + 5z2) (1− z2)1/2,

P
(2)
3 (z) = 15 z (1− z2),

P
(3)
3 (z) = 15 (1− z2)3/2,

P
(1)
4 (z) =

5

2
(−3z + 7z3) (1− z2)1/2,

P
(2)
4 (z) =

15

2
(−1 + 7z2) (1− z2),

P
(3)
4 (z) = 105 z (1− z2)3/2,

P
(4)
4 (z) = 105 (1− z2)2.

Ôóíêöèè P
(k)
n (cos θ) cos kψ è P

(k)
n (cos θ) sin kψ íàçûâàþòñÿ ýëå-

ìåíòàðíûìè ñôåðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.
Ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Yn(θ, ψ) ïîðÿäêà n îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Yn(θ, ψ) =

n∑

k=0

P (k)
n (cos θ) [Ank cos kψ + Bnk sin kψ],

ãäå Ank è Bnk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ïðèâåä�åì òåïåðü ôîðìóëó, êîòîðàÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè

ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿõ. Îíà èìååò âèä

Pn(cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos ω) = Pn(cos θ)Pn(cos θ′)

+ 2
n∑

k=1

(n− k)!

(n + k)!
P

(k)
n (cos θ)P

(k)
n (cos θ′) cos kω

(14)

è íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.
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Ëåêöèÿ 1

Âåðí�åìñÿ ê ôîðìóëå äëÿ ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ (1). Ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî òî÷êà P ëåæèò âíå ïðèòÿãèâàþùåãî òåëà, ðàçëîæèì ∆−1 â
ðÿä ïî ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ r′/r . Ïðåæäå âñåãî, ìû èìååì

1

∆
=

1

r
· 1√

1− 2

(
r′

r

)
cos γ +

(
r′

r

)2
,

à ýòî äà�åò íàì âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ôîðìóëó (12). Ïðè ïîìîùè
ýòîé ôîðìóëû íàõîäèì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

1

∆
=

1

r

∞∑
n=0

(
r′

r

)n

Pn(cos γ), (15)

ïîäñòàâëÿÿ êîòîðîå â (1), ïîëó÷àåì

U = f

∫ ∫

T

∫
1

r

∞∑
n=0

(
r′

r

)n

Pn(cos γ)κdτ. (16)

Ïåðåéä�åì òåïåðü ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì
ξ = r cos ϕ cos λ, ξ′ = r′ cos ϕ′ cos λ′,
η = r cos ϕ sin λ, η′ = r′ cos ϕ′ sin λ′,
ζ = r sin ϕ, ζ ′ = r′ sin ϕ′.

Òîãäà äëÿ cos γ íàéä�åì

cos γ = sin ϕ sin ϕ′ + cos ϕ cos ϕ′ cos(λ− λ′).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü ïðàâóþ ÷àñòü (16) ÷åðåç ïîëÿðíûå êî-
îðäèíàòû, âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàí-
äðà (14), êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå âûãëÿäèò òàê:

Pn(cos γ) = Pn(sin ϕ)Pn(sin ϕ′)

+ 2
n∑

k=1

(n− k)!

(n + k)!
P

(k)
n (sin ϕ)P

(k)
n (sin ϕ′) cos k(λ− λ′).

(17)
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Ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë

Ïîñêîëüêó
cos k(λ− λ′) = cos kλ cos kλ′ + sin kλ sin kλ′,

òî ðàâåíñòâî (17) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
Pn(cos γ) = Pn(sin ϕ)Pn(sin ϕ′)

+ 2
n∑

k=1

(n− k)!

(n + k)!
P

(k)
n (sin ϕ) cos kλ [P

(k)
n (sin ϕ′) cos kλ′]

+ 2
n∑

k=1

(n− k)!

(n + k)!
P

(k)
n (sin ϕ) sin kλ [P

(k)
n (sin ϕ′) sin kλ′].

Åñëè ïîäñòàâèòü ýòî ðàâåíñòâî â ôîðìóëó (16) è ââåñòè ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ:

mrn
0Jn = − ∫ ∫

T

∫
r′nPn(sin ϕ′)κdτ,

mrn
0Cnk =

∫ ∫
T

∫ 2(n− k)!

(n + k)!
r′nP (k)

n (sin ϕ′) cos kλ′κdτ,

mrn
0Snk =

∫ ∫
T

∫ 2(n− k)!

(n + k)!
r′nP (k)

n (sin ϕ′) sin kλ′κdτ,





(18)

ãäå m � ìàññà òåëà, r0 � íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ âåëè÷èíà, òî ïîëó÷èì

U = −fm

r

∞∑
n=0

Jn

(r0

r

)n

Pn(sin ϕ)

+
fm

r

∞∑
n=0

n∑
k=1

(r0

r

)n

P
(k)
n (sin ϕ)[Cnk cos kλ + Snk sin kλ].

(19)

Â ñëó÷àå Çåìëè â êà÷åñòâå r0 óäîáíî ïðèíÿòü ñðåäíèé ýêâàòîðèàëü-
íûé ðàäèóñ. Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíû Jn , Cnk è Snk ÿâëÿþòñÿ áåç-
ðàçìåðíûìè.

Êîýôôèöèåíòû Jn , Cnk è Snk çàâèñÿò îò ôîðìû òåëà è ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìàññ âíóòðè íåãî. Ðàññìîòðèì ïåðâûå èç íèõ. Ïóñòü â (18)
n = 0 . Òîãäà, òàê êàê

P0(sin ϕ′) = 1 è
∫ ∫

T

∫
κdτ = m, òî J0 = −1. (20)

� 15�



Ëåêöèÿ 1

Ïîëàãàÿ â ôîðìóëàõ (18) n = 1 è k = 1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

P1(sin ϕ′) = sin ϕ′, P
(1)
1 (sin ϕ′) = cos ϕ′,

íàõîäèì

mr0J1 = − ∫ ∫
T

∫
κr′ sin ϕ′dτ = − ∫ ∫

T

∫
ζ ′dm = −mζ0,

mr0C11 =
∫ ∫

T

∫
κr′ cos ϕ′ cos λ′dτ =

∫ ∫
T

∫
ξ′dm = mξ0,

mr0S11 =
∫ ∫

T

∫
κr′ cos ϕ′ sin λ′dτ =

∫ ∫
T

∫
η′dm = mη0,

ãäå ξ0 , η0 è ζ0 � êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ òåëà. Ïîñêîëüêó íà÷àëî ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò Oξηζ íàõîäèòñÿ â öåíòðå èíåðöèè òåëà, òî îòñþäà
çàêëþ÷àåì, ÷òî

J1 = 0, C11 = 0, S11 = 0. (21)
Åñëè â ôîðìóëàõ (18) ïîëîæèòü n = 2 è k = 1 , k = 2 , òî ìîæíî

ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

J2 =
2C − (A + B)

2mr2
0

,

C21 =
E

mr2
0

, S21 =
D

mr2
0

,

C22 =
B − A

4mr2
0

, S22 =
F

2mr2
0

,





(22)

ãäå A , B , C � ãëàâíûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èíåðöèè; D , E , F

� ïðîèçâåäåíèÿ èíåðöèè, òî åñòü

A =
∫ ∫

T

∫
(η′2 + ζ ′2)κdτ, B =

∫ ∫
T

∫
(ξ′2 + ζ ′2)κdτ,

C =
∫ ∫

T

∫
(ξ′2 + η′2)κdτ, D =

∫ ∫
T

∫
η′ζ ′κdτ,

E =
∫ ∫

T

∫
ζ ′ξ′κdτ, F =

∫ ∫
T

∫
ξ′η′κdτ.
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Ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë

Íà îñíîâàíèè (20) è (21) ôîðìóëà (19) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé îêîí-
÷àòåëüíûé âèä:

U =
fm

r

{
1−

∞∑
n=2

Jn

(r0

r

)n

Pn(sin ϕ)

+
∞∑

n=2

n∑
k=1

(r0

r

)n

P
(k)
n (sin ϕ)[Cnk cos kλ + Snk sin kλ]

}
.

(23)

Ñäåëàåì òåïåðü íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.

1. Ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà U ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî
è ðàâíîìåðíî ïðè

r > r̄, (24)
ãäå r̄ � ðàññòîÿíèå íàèáîëåå óäàë�åííîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè òåëà
îò åãî öåíòðà ìàññ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó |Pn(sin ϕ)| 6 1 , òî
ðÿä (15), à ñëåäîâàòåëüíî, è (16) àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäèò-
ñÿ, åñëè r > r′ , ãäå r′ � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè, ëåæàùåé âíóòðè
èëè íà ïîâåðõíîñòè øàðà. Íî max r′ = r̄ . Îòñþäà è ïîëó÷àåì
óñëîâèå (24).

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíà èç îñåé êîîðäèíàò, ñêàæåì, îñü Oζ , ñîâ-
ïàäàåò ñ ãëàâíîé öåíòðàëüíîé îñüþ èíåðöèè. Òîãäà ïðîèçâåäåíèÿ
èíåðöèè D è E áóäóò ðàâíû íóëþ, à ïîýòîìó C21 = 0 è S21 = 0 .
Åñëè âñå òðè êîîðäèíàòíûå îñè ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè öåíòðàëü-
íûìè îñÿìè èíåðöèè, òî è êîýôôèöèåíò S22 = 0 .

3. Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (23) ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ïëîòíîñòü κ
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëèøü êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî, ýòà ôîðìóëà áó-
äåò èìåòü ìåñòî, åñëè ïëîòíîñòü κ çàâèñèò òàêæå îò âðåìåíè. Â
ñëó÷àå àáñîëþòíî òâ�åðäîãî òåëà, êàê ïîêàçûâàþò ðàâåíñòâà (18),
êîýôôèöèåíòû Jn , Cnk è Snk áóäóò ïîñòîÿííûìè. Åñëè æå ïëîò-
íîñòü κ è ôîðìà òåëà çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî Jn , Cnk è Snk áóäóò
ôóíêöèÿìè âðåìåíè.
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Ñåìèíàð 1

Ñåìèíàð 1. Ýëëèïòè÷åñêàÿ îðáèòà

Ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ.
Âîñïîëüçóéòåñü èñõîäíûìè òåêñòàìè ïðîöåäóð èëè ñîñòàâüòå ñàìîñòîÿòåëüíî

ïîäïðîãðàììû âçàèìíûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó ýëåìåíòàìè êåïëåðîâñêîé ýëëèïòè÷å-
ñêîé îðáèòû

a � áîëüøàÿ ïîëóîñü,
e � ýêñöåíòðèñèòåò,
i � óãîë íàêëîíåíèÿ,

Ω � äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà,
ω � àðãóìåíò ïåðèãåÿ,

M = M0(t0) � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t0

(25)

è âåêòîðàìè ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè ïðîáíîé ÷àñòèöû
x(t0), y(t0), z(t0), ẋ(t0), ẏ(t0), ż(t0),

çàäàííûìè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 .
Ïðè ïåðåõîäå îò êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ ê äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì è ñêîðî-

ñòÿì èñïîëüçóþò åù�å òðè óãëîâûå ïåðåìåííûå: èñòèííóþ àíîìàëèþ v , ýêñöåí-
òðè÷åñêóþ àíîìàëèþ E è àðãóìåíò øèðîòû u = v + ω .

M = E − e sin E � óðàâíåíèå Êåïëåðà,

sin v =

√
1− e2 sin E

1− e cos E
, cos v =

cos E − e

1− e cos E
,

sin u = sin v cos ω + cos v sin ω, cos u = cos v cos ω − sin v sin ω,

r = a (1− e cos E),

x = r (cos u cos Ω− sin u sin Ω cos i),

y = r (cos u sin Ω + sin u cos Ω cos i), (26)
z = r sin u sin i,

p = a(1− e2) � ïàðàìåòð îðáèòû,

r =
p

1 + e cos v
,

1

r
=

1 + e cos v

p
,

Vr =

√
fm

p
e sin v � ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü,

Vn =

√
fm

p
(1 + e cos v) � òàíãåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü,
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Ýëëèïòè÷åñêàÿ îðáèòà

ẋ =
x

r
Vr + (− sin u cos Ω− cos u sin Ω cos i) Vn,

ẏ =
y

r
Vr + (− sin u sin Ω + cos u cos Ω cos i) Vn,

ż =
z

r
Vr + cos u sin i Vn.

Ýëåìåíòû îðáèòû.
Îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ê êåïëåðîâñêèì ýëåìåíòàì.

r =
√

x2 + y2 + z2,

V 2 = ẋ2 + ẏ2 + ż2,

h =
V 2

2
− fm

r
� èíòåãðàë ýíåðãèè,

c1 = yż − zẏ � ïåðâûé èíòåãðàë ïëîùàäåé,
c2 = zẋ− xż � âòîðîé èíòåãðàë ïëîùàäåé,
c3 = xẏ − yẋ � òðåòèé èíòåãðàë ïëîùàäåé,

l1 = −fmx

r
+ ẏc3 − żc2 � ïåðâûé èíòåãðàë Ëàïëàñà,

l2 = −fmy

r
+ żc1 − ẋc3 � âòîðîé èíòåãðàë Ëàïëàñà,

l3 = −fmz

r
+ ẋc2 − ẏc1 � òðåòèé èíòåãðàë Ëàïëàñà,

c =
√

c2
1 + c2

2 + c2
3,

l =
√

l21 + l22 + l23,

a = −fm

2h
,

e =
l

fm
,

p =
c2

fm
,
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cos i =
c3

c
, sin i =

√
1− cos2i,

sin Ω =
c1

c sin i
, cos Ω = − c2

c sin i
,

sin ω =
l3

l sin i
, cos ω =

l1
l

cos Ω +
l2
l

sin Ω,

sin u =
z

r sin i
, cos u =

x

r
cos Ω +

y

r
sin Ω,

sin v = sin u cos ω − cos u sin ω, cos v = cos u cos ω + sin u sin ω,

sin E =

√
1− e2 sin v

1 + e cos v
, cos E =

cos v + e

1 + e cos v
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñòèííîé àíîìàëèè v íàäî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ arctg îò äâóõ
àðãóìåíòîâ sin v, cos v ñî çíà÷åíèÿìè â îáëàñòè îò 0 äî 2π .

E = v + arctg

(
sin E cos v − cos E sin v

cos E cos v + sin E sin v

)
,

M = E − e sin E.

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå ãåîöåíòðè÷åñêîé ãðàâèòàöèîí-
íîé ïîñòîÿííîé fm = 398600.436êì3/ñ2 . Åäèíèöà èçìåðåíèÿ âðåìåíè � ñåêóíäà,
áîëüøàÿ ïîëóîñü è êîîðäèíàòû áóäóò èçìåðÿòüñÿ â êèëîìåòðàõ, ñêîðîñòè � â êè-
ëîìåòðàõ â ñåêóíäó. Ñðåäíåå äâèæåíèå n â ðàäèàíàõ çà ñåêóíäó îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé a3n2 = fm .

Ïðîâåðüòå, íåò ëè ïîòåðè òî÷íîñòè â ðåçóëüòàòå äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé: îò êî-
îðäèíàò è ñêîðîñòåé ê ýëåìåíòàì îðáèòû è îáðàòíî.

Ïðîâåäèòå ðàñ÷�åòû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ýêñöåíòðèñèòåòà ýëëèïòè÷åñêîé
îðáèòû e .

Óðàâíåíèå Êåïëåðà.
×èñëåííîå çíà÷åíèå ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèè E ïðè çàäàííûõ ÷èñëåííûõ

çíà÷åíèÿõ ñðåäíåé àíîìàëèè M è ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû e ìîæåò áûòü íàéäåíî
íà îñíîâå óðàâíåíèÿ Êåïëåðà

M = E − e sin E.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà e ñðàâíèòå ýôôåêòèâíîñòü ïðîñòîãî ìåòîäà
èòåðàöèé

E0 = M,

· · ·
En+1 = M + e sin En,
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Ýëëèïòè÷åñêàÿ îðáèòà

è ìåòîäà Íüþòîíà
E0 = M,

· · ·

En+1 = En − En − e sin En −M

1− e cos En
.

Ìåòîäè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t , èçìåðÿåìîãî â ñåêóíäàõ, ñ ïîìîùüþ

ýëåìåíòîâ ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû è çíà÷åíèÿ ñðåäíåé àíîìàëèè

M = M0(t0) + n(t− t0)

îïðåäåëèòå âåêòîð ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè

x(t), y(t), z(t), ẋ(t), ẏ(t), ż(t).

Âû÷èñëèòå òåïåðü íîâûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îðáèòû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì â ìîìåíò âðåìåíè t , âåðíèòåñü ñ íîâûìè çíà÷å-
íèÿìè ýëåìåíòîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 è îïðåäåëèòå åù�å îäèí íàáîð èç âåê-
òîðà ïîëîæåíèÿ è âåêòîðà ñêîðîñòè. Ñðàâíèòå êîìïîíåíòû ýòèõ âåêòîðîâ ñ èõ
íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Óáåäèòåñü, ÷òî îòëè÷èÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò
âîçðàñòàþò ñ óâåëè÷åíèåì èíòåðâàëà âðåìåíè t− t0 .

Êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû.
Êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû Äåëîíå

L, G, H, l, g, h

è êåïëåðîâñêèå ïàðàìåòðû

a, e, i, Ω, ω, M

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:
L =

√
fma, l = M,

G = L
√

1− e2, g = ω +
π

2
,

H = G cos i, h = Ω− π

2
.

(27)

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ïîçèöèîííûõ ïàðàìåòðîâ

a, p = a(1− e2), e, cos i, sin i

� 21�



Ñåìèíàð 1

ïî êàíîíè÷åñêèì ýëåìåíòàì L , G , H ðàâíû:
∂a

∂L
=

2a

L
,

∂a

∂G
= 0 ,

∂a

∂H
= 0 ,

∂p

∂L
= 0 ,

∂p

∂G
=

2p

G
,

∂p

∂H
= 0 ,

∂e

∂L
=

1

e

G2

L3 ,
∂e

∂G
= −1

e

G

L2 ,
∂e

∂H
= 0 ,

∂ cos i

∂L
= 0 ,

∂ cos i

∂G
= −H

G2 ,
∂ cos i

∂H
=

1

G
,

∂ sin i

∂L
= 0 ,

∂ sin i

∂G
=

1

sin i

H2

G3 ,
∂ sin i

∂H
= − 1

sin i

H

G2 .

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò èñòèííîé è ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèé ðàâíû
∂v

∂L
=

∂v

∂e

∂e

∂L
,

∂v

∂G
=

∂v

∂e

∂e

∂G
,

∂E

∂L
=

∂E

∂e

∂e

∂L
,

∂E

∂G
=

∂E

∂e

∂e

∂G
.

Ïîñêîëüêó
∂v

∂e
=

sin v (2 + e cos v)

1− e2 ,
∂E

∂e
=

sin v√
1− e2

,

∂v

∂l
=

(1 + e cos v)2

(
√

1− e2)3
,

∂E

∂l
=

1 + e cos v

1− e2 ,

òî
∂v

∂e
=

L2

G2 (2 sin v +
e

2
sin 2v) ,

∂E

∂e
=

L

G
sin v,

∂v

∂l
=

L3

G3 (1 + e cos v)2 ,
∂E

∂l
=

L2

G2 (1 + e cos v) .

Àëãîðèòì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Ïóñòü ũ = u + π/2 . Îïðåäåëèòå ñòðóêòóðó âèäà

A · Li1Gi2H i3 · pj1ej2 sinj3 i ·
(

cos
sin

)
(k1ũ + k2v + k3E), (28)

ãäå A � ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò, à ïîêàçàòåëè ñòåïåíè i1 , i2 , i3 , j1 , j2 , j3 è
êîýôôèöèåíòû k1 , k2 , k3 ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå öåëûå
çíà÷åíèÿ è íóëü.

Êàæäóþ èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò p , e , sin i ïî L , G , H ïðåäñòàâüòå â
âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììå êàê ñîñòàâíóþ ïåðåìåííóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ òèïó
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Ýëëèïòè÷åñêàÿ îðáèòà

íîâîé ñòðóêòóðû. Ñîñòàâüòå ïðîèçâîäíûå îò v ïî e è ïî l , ñîñòîÿùèå, ñîîòâåò-
ñòâåííî, èç äâóõ è èç ÷åòûð�åõ ïåðåìåííûõ äàííîãî òèïà, è ïðîèçâîäíûå îò E

ïî ýòèì æå ïàðàìåòðàì, ñîäåðæàùèå, ñîîòâåòñòâåííî, îäíó è äâå ïåðåìåííûå. Ñî-
ñòàâüòå òåïåðü ïîäïðîãðàììó óìíîæåíèÿ ïåðåìåííûõ, îáëàäàþùèõ äàííîé ñòðóê-
òóðîé, è îïðåäåëèòå ïðîèçâîäíûå îò v ïî L è G . Êàæäàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñîäåðæèò
äâà ñëàãàåìûõ òîãî æå òèïà:

∂v

∂L
= +

2

eL
sin v +

1

2L
sin 2v ,

∂v

∂G
= − 2

eG
sin v − 1

2G
sin 2v .

Íàó÷èòåñü äèôôåðåíöèðîâàòü ñîñòàâíûå ïåðåìåííûå ïî êàíîíè÷åñêèì ýëåìåí-
òàì Äåëîíå. Óáåäèòåñü, ÷òî â ýòîé îïåðàöèè ñòðóêòóðà ñëàãàåìûõ íå ìåíÿåòñÿ.
Ïóñòü

X =
1

G3 · e · sin2 i · sin(2ũ + v).

Âîçüìèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò X ñ ïîìîùüþ ñîñòàâëåííîé âàìè ïîäïðîãðàì-
ìû è ïðîâåðüòå ðåçóëüòàò:

∂X

∂L
= +

1

L3G

1

e
sin2 i sin(2ũ + v)

− 3

LG3 sin2 i sin 2ũ +
3

LG3 sin2 i sin(2ũ + 2v)

−3

4

1

LG3 e sin2 i sin(2ũ− v) +
3

4

1

LG3 e sin2 i sin(2ũ + 3v),

∂X

∂G
= − 1

L2G2

1

e
sin2 i sin(2ũ + v)

− 3

G4 e sin2 i sin(2ũ + v) +
2H2

G6 e sin(2ũ + v)

+
3

G4 sin2 i sin 2ũ− 3

G4 sin2 i sin(2ũ + 2v)

+
3

4

1

G4 e sin2 i sin(2ũ− v)− 3

4

1

G4 e sin2 i sin(2ũ + 3v),

∂X

∂H
= −2H

G5 e sin(2ũ + v).

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïðèñóòñòâèå ýëåìåíòà e â çíàìåíàòåëå. Ïîäóìàéòå, íå ïðè-
âåä�åò ëè ýòî ê ïîòåðå âû÷èñëèòåëüíîé òî÷íîñòè ïðè ìàëûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ
ýêñöåíòðèñèòåòà?
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Ñåìèíàð 2. Îáùèå àëãîðèòìû

Àññàìáëåÿ ðåêîìåíäóåò.
Â àâãóñòå 2000 ãîäà â ãîðîäå Ìàí÷åñòåð ñîñòîÿëàñü 24-àÿ Ãåíåðàëüíàÿ àññàì-

áëåÿ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà (ÌÀÑ, International Astronomical
Union, IAU). Íà àññàìáëåå áûëè ïðèíÿòû ïîñòàíîâëåíèÿ (ðåçîëþöèè B1.1 � B1.9)
î ñèñòåìàõ êîîðäèíàò è âðåìåíè â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå [229]. Ïîäãîòîâêîé ìàòå-
ðèàëîâ çàíèìàëèñü êîìèññèè ïåðâîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ÌÀÑ. Ïîäðàçäåëåíèå èìååò
íàçâàíèå �Ôóíäàìåíòàëüíàÿ àñòðîíîìèÿ�, íàçâàíèÿ ïÿòè êîìèññèé, ïîñëå íåáîëü-
øèõ èçìåíåíèé, òàêæå óòâåðæäåíû íà áîëüøîé âñòðå÷å àñòðîíîìîâ: 4 � �Ýôåìå-
ðèäû�, 7 � �Íåáåñíàÿ ìåõàíèêà è äèíàìè÷åñêàÿ àñòðîíîìèÿ�, 8 � �Àñòðîìåòðèÿ�,
19 � �Âðàùåíèå Çåìëè�, 31 � �Âðåìÿ�.

Êàê îòìå÷àþò àâòîðû ïîñòàíîâëåíèé è íåïîñðåäñòâåííûå ó÷àñòíèêè ñîáûòèé,
�ðåçîëþöèÿ B1 ñíàáæàåò ïîëüçîâàòåëåé îïðåäåëåíèÿìè, ñòàíäàðòíûìè àëãîðèò-
ìàìè è ïàðàìåòðàìè äëÿ óñòàíîâëåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ñîâðåìåííîì óðîâíå
òî÷íîñòè îïîðíûõ ñèñòåì îòñ÷�åòà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè�. À ÷òî Âû äóìàåòå ïî ýòîìó ïîâîäó?

Ñèñòåìû îòñ÷¼òà.
Ìåæäóíàðîäíàÿ çåìíàÿ ñòàíäàðòíàÿ îïîðíàÿ ñèñòåìà îòñ÷�åòà (International

Terrestrial Reference System, ITRS) â âûáðàííûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0
çàäàíà ïîëîæåíèÿìè ~R(t0) è ñêîðîñòÿìè ~V ñòàíöèé, ó÷àñòâóþùèõ â ñîâðåìåííûõ
ãåîäèíàìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Ïîëîæåíèå íàáëþäàòåëüíîé ñòàíöèè â ìîìåíò
âðåìåíè t âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

~R(t) = ~R(t0) + ~V · (t− t0) +
∑

i

∆~Ri(t), (29)

ãäå ïàðàìåòðû ñìåùåíèÿ ∆~Ri(t) îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå çíàíèé ïî ôèçèêå ïðè-
ëèâîâ. Ïîääåðæêà è ðàñøèðåíèå Ìåæäóíàðîäíîé çåìíîé îïîðíîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò (International Terrestrial Reference Frame, ITRF) � ïîñòîÿííàÿ çàáîòà Ìåæ-
äóíàðîäíîé ñëóæáû âðàùåíèÿ Çåìëè (International Earth Rotation Service, IERS)
è Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáû ëàçåðíîé ëîêàöèè (International Laser Range Service,
ILRS).

Ìåæäóíàðîäíàÿ íåáåñíàÿ ñòàíäàðòíàÿ îïîðíàÿ ñèñòåìà îòñ÷�åòà (International
Celestial Reference System, ICRS) çàäàíà âûñîêîòî÷íûìè ýêâàòîðèàëüíûìè ïî-
ëîæåíèÿìè 608 âíåãàëàêòè÷åñêèõ ðàäèîèñòî÷íèêîâ. Òî÷êà íà÷àëà êîîðäèíàò ïî-
ìåùåíà â áàðèöåíòð Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå ýòó ñèñòåìó
ïðåäñòàâëÿþò êàòàëîã Ãèïïàðêîñ è åãî ðàñøèðåíèÿ, íàïðèìåð, Îïîðíûé êàòàëîã
Òèõî [102].
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Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ.
Â ðåêîìåíäàöèÿõ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà (ÌÀÑ) ïîä÷¼ð-

êèâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ìàòåìàòè÷å-
ñêè â ðàìêàõ åäèíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáðà-
áàòûâàòü ñîâðåìåííûå àñòðîíîìè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
íåñêîëüêî ðåëÿòèâèñòñêèõ ñèñòåì îòñ÷¼òà [200]. Òåîðèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîð-
äèíàò è êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè, ðåêîìåíäóåìàÿ ÌÀÑ, ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå
Ñ.Ì.Êîïåéêèíà [98].

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè 10 êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà gαβ , êàæäûé êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè è òð¼õ
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, èíäåêñû α è β ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3 .
Êâàäðàò èíòåðâàëà èìååò âèä

dτ 2 = −gαβ dxα dxβ, (30)

ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå,

x0 = c t, x1 = x, x2 = y, x3 = z,

c � ñêîðîñòü ñâåòà, t � êîîðäèíàòíîå âðåìÿ.

Îêðåñòíîñòè Çåìëè.
Íåáåñíàÿ îïîðíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â öåíòðå ìàññ Çåìëè

íàçûâàåòñÿ ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé ñèñòåìîé îòñ÷¼òà.
Ïàðàìåòð t â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ïîëó÷èë íàçâàíèå ãåîöåíòðè÷åñêîå êîîð-

äèíàòíîå âðåìÿ (Geocentric Coordinate Time, TCG).
Â ðåçîëþöèÿõ ÌÀÑ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå çåìíîå âðåìÿ (Terrestrial Time, TT). Ïî

îïðåäåëåíèþ, øêàëà TT îòëè÷àåòñÿ îò øêàëû TCG ïîñòîÿííûì äðåéôîì:

d (TT)

d (TCG)
= 1− LG, (31)

ãäå LG = 6.969290134 ·10−10 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùåé ïîñòîÿííîé. Ñàìà æå øêàëà
çåìíîãî âðåìåíè ñîâïàäàåò ñî øêàëîé àòîìíîãî âðåìåíè TAI. Ðàçëè÷èå çàêëþ÷à-
åòñÿ â ïîëîæåíèè íóëü-ïóíêòà:

TT = TAI + 32.184 ñåêóíäû.

Øêàëà àòîìíîãî âðåìåíè ôîðìèðóåòñÿ íà îñíîâå ïîêàçàíèé ñîâîêóïíîñòè ýòà-
ëîíîâ ÷àñòîòû ñëóæá âðåìåíè âñåãî ìèðà. Âñåìèðíîå êîîðäèíèðîâàííîå âðå-
ìÿ UTC òîëüêî íà öåëîå ÷èñëî ñåêóíä îòëè÷àåòñÿ îò àòîìíîãî âðåìåíè TAI.
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Ñîâðåìåííûå ÷èñëåííûå ìîäåëè äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè ïî-
ñòðîåíû â ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà [29]. Ìîäåëè ïðåäíàçíà÷åíû
äëÿ îáðàáîòêè âûñîêîòî÷íûõ ñâåòîëîêàöèîííûõ íàáëþäåíèé ÈÑÇ [112] è îïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ âðàùåíèÿ Çåìëè.

Ñîëíå÷íàÿ ñèñòåìà.
Ñèñòåìà îòñ÷¼òà ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â öåíòðå ìàññ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ïî-

ëó÷èëà íàçâàíèå áàðèöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ïàðàìåòð t ïî-
ëó÷èë íàçâàíèå áàðèöåíòðè÷åñêîå êîîðäèíàòíîå âðåìÿ (Barycentric Coordinate
Time, TCB).

Â ÷èñëåííûõ ìîäåëÿõ äâèæåíèÿ Ñîëíöà, Ëóíû è áîëüøèõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé
ñèñòåìû, ðàçðàáîòàííûõ â Ëàáîðàòîðèè ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ ÑØÀ [232], èñ-
ïîëüçîâàíà áàðèöåíòðè÷åñêàÿ íåáåñíàÿ îïîðíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà.

Ìîäåëü äâèæåíèÿ Ñîëíöà, Ëóíû è ïëàíåò, ñîçäàííàÿ â Ëàáîðàòîðèè ðåàêòèâ-
íîãî äâèæåíèÿ, ñêðûâàåò â ñåáå åù¼ îäíó îñîáåííîñòü: àðãóìåíòîì äëÿ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííàÿ ïåðåìåí-
íàÿ Teph , øêàëà êîòîðîé î÷åíü áëèçêà øêàëå çåìíîãî âðåìåíè TT. Ýòè äâå øêà-
ëû íèêîãäà íå ðàñõîäÿòñÿ ìåæäó ñîáîé áîëåå, ÷åì íà 2 ìèëëèñåêóíäû. Âî ìíîãèõ
ïðèëîæåíèÿõ òàêèì îòëè÷èåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó,
ðàçíîñòü ìåæäó TT è TCB âîçðàñòàåò íà 0.5 ñåêóíäû â ãîä [154].

Øêàëû âðåìåíè.
Â òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, íàõîäÿùåéñÿ â îêðåñòíîñòè Çåìëè è èìåþùåé áàðèöåí-

òðè÷åñêèé âåêòîð ~r , ðàçíîñòü äâóõ øêàë êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè TCB è TCG
ðàâíà [229]

TCB− TCG =
1

c 2

[
1

1− LB

Teph∫
Teph0

(
1

2
v2

E +
N∑

k=0
k 6=E

fmk

|~rE − ~rk|
)

d t

]

+
1

c 2

(
~vE (~r − ~rE)

)
,

(32)

ãäå ~rE è ~vE � âåêòîð ïîëîæåíèÿ è âåêòîð ñêîðîñòè Çåìëè îòíîñèòåëüíî áà-
ðèöåíòðà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, mk , ~rk � ìàññû è âåêòîðà ïîëîæåíèé Ñîëíöà
è áîëüøèõ ïëàíåò îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, Teph � àðãó-
ìåíò ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ ïëàíåò, ñîãëàñóþùàÿ ïåðåìåí-
íàÿ LB = 1.550505 · 10−8 .

Ïðåöåññèÿ-íóòàöèÿ.
Ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó äâóìÿ ïîäõîäàìè, ãåîöåòðè÷åñêèì è áàðè-

öåíòðè÷åñêèì, çàíèìàþò ìîäåëü ïðåöåññèè, ðåêîìåíäîâàííàÿ ÌÀÑ â 1976 ãîäó,
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ìîäåëü íóòàöèè, ðàçðàáîòàííàÿ Äæîíîì Ìýòüþ Âàðîì è ðåêîìåíäîâàííàÿ ÌÀÑ â
1980 ãîäó, è ñîâðåìåííàÿ ìîäåëü ïðåöåññèè-íóòàöèè ÌÀÑ2000À [202], íåîáõîäè-
ìûå äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè çåìíîé è íåáåñíîé îïîðíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà è àíàëèçà
âñåõ òèïîâ íàçåìíûõ èçìåðåíèé.

Îñü âðàùåíèÿ.
Äâèæåíèå îñè âðàùåíèÿ Çåìëè â ïðîñòðàíñòâå îáóñëîâëåíî ãðàâèòàöèîííûì

äåéñòâèåì íåáåñíûõ òåë � Ëóíû, Ñîëíöà è ïëàíåò � íà ýêâàòîðèàëüíûé èçáûòîê
ìàññ Çåìëè. Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè âûäåëÿþò ïîñòîÿííóþ è ïåðåìåí-
íóþ ñîñòàâëÿþùèå, ïðåöåññèþ è íóòàöèþ.

Êèíåìàòè÷åñêàÿ êàðòèíà ïðåöåññèè � ýòî äâèæåíèå ïîëþñà ìèðà îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåùàþùåãîñÿ ïîëþñà ýêëèïòèêè.

Âçàèìíûå ïåðåìåùåíèÿ ïëîñêîñòåé ýêâàòîðà è ýêëèïòèêè íà êîíå÷íîì èíòåð-
âàëå âðåìåíè ìîæíî âûðàçèòü â ÷èñëåííîì âèäå.

Ñòàíäàðòíóþ ýïîõó îáîçíà÷àþò J2000. Ñòàíäàðòíàÿ ýïîõà ñîâïàäàåò ñ þëèàí-
ñêîé äàòîé 2451545.0 (ïîëäåíü, 1 ÿíâàðÿ 2000 ãîäà).

Íàêëîí ýêëèïòèêè ê ýêâàòîðó â ñòàíäàðòíóþ ýïîõó îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ε0 .
×èñëåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà

ε0 = 23◦26′21′′.448.

âõîäèò â ñïèñîê îñíîâíûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ

Ìàòðèöà ïðåöåññèè.
Ìàòðèöà ïðåöåññèè

P = R3(−zA) ·R2(θA) ·R3(−ζA) (33)

âûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå îò ôèêñèðîâàííîãî ýêâàòîðà, çàäàííîãî íåáåñíîé ñòàí-
äàðòíîé ñèñòåìîé îòñ÷¼òà, ê ñèñòåìå ïîäâèæíîãî ýêâàòîðà äàòû. Ôîðìóëû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí ζA , zA , θA , ïîëó÷èâøèõ íàçâàíèå ïðåöåññèîííûõ ïàðàìåò-
ðîâ Íüþêîìà-Àíäóàéå, èìåþò âèä ïîëèíîìîâ ïî âðåìåíè.

Ìàòðèöû ïîâîðîòà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë α âîêðóã îñåé OX, OY è
OZ îáîçíà÷åíû ÷åðåç R1(α) , R2(α) è R3(α) .

Ìàòðèöà íóòàöèè.
Â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé äâèæåíèÿ íåáåñíîãî

ïîëþñà ðàññìàòðèâàþò ìãíîâåííóþ ýêëèïòèêó è ýêâàòîð äàòû. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïîëîæåíèÿ èñòèííîãî ýêâàòîðà ðàçëè÷àþò íóòàöèþ â äîëãîòå ∆ψ è íóòàöèþ â
íàêëîíå ∆ε .
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Ìàòðèöà íóòàöèè âûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå îò ïîäâèæíîãî ýêâàòîðà äàòû ê
ñèñòåìå èñòèííîãî ýêâàòîðà

N = R1(−εA −∆ε) ·R3(−∆ψ) ·R1(εA), (34)

ãäå εA � íàêëîí ìãíîâåííîé ýêëèïòèêè ê ïîäâèæíîìó ýêâàòîðó.
Ïàðàìåòðû ∆ψ è ∆ε âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ñ

÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ìîäåëè ÌÀÑ1980 àðãóìåíòàìè ýòèõ ðÿäîâ ÿâëÿ-
þòñÿ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ àðãóìåíòîâ:

lM � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ Ëóíû,

l′S � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ Ñîëíöà,
FM � ñðåäíèé àðãóìåíò øèðîòû Ëóíû,
D � ðàçíîñòü ñðåäíèõ äîëãîò Ëóíû è Ñîëíöà,

ΩM � ñðåäíÿÿ äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà Ëóíû.

(35)

Ìîäåëü ïðåöåññèè-íóòàöèè ÌÀÑ2000À ó÷èòûâàåò òàêæå çàâèñèìîñòü àðãóìåíòîâ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ îò ñðåäíèõ äîëãîò âîñüìè áîëüøèõ ïëàíåò è ïðåöåññèè
ïî äîëãîòå. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ àðãóìåíòîâ ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ïîëèíîìû
ïî âðåìåíè.

Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â êàæäîì èç ðÿäîâ äëÿ íóòàöèè â äîëãîòå è íóòàöèè
â íàêëîíå â ìîäåëè ÌÀÑ 1980 ãîäà ðàâíî 106 [210]. Â ìîäåëè ÌÀÑ2000À ðÿäû
íóòàöèè ñîäåðæàò 678 ëóííî-ñîëíå÷íûõ è 687 ïëàíåòíûõ ÷ëåíîâ [211].

Ñòàíäàðòíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Ñòàíäàðòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó çåìíîé (T) è ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé

(C) ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå



x
y

z




(C)

= P′ ·N′ ·R3(−S⊕) ·R1(yp) ·R2(xp) ·



x
y

z




(T)

, (36)

ãäå
P � ìàòðèöà ïðåöåññèè,
N � ìàòðèöà íóòàöèè,
S⊕ � ãðèíâè÷ñêîå èñòèííîå çâ�åçäíîå âðåìÿ,
xp , yp � êîîðäèíàòû ïîëþñà.
Âåðõíèé øòðèõ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû.

Ýìïèðè÷åñêèå ïàðàìåòðû.
Âåëè÷èíû

xp , yp , ∆UT = UT1− UTC , LOD =
(
∆UT(t2)−∆UT(t1)

)
/(t2 − t1) (37)
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ÿâëÿþòñÿ ïðîäóêòîì íàáëþäàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Îíè âõîäÿò â íàáîð ïàðà-
ìåòðîâ âðàùåíèÿ Çåìëè [213].

Çâ¼çäíîå âðåìÿ.
Ãðèíâè÷ñêîå ñðåäíåå çâ�åçäíîå âðåìÿ îïðåäåëåíî êàê ôóíêöèÿ âñåìèðíîãî âðå-

ìåíè
Sm
⊕ â 0h UT1 = 6h41m50s.54841 + 8640184s.812866 TU

+ 0s.093104 T 2
U − 6s.2 · 10−6 T 3

U ,

ãäå TU � âðåìÿ â øêàëå âñåìèðíîãî âðåìåíè UT1, îòñ÷èòûâàåìîå â þëèàíñêèõ
ñòîëåòèÿõ îò ñòàíäàðòíîé ýïîõè J2000.

Ðàçíîñòü ∆UT = UT1 − UTC âñåìèðíîãî âðåìåíè è âñåìèðíîãî êîîðäèíèðî-
âàííîãî âðåìåíè âõîäèò â ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîìåæóòêà çâ�åçäíîãî âðåìå-
íè îò 0h UT1 äî ìîìåíòà íàáëþäåíèé, îòñ÷èòûâàåìîãî îò íà÷àëà ñóòîê â øêàëå
UTC:

Sm
⊕ = Sm

⊕ â 0h UT1 + r (UTC + ∆UT),

ãäå
r = 1.002737909350795 + 5.9006 · 10−11 TU − 5.9 · 10−15 T 2

U .

Èñòèííîå è ñðåäíåå çâ�åçäíîå âðåìÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
S⊕ = Sm

⊕ + ∆ψ cos εA.

Îñîáåííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Îñîáåííîñòè ñòàíäàðòíîãî âàðèàíòà î÷åâèäíû: óãîë, îïðåäåëÿåìûé ïàðàìåò-

ðîì èñòèííîå çâ�åçäíîå âðåìÿ, îòñ÷èòûâàåòñÿ îò èñòèííîé òî÷êè âåñåííåãî ðàâíî-
äåíñòâèÿ, êîòîðàÿ ïåðåìåùàåòñÿ ïî èñòèííîìó ýêâàòîðó âñëåäñòâèè ïðåöåññèè è
íóòàöèè, ôîðìóëà äëÿ S⊕ çàïèñàíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî
ìàëûõ âåëè÷èí � ïàðàìåòðîâ íóòàöèè.

Þëèàíñêèå äíè.
Â âû÷èñëåíèÿõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ ñóòîê. Ñ÷�åò þëèàí-

ñêèõ äíåé èä�åò îò 1 ÿíâàðÿ 4713 ãîäà äî íàøåé ýðû. Þëèàíñêèå ñóòêè íà÷èíàþòñÿ
â ïîëäåíü.

Ìîäèôèöèðîâàííûå þëèàíñêèå äíè îáðàçîâàíû ïðîñòûì âû÷èòàíèåì èç çíà-
÷åíèÿ þëèàíñêèõ äíåé ÷èñëà 2400000.5 . Ìîäèôèöèðîâàííûå þëèàíñêèå ñóòêè
íà÷èíàþòñÿ â ãðèíâè÷ñêóþ ïîëíî÷ü.

Ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ ñóòîê íåïðèåìëåìà äëÿ çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ è âû-
äà÷è ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷�åòîâ. Äëÿ ýòèõ öåëåé èñïîëüçóþò ïîíÿòíóþ è äîñòóïíóþ
âñåì ôîðìó êàëåíäàðíûõ äàò.

� 29�



Ëåêöèÿ 1

Çàìå÷àíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè â âèäå ðÿäà ïî ñôåðè÷åñêèì
ôóíêöèÿì ñòàëî êëàññè÷åñêèì [72]. Â ñèëó ïðîñòîòû ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé îíî
î÷åíü óäîáíî äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé äâèæåíèÿ èñêóññòâåí-
íûõ ñïóòíèêîâ. Îäíàêî òàêîå ðàçëîæåíèå îáëàäàåò îäíèì ñóùåñòâåííûì íåäî-
ñòàòêîì, à èìåííî ìåäëåííîé ñõîäèìîñòüþ, âñëåäñòâèå ÷åãî ïðè òî÷íûõ èññëåäî-
âàíèÿõ äâèæåíèÿ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå
÷èñëî ÷ëåíîâ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çàñòàâëÿåò èñêàòü äðóãèå ôîðìû ðàçëîæåíèÿ
ïîòåíöèàëà.

Â 1965 ãîäó Ã.Í.Äóáîøèí ïîëó÷èë ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà îáú�åìíîãî òåëà â
ðÿä ïî ôóíêöèÿì Ëàìå [204]. Ë.À.Ñàâðîâ íàø�åë ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå êîýôôè-
öèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî ôóíêöèÿì Ëàìå ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ïî ñôå-
ðè÷åñêèì ôóíêöèÿì [140].

Â 1971 ãîäó Áàëìèíî ïðåäñòàâèë àíîìàëüíóþ ÷àñòü ïîòåíöèàëà Çåìëè ïîòåí-
öèàëîì ïðèòÿæåíèÿ íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè òî÷å÷íûõ ìàññ [196]. Èì áûëî èñ-
ïîëüçîâàíî 126 ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ çàäàííûìè êîîðäèíàòàìè â òåëå Çåìëè.
Âàæíûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè âûïîëíèë Â.À.Àíòîíîâ [25]. Íåñêîëü-
êî ãðóïï ó÷�åíûõ èçó÷àëî âîïðîñ î ïðèìåíèìîñòè ìîäåëåé òî÷å÷íûõ ìàññ ïðè âû-
÷èñëåíèè äâèæåíèÿ ÈÑÇ, â ðàáîòå [148] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíûõ
âû÷èñëåíèé.

Â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ, ÷òî-
áû ñóäèòü î òîì, íàñêîëüêî öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ðàçëîæåíèÿ
äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Ìîæíî ëèøü
çàìåòèòü, ÷òî ýòè ðàçëîæåíèÿ òàêæå ñîäåðæàò áîëüøîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, à èñïîëü-
çóåìûå â íèõ ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè, ÷åì ñôåðè÷åñêèå.

Ïî-âèäèìîìó, ñàìûì ñóùåñòâåííûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ãðà-
âèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè ñ íóæíîé íàì â íàñòîÿùåå âðåìÿ òî÷íîñòüþ òðåáóåòñÿ
áîëüøîå ÷èñëî ïîñòîÿííûõ (ïîðÿäêà 1000 , à ìîæåò áûòü è áîëüøå). Òðóäíîñòè
çäåñü îáóñëîâëåíû ñêîðåå ôèçè÷åñêîé ñòîðîíîé ïðîáëåìû, ÷åì ìàòåìàòè÷åñêîé.

Àíàëèòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðîáíîé ÷àñòèöû â ãðà-
âèòàöèîííîì ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì, çàäàâàåìûì ôîðìóëîé (4), âûïîëíåíî âî âñåõ
ó÷åáíèêàõ ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå, íàïðèìåð [72, 182, 61]. Äëÿ ýòîé ïðîáëåìû äîïó-
ñòèìî ëþáîå èç äâóõ íàçâàíèé: çàäà÷à äâóõ òåë èëè çàäà÷à îäíîãî íåïîäâèæíîãî
öåíòðà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ðàçëîæåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè, îáóñëîâëåííîé ïðèòÿæå-
íèåì äâóõ òâ�åðäûõ òåë, äàíà â ìîíîãðàôèè Ã.Í.Äóáîøèíà [72], ñîâðåìåííûå ðå-
çóëüòàòû èçëîæåíû Â.Â.Âèäÿêèíûì [56].
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Ëåêöèÿ 2. Ïðîìåæóòî÷íûé ïîòåíöèàë

Çîíàëüíûå, òåññåðàëüíûå è ñåêòîðèàëüíûå ãàðìîíèêè. �
Ñòàíäàðòíàÿ Çåìëÿ. � Ñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèÿ ãåîïîòåí-
öèàëà. � Ïðîìåæóòî÷íîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå Çåìëè. �
Âàæíåéøèå ñâîéñòâà ïðîìåæóòî÷íîãî ïîòåíöèàëà. � Âîç-
ìóùàþùèé ïîòåíöèàë.

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà U (ôîðìóëà (23)).
Âñå ÷ëåíû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè òèïà.

Ïóñòü k = 0 . Òîãäà ìû áóäåì èìåòü ÷ëåíû âèäà

−fm

r
Jn

(r0

r

)n

Pn(sin ϕ). (38)

Ïîñêîëüêó ïîëèíîì Ëåæàíäðà Pn èìååò n äåéñòâèòåëüíûõ ðàçëè÷-
íûõ è ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìåíüøèõ åäèíèöû êîðíåé, òî íà ñôåðå
Pn(sin ϕ) áóäåò ìåíÿòü çíàê íà n ïàðàëëåëÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ñôå-
ðà ðàçäåëèòñÿ íà n + 1 øèðîòíûõ çîí, â êîòîðûõ ýòîò ÷ëåí áóäåò
ïîïåðåìåííî ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
Òàêîé ÷ëåí íàçûâàåòñÿ çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé ïîðÿäêà n .

Ïóñòü 0 < k < n . Òîãäà ìû áóäåì èìåòü ÷ëåíû âèäà
fm

r

(r0

r

)n

CnkP
(k)
n (sin ϕ) cos kλ

è
fm

r

(r0

r

)n

SnkP
(k)
n (sin ϕ) sin kλ,

êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà n−k ïàðàëëåëÿõ, îïðåäåëÿåìûõ óðàâ-
íåíèåì

dkPn(sin ϕ)

d(sin ϕ)k
= 0,

è íà 2k ìåðèäèàíàõ:

cos kλ = 0 èëè sin kλ = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñôåðà äåëèòñÿ íà n + k + 1 ñôåðè-
÷åñêèõ òðàïåöèé, â êàæäîé èç êîòîðûõ ýòè ÷ëåíû ñîõðàíÿþò çíàêè.
Òàêèå ÷ëåíû íàçûâàþòñÿ òåññåðàëüíûìè ãàðìîíèêàìè ïîðÿäêà n è
èíäåêñà k .

Ïóñòü, íàêîíåö, k = n , è ìû òîãäà ïîëó÷èì ÷ëåíû âèäà
fm

r

(r0

r

)n

CnnP
(n)
n (sin ϕ) cos nλ

è
fm

r

(r0

r

)n

SnnP
(n)
n (sin ϕ) sin nλ.

Ïîñêîëüêó
dnPn(sin ϕ)

d(sin ϕ)n
= const,

òî òàêèå ÷ëåíû îáðàùàþòñÿ â íóëü òîëüêî íà ìåðèäèàíàõ, äëÿ êîòî-
ðûõ

cos nλ = 0 èëè sin nλ = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ñôåðà äåëèòñÿ íà 2n çíàêîïîñòîÿííûõ ñåêòîðîâ,
âñëåäñòâèå ÷åãî òàêèå ÷ëåíû íàçûâàþòñÿ ñåêòîðèàëüíûìè ãàðìîíè-
êàìè ïîðÿäêà n .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ
ðàçëîæåíèÿ (23). Ïîñêîëüêó ïåðâûé ÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåí-
öèàë øàðà ñî ñôåðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè, òî âñå îñòàëü-
íûå ñëàãàåìûå õàðàêòåðèçóþò îòëè÷èå Çåìëè îò òåëà ñôåðè÷åñêîé
ñòðóêòóðû. Îñíîâíûì èç ýòèõ ñëàãàåìûõ ÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ çîíàëüíàÿ
ãàðìîíèêà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ñïëþñíóòîñòü Çåìëè ó ïîëþñîâ, òî
åñòü ïîëÿðíîå ñæàòèå Çåìëè. Äðóãèå ãàðìîíèêè õàðàêòåðèçóþò áî-
ëåå ìåëêèå äåòàëè. Òàê, òåññåðàëüíûå è ñåêòîðèàëüíûå ãàðìîíèêè
õàðàêòåðèçóþò îòëè÷èå Çåìëè îò òåëà, äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî
îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, à çîíàëüíûå ãàðìîíèêè íå÷�åòíîãî ïî-
ðÿäêà è òåññåðàëüíûå ãàðìîíèêè, äëÿ êîòîðûõ n− k íå÷�åòíî, îïðå-
äåëÿþò àñèììåòðèþ Çåìëè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ýêâàòîðà.
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×èñëîâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðè-
òÿæåíèÿ Çåìëè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðè ïîìîùè ãðàâèìåòðè÷åñêèõ è
ãåîäåçè÷åñêèõ èçìåðåíèé, òàê è ïî íàáëþäåíèÿì Ëóíû è èñêóññòâåí-
íûõ íåáåñíûõ òåë. Â ïîñëåäíèå ãîäû ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíèðî-
âàííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè ãðàâèìåò-
ðè÷åñêèõ è ñïóòíèêîâûõ äàííûõ. Íà÷èíàÿ ñ 1958 ãîäà ïðè ïîìîùè
íàáëþäåíèé èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè áûëî âûâåäåíî íåñêîëü-
êî äåñÿòêîâ ñèñòåì ïîñòîÿííûõ ãåîïîòåíöèàëà. Â øåñòèäåñÿòûå è
ñåìèäåñÿòûå ãîäû äâàäöàòîãî ñòîëåòèÿ íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòà-
òû áûëè ïîëó÷åíû â Ñìèòñîíîâñêîé îáñåðâàòîðèè ÑØÀ íà îñíîâå
ôîòîãðàôè÷åñêèõ è ëàçåðíûõ íàáëþäåíèé ñïåöèàëüíûõ ñïóòíèêîâ
ñ ïðèâëå÷åíèåì ãðàâèìåòðè÷åñêèõ è ãåîäåçè÷åñêèõ èçìåðåíèé [153].
Â Ãîääàðäîâñêîì öåíòðå êîñìè÷åñêèõ ïîë�åòîâ áûëè ïîëó÷åíû ñàìûå
ñîâðåìåííûå ìîäåëè GEM-T3 [222], JGM3 [235] è EGM96 [219].

Ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ íàáî-
ðû ÷èñåë. Â ýòèõ íàáîðàõ óêàçàíû ïðèíÿòûå â äàííîì ðåøåíèè ÷èñ-
ëîâûå çíà÷åíèÿ ãåîöåíòðè÷åñêîé ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé fm è
ýêâàòîðèàëüíîãî ðàäèóñà Çåìëè r0 , à òàêæå äâà öåëûõ ÷èñëà nmax

è kmax , çàäàþùèå ïîëíîòó ðàçëîæåíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì.
Äàëåå ïðèâîäèòñÿ òàáëèöà ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ãåî-
ïîòåíöèàëà. Êàæäàÿ ñòðîêà òàáëèöû ñîäåðæèò äâà öåëûõ ÷èñëà n

è k , óêàçûâàþùèõ íà ïîðÿäîê ñôåðè÷åñêîé ãàðìîíèêè, è äâà äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñëà C̄nk , S̄nk , ñâÿçàííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè Jn , Cnk ,
Snk ñîîòíîøåíèÿìè

Jn = −√2n + 1 · C̄n0,

Cnk =
√

2(2n + 1)

√
(n− k)!

(n + k)!
· C̄nk, k > 0,

Snk =
√

2(2n + 1)

√
(n− k)!

(n + k)!
· S̄nk, k > 0.
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×èñëîâûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ äâóõ ìîäåëåé ãðàâèòà-
öèîííîãî ïîëÿ Çåìëè ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå:

Òàáëèöà 1: Íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ
ïîñòîÿííàÿ ìîäåëü GEM-T3 ìîäåëü JGM3
fm êì3/ñ2 3.98600436 · 105 3.986004415 · 105

r0 êì 6378.137 6378.1363
J2 1082.6260745913 · 10−6 1082.6360229830 · 10−6

J3 −2.5325160653 · 10−6 −2.5324353458 · 10−6

J4 −1.6185636000 · 10−6 −1.6193312052 · 10−6

J5 −0.2266690830 · 10−6 −0.2277161017 · 10−6

J6 +0.5390785906 · 10−6 +0.5396484905 · 10−6

C21 −0.0002194691 · 10−6 −0.0002414000 · 10−6

S21 +0.0015362834 · 10−6 +0.0015431000 · 10−6

C22 +1.5744102040 · 10−6 +1.5745360428 · 10−6

S22 −0.9037571782 · 10−6 −0.9038680730 · 10−6

Êîýôôèöèåíò J2 èìååò ïîðÿäîê 10−3 , â òî âðåìÿ êàê îñòàëü-
íûå Jn è êîýôôèöèåíòû òåññåðàëüíûõ è ñåêòîðèàëüíûõ ãàðìîíèê
ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè ïîðÿäêà 10−6 è âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâíûì
(ïîñëå ïåðâîãî) ÷ëåíîì â ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëà U ÿâëÿåòñÿ âòî-
ðàÿ çîíàëüíàÿ ãàðìîíèêà. Èìåííî îíà äîëæíà âûçûâàòü ñàìûå çíà-
÷èòåëüíûå âîçìóùåíèÿ â äâèæåíèè ñïóòíèêà.

×èñëîâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ C21 6= 0 , S21 6= 0 , S22 6= 0 . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíà èç êîîðäèíàòíûõ îñåé íå ñîâïàäàåò ñ ãëàâíûìè
öåíòðàëüíûìè îñÿìè èíåðöèè.

×èñëîâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Jn , Jnk =
√

C2
nk + S2

nk âåñüìà
ìåäëåííî óáûâàþò ñ âîçðàñòàíèåì n . Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè, ïðîâåä�åííûìè Ê.Â.Õîëøåâíèêîâûì [214].
Ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè
Çåìëè èì áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

|Jn| 6 c1

n5/2
, |Jnk| 6 c2

n3/2

√
(n− k)!

(n + k)!
,
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ãäå c1 è c2 � ïîñòîÿííûå.
Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ ðàçëîæåíèå äëÿ U àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ âî

âñ�åì ïðîñòðàíñòâå r > r̄ , ãäå r̄ � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà Çåìëè ñà-
ìîé óäàë�åííîé òî÷êè å�å ïîâåðõíîñòè, åãî ñõîäèìîñòü â ñëó÷àå r0/r ,
áëèçêèõ ê åäèíèöå, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ìåäëåííîé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ êîîðäèíàò ξ , η , ζ :

W =
fm

2

(
1 + iσ

r1
+

1− iσ

r2

)
, (39)

ãäå f è m � ïîñòîÿííàÿ ïðèòÿæåíèÿ è ìàññà Çåìëè, i =
√−1 ,

r1 =
√

ξ2 + η2 + [ζ − c(σ + i)]2,

r2 =
√

ξ2 + η2 + [ζ − c(σ − i)]2,

à c è σ � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Ðàçëîæèì W â ðÿä ïî ñòåïåíÿì
c/r , ãäå r =

√
ξ2 + η2 + ζ2 . Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (12).

Òîãäà
1

r1
=

1

r

∞∑
n=0

cn(σ + i)n

rn
Pn

(
ζ

r

)
, (40)

1

r2
=

1

r

∞∑
n=0

cn(σ − i)n

rn
Pn

(
ζ

r

)
. (41)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â ôîðìóëó (39) è ââîäÿ ñðåäíèé ýêâàòî-
ðèàëüíûé ðàäèóñ r0 è ãåîöåíòðè÷åñêóþ øèðîòó ϕ , ïîëó÷èì

W = −fm

r

∞∑
n=0

J ′n
(r0

r

)n

Pn(sin ϕ), (42)

ãäå
J ′n = −1

2

(
c

r0

)n

[(1 + iσ)(σ + i)n + (1− iσ)(σ − i)n]. (43)

Èç ðàâåíñòâ (40) è (41) ñëåäóåò, ÷òî ðàçëîæåíèÿ äëÿ 1/r1 è 1/r2

àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ â îáëàñòè
r > c

√
1 + σ2. (44)
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Â ýòîé æå îáëàñòè áóäåò ñõîäèòüñÿ è ðÿä (42).
Ïîëîæèì â (43) n = 0, 1, 2, 3, 4, 5 . Òîãäà

J ′0 = −1,

J ′1 = 0,

J ′2 = κ2(1 + σ2),

J ′3 = 2κ3σ(1 + σ2),

J ′4 = −κ4(1 + σ2)(1− 3σ2),

J ′5 = −4κ5σ(1− σ4),





(45)

ãäå
κ =

c

r0
.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû J ′n ÿâëÿþòñÿ âåùå-
ñòâåííûìè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì n

âåëè÷èíû (σ + i)n è (σ − i)n , âõîäÿùèå â ôîðìóëó (43), áóäóò êîì-
ïëåêñíî ñîïðÿæ�åííûìè. Ïîýòîìó W ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ôóíê-
öèåé êîîðäèíàò r è ϕ .

Ñ ó÷�åòîì ïåðâûõ äâóõ ðàâåíñòâ (45) ôîðìóëà (42) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

W =
fm

r

{
1−

∞∑
n=2

J ′n
(r0

r

)n

Pn(sin ϕ)
}

. (46)

Ñðàâíåíèå ýòîé ôîðìóëû ñ ôîðìóëîé (23) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíê-
öèþ W ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîòåíöèàë ïðèòÿæåíèÿ íåêî-
òîðîãî òåëà, îáëàäàþùåãî îñåâîé ñèììåòðèåé. Ïîýòîìó ïîñòàâèì ñëå-
äóþùóþ çàäà÷ó: ïîäáåð�åì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ c è σ òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû W ïî âîçìîæíîñòè áûëà áû íàèáîëåå áëèçêîé
ê ïîòåíöèàëó ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè.

Ïîñêîëüêó â ðàçëîæåíèè (46) m � ìàññà Çåìëè, òî ïåðâûé ÷ëåí
ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ðàâåí ïåðâîìó ÷ëåíó ðàçëîæåíèÿ (23) äëÿ ïîòåí-
öèàëà U . Åñëè òåïåðü ïîñòîÿííûìè c è σ ðàñïîðÿäèòüñÿ òàê, ÷òîáû

J ′2 = J2, J ′3 = J3,
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òî åñòü âûáðàòü èõ èç óñëîâèé
c2(1 + σ2) = J2r

2
0, 2c3σ(1 + σ2) = J3r

3
0, (47)

òî óæå ïåðâûå òðè ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ (46) áóäóò ñîîòâåòñòâåííî ðàâ-
íû ïåðâûì òð�åì ÷ëåíàì ðàçëîæåíèÿ (23).

Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèÿ (47) îòíîñèòåëüíî c è σ , íàõîäèì

c = r0

{
J2 −

(
J3

2J2

)2
}1/2

,

σ =
J3

2J2

{
J2 −

(
J3

2J2

)2
}−1/2

.





(48)

Òàê êàê â ñëó÷àå Çåìëè

J2 > 0, J2 >

(
J3

2J2

)2

,

òî èç ôîðìóë (48) ñëåäóåò, ÷òî ïîñòîÿííûå c è σ áóäóò äåéñòâèòåëü-
íûìè âåëè÷èíàìè.

Ïîäñòàâëÿÿ â (48) âìåñòî r0 , J2 è J3 èõ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ (ìî-
äåëü JGM3, òàáë.1 íà ñ.34), ïîëó÷èì

c = +209.729018526789156 êì, σ = −0.035569605599914327. (49)
Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ äëÿ r0 , c è σ íàõîäèì

J ′4 = −1.166155068898880170 · 10−6,

J ′5 = +0.005469677881748688 · 10−6,

J ′6 = +0.001249715026407343 · 10−6,

(50)

ïðè÷�åì êîýôôèöèåíòû J ′n ïðè n > 6 áóäóò ìåíüøå 10−9 . Òàêèì îá-
ðàçîì, õîòÿ J ′4 è J4 íå ðàâíû äðóã äðóãó, îäíàêî èõ ðàçíîñòü ìåíüøå,
÷åì J4 . Âñëåäñòâèå ìàëîñòè îòíîøåíèÿ c/r0 ïîñòîÿííûå J ′n áóäóò
óáûâàòü ñ âîçðàñòàíèåì n áûñòðåå, ÷åì Jn . Ïîýòîìó ðàçíîñòè Jn−J ′n
áóäóò èìåòü ïîðÿäîê 10−6 è âûøå.
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Ëåêöèÿ 2

Â äàëüíåéøåì ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ïîòåíöèàë êîòîðîãî îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (46), (43), (48), áóäåì íàçûâàòü ïðîìåæóòî÷íûì
ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì Çåìëè. Òàêîå íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì îá-
ñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ïîòåíöèàë W èìååò ïðîìåæóòî÷íûé õàðàêòåð
ìåæäó ïîòåíöèàëîì èñòèííîé Çåìëè è ïîòåíöèàëîì Çåìëè øàðîîá-
ðàçíîé.

Îòìåòèì âàæíåéøèå ñâîéñòâà ôóíêöèè W .
1. Ôóíêöèÿ W âêëþ÷àåò â ñåáÿ âòîðóþ, òðåòüþ è ÷àñòè÷íî

÷åòâ�åðòóþ çîíàëüíûå ãàðìîíèêè ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè.
2. Ðàçíîñòü U −W ñîäåðæèò ÷ëåíû, ïîðÿäîê êîòîðûõ ðàâåí 10−6

è âûøå.
3. Ôóíêöèÿ W çàâèñèò îò ïîñòîÿííûõ fm , r0 , J2 è J3 , êîòîðûå â

íàñòîÿùåå âðåìÿ îïðåäåëåíû ñ íàèáîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ.
4. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â

ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì W ñòðîãî èíòåãðèðóþòñÿ â êâàäðàòóðàõ.
Ïîñëåäíåå, ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå äëÿ ïðèëîæåíèé ñâîéñòâî, ÿâëÿ-

åòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî W ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñèëîâàÿ
ôóíêöèÿ çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ñ ìàññàìè (m/2)(1+iσ)

è (m/2)(1−iσ) , óäàë�åííûìè äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå 2ic .
À çàäà÷à äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ, êàê èçâåñòíî, îäíà èç íåìíîãèõ
çàäà÷ ìåõàíèêè, êîòîðûå èíòåãðèðóþòñÿ â êâàäðàòóðàõ. Â îòëè÷èå
îò êëàññè÷åñêîé çàäà÷è, â êîòîðîé ìàññû öåíòðîâ è èõ âçàèìíîå ðàñ-
ñòîÿíèå ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè, ýòó çàäà÷ó ìû áó-
äåì íàçûâàòü â äàëüíåéøåì îáîáù�åííîé çàäà÷åé äâóõ íåïîäâèæíûõ
öåíòðîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ïîëîæèì â (46)
è (43) σ = 0 . Òîãäà íàéä�åì

W =
fm

r

{
1−

∞∑
n=1

J ′2n
(r0

r

)2n

P2n(sin ϕ)
}

, (51)

� 38�



Ïðîìåæóòî÷íûé ïîòåíöèàë

ãäå

J ′2n = (−1)n+1

(
c

r0

)2n

.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ñîäåðæèò òîëüêî ÷�åòíûå çîíàëüíûå ãàðìîíè-
êè. Ïîýòîìó ìîæíî ðàçëè÷àòü äâà âàðèàíòà çàäà÷è: ñèììåòðè÷íûé
(σ = 0) è íåñèììåòðè÷íûé (σ 6= 0) . Â îáîèõ âàðèàíòàõ ñèëîâàÿ
ôóíêöèÿ ñòðîãî ó÷èòûâàåò âòîðóþ çîíàëüíóþ ãàðìîíèêó � ñàìûé
ñóùåñòâåííûé (ïîñëå ïåðâîãî) ÷ëåí ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè.
Íî íåñèììåòðè÷íûé âàðèàíò èìååò ïðåèìóùåñòâî ïåðåä ñèììåòðè÷-
íûì, ïîñêîëüêó îí ó÷èòûâàåò ÷àñòè÷íî (ïîñðåäñòâîì òðåòüåé ãàðìî-
íèêè) àñèììåòðèþ Çåìëè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ýêâàòîðà.

Ïóñòü òåïåðü c = 0 è σ = 0 . Òîãäà

W =
fm

r
,

òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ W ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî-
òåíöèàë øàðîîáðàçíîé Çåìëè.

Âîçâðàùàÿñü ê ïîòåíöèàëó ðåàëüíîé Çåìëè (23) è ê ñèëîâîé ôóíê-
öèè îáîáù�åííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ (46), çàïèøåì

U = W + R⊕. (52)

Òîãäà R⊕ ìîæíî íàçâàòü âîçìóùàþùèì ïîòåíöèàëîì è ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ

R⊕ =
fm

r

∞∑
n=4

jn

(r0

r

)n

Pn(sin ϕ)

+
fm

r

∞∑
n=2

n∑
k=1

(r0

r

)n

P
(k)
n (sin ϕ)[Cnk cos kλ + Snk sin kλ],

(53)

ãäå
jn = −(Jn − J ′n), (54)

ïðè÷�åì J ′n äàþòñÿ ôîðìóëîé (43).
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Ñåìèíàð 3

Ñåìèíàð 3. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ñòåïåíü ïîëèíîìà.
Ðàññòîÿíèå r è îáðàòíîå ðàññòîÿíèå 1/r îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè

r = a(1− e cos E),
1

r
=

1 + e cos v

p
, p = a(1− e2).

Ñîîòíîøåíèå (23) ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ r ÷àñòî ïîÿâëÿåòñÿ â ïàðå ñî
ñðåäíèì ýêâàòîðèàëüíûì ðàäèóñîì Çåìëè r0

r

r0
=

a

r0
(1− e cos E),

r0

r
=

r0

p
(1 + e cos v).

Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó âîçâåäåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ 1+α cos A â ïðîèçâîëüíóþ ñòå-
ïåíü k òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåçóëüòàò èìåë âèä

(1 + α cos A)k =
k∑

j=0

( k∑
i=0

bijα
i
)

cos jA,

ãäå bij � ÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû.
Íàéäèòå ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ñ âîçðàñòàíèåì ñòåïåíè k óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî

íå ðàâíûõ íóëþ êîýôôèöèåíòîâ bij .
Âûïîëíèòå âîçâåäåíèå â ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü k âåëè÷èí r/r0 è r0/r ñ ïîìî-

ùüþ ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ (r/r0)
k , (r0/r)

k è íà îñíîâå êîýôôèöèåíòîâ bij è ñðàâ-
íèòå ìåæäó ñîáîé äâà ÷èñëà. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäèòå äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ a , e , E , v è ñòåïåíè k . Ñäåëàéòå âûâîä î ãðàíèöàõ ïðèìåíèìîñòè
â ýòîì ñëó÷àå ìåòîäà ïðîãðàììèðîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà.
Ñîñòàâüòå ïðîöåäóðó, ïîçâîëÿþùóþ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû (7) ïî-

ëó÷èòü ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ani

Pn(z) =
n∑

i=0

aniz
n (55)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ n .
Îáðàòèòå âíèìàíèå íà âîçðàñòàíèå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ ani

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n è i .
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (11), ïðîâåðüòå, ñ êàêîé òî÷íîñòüþ ïðè ðàçëè÷íûõ n

ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ ani ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ïîëèíîìîâ Ëå-
æàíäðà íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà [−1, +1] .
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Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïðèäàâàÿ ïàðàìåòðó α è ïåðåìåííîé z íåêîòîðûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïðî-
âåðüòå, óäà�åòñÿ ëè ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ ani óäîâëåòâîðèòü ôîðìóëå (12).

Ñèíóñ øèðîòû.
Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

z

r
= sin i sin u,

ãäå u � àðãóìåíò øèðîòû. Âûïîëíèòå çàìåíó óãëîâîé ïåðåìåííîé u = ũ − π/2
è ñîñòàâüòå àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ z/r â ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü k
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåçóëüòàò èìåë âèä

(z

r

)k

= (− sin i cos ũ)k =
k∑

l=0

( k∑
j=0

cjlsin
ji

)
cos lũ, (56)

ãäå cjl � ÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû.
Íàïèøèòå åù�å îäíó ïðîöåäóðó äëÿ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (56) â ôîðìó-

ëó (55). Ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèé áóäóò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ pjl ,
ïîçâîëÿþùèå ïðåäñòàâèòü ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ïîðÿäêà k îò âåëè÷èíû z/r â
âèäå

Pk

(z

r

)
=

k∑

l=0

( k∑
j=0

pjlsin
ji

)
cos lũ. (57)

Äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé èíäåêñà n , óãëà íàêëîíåíèÿ i è àðãóìåíòà øèðîòû u

âûïîëíèòå ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà Pk(z/r) , ïîëó-
÷åííûõ ïî ôîðìóëå (57) ñ îäíîé ñòîðîíû, è ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì � ñ äðóãîé.

Çîíàëüíûå ãàðìîíèêè.
Âûðàæåíèå (38) äëÿ çîíàëüíîé ãàðìîíèêè ïîðÿäêà k çàïèøåì â âèäå

Ak = −fmr0
1

r2 Jk

(r0

r

)k−1
Pk

(z

r

)
.

Ïðåäñòàâüòå âûðàæåíèå Ak â âèäå ôóíêöèè îò êåïëåðîâñêèõ ïàðàìåòðîâ îðáèòû

p = a(1− e2), e, sin i, ũ, v.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëàãàåìûõ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà k .

Ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ.
Óáåäèòåñü â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ

d t =
1√
fmp

r2 d v =
1

G
r2 d v
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è ñîñòàâüòå ïðîöåäóðó èíòåãðèðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ
∫

Akd t = −fm r0

G
Jk

∫ (r0

r

)k−1
Pk

(z

r

)
d v.

Ïðîâåðüòå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé. Äëÿ çíà÷åíèÿ k = 2 , íàïðèìåð, äîëæíî ïî-
ëó÷èòüñÿ ñåìü ñëàãàåìûõ:

−fm r0

G
J2

(
r0

p

) [(
−1

2
+

3

4
sin2 i

)
· v +

(
−1

2
+

3

4
sin2 i

)
e sin v

+
3

8
sin2 i sin 2ũ +

3

8
e sin2 i sin(2ũ− v) +

1

8
e sin2 i sin(2ũ + v)

]
.

(58)

Äëÿ çíà÷åíèÿ k = 3 ñëàãàåìîå, ëèíåéíîå ïî èñòèííîé àíîìàëèè v , ðàâíî

−fm r0

G
J3

(
r0

p

)2 (
−3

2
sin i +

15

8
sin3 i

)
e cos g · v. (59)

Äëÿ çíà÷åíèÿ k = 4 èìååì äâà ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ v â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ:

−fm r0

G
J4

(
r0

p

)3 (
+

3

8
− 15

8
sin2 i− 45

16
e2 sin2 i +

105

64
sin4 i

)
· v

−fm r0

G
J4

(
r0

p

)3 (
−45

32
sin2 i +

105

64
sin4 i

)
e2 cos 2g · v.

(60)

Îïåðàöèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñîñòàâëÿåò ïåðâûé øàã ðåøåíèÿ ãëàâíîé ïðîáëåìû.
Â òàêîì âèäå ôîðìóëû âïåðâûå ïîëó÷åíû Ä.Áðàóýðîì [199].

Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.
Ä.Áðàóýð èñïîëüçîâàë ïåðåìåííûå Äåëîíå L , G , H , l , g , h è çàïèñàë óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ, ñîçäàâàåìîì çîíàëüíûìè ãàðìîíè-
êàìè, â êàíîíè÷åñêîì âèäå

dL

dt
= +

∂K

∂l
,

dG

dt
= +

∂K

∂g
,

dH

dt
= +

∂K

∂h
,

dl

dt
= −∂K

∂L
,

dg

dt
= −∂K

∂G
,

dh

dt
= −∂K

∂H
,

(61)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì K = K0 + R1 + R2 , ãäå

K0 =
(fm)2

2L2 , R1 = −fm

r
J2

(r0

r

)2
P2

(z

r

)
, R2 = −fm

r

N∑
k=3

Jk

(r0

r

)k

Pk

(z

r

)
.

Ïåðåìåííàÿ h îòñóòñòâóåò â ôóíêöèè K , ÿâëÿåòñÿ �öèêëè÷åñêîé� ïåðåìåííîé,
ïîýòîìó ñðàçó èìååì îäíó ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ H = const .
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Ôóíêöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ R1 ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð � êîýôôèöèåíò J2 .

Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ R2 ïðîïîðöèîíàëüíà âòîðîé ñòåïåíè ìàëîãî ïàðàìåòðà.
Ïåðåéä�åì ê íîâûì ïåðåìåííûì L′ , G′ , H ′ , l′ , g′ , h′ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

ïðåîáðàçîâàíèÿ
S = L′l + G′g + H ′h + S1(L

′, G′, H ′, l, g) + S2(L
′, G′, H ′, l, g) (62)

ïî ôîðìóëàì

L = L′ +
∂S1

∂l
+

∂S2

∂l
, G = G′ +

∂S1

∂g
+

∂S2

∂g
, H = H ′,

l′ = l +
∂S1

∂L′
+

∂S2

∂L′
, g′ = g +

∂S1

∂G′ +
∂S2

∂G′ , h′ = h +
∂S1

∂H ′ +
∂S2

∂H ′ ,

(63)
ãäå S1(L

′, G′, H ′, l, g) � ôóíêöèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ êîýôôèöèåíòó J2 , à ôóíê-
öèÿ S2(L

′, G′, H ′, l, g) ïðîïîðöèîíàëüíà êîýôôèöèåíòó J3 , òî åñòü èìååò âòîðîé
ïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî J2 .

Íîâûé ãàìèëüòîíèàí.
Ãàìèëüòîíèàí K íå äîëæåí èçìåíèòüñÿ ïðè ïåðåõîäå ê íîâûì ïåðåìåííûì:

K(L,G, H, l, g,−) = K∗(L′, G′, H ′,−, g′,−).

Ä.Áðàóýð ðàçëàãàåò ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè òîæäåñòâà â ðÿä Òåéëîðà ñ òî÷-
íîñòüþ äî âòîðîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî J2 è ïðèðàâíèâàåò ÷ëåíû, ðàâíûå ïî
ïîðÿäêó âåëè÷èíû:

K0 = K∗
0 ,

∂K0

∂L′
∂S1

∂l
+ R1 = K∗

1 ,

∂K0

∂L′
∂S2

∂l
+

1

2

∂2K0

∂L′2

(
∂S1

∂l

)2

+
∂R1

∂L′
∂S1

∂l
+

∂R1

∂G′
∂S1

∂g
+ R2 =

∂K∗
1

∂g

∂S1

∂G′ + K∗
2 .

(64)

Ïåðâîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âûáîðà ôóíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ: îòëè÷èÿ
ìåæäó ñòàðûìè è íîâûìè ïåðåìåííûìè íà÷èíàþòñÿ ñ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà J2 . Âî âòîðîì óðàâíåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿíñòâî
âñåõ ýëåìåíòîâ îðáèòû, êðîìå óãëîâîãî ýëåìåíòà l . Â òðåòüåì óðàâíåíèè ïîãðåø-
íîñòü, âíîñèìàÿ òàêèì äîïóùåíèåì, ÷àñòè÷íî èñïðàâëÿåòñÿ ó÷�åòîì äîïîëíèòåëü-
íûõ ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà.

Äëÿ ôóíêöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ S1 è S2 ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ôóíêöèè K∗

1 , K∗
2 ìîãóò áûòü íàçíà÷åíû ïðîèçâîëü-

íûì îáðàçîì. Îáùåãî ðåöåïòà íàçíà÷åíèÿ íåò. Â íàøåé çàäà÷å óñëîâèå ñôîðìó-
ëèðîâàíî òàê: íîâûé ãàìèëüòîíèàí íå äîëæåí çàâèñåòü îò óãëîâîé ïåðåìåííîé l′ .
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Ñåìèíàð 3

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé.
Â ñèëó óðàâíåíèé êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü

n =
(fm)2

L′3
= −∂K∗

0

∂L′
,

S1 =
∫

R1dt− 1

n

∫
K∗

1dl,

S2 =
∫

R2dt− 1

n

∫
K∗

2dl +
∫

R′
2dt,

R′
2 =

1

2

∂2K0

∂L′2

(
∂S1

∂l

)2

+
∂R1

∂L′
∂S1

∂l
+

∂R1

∂G′
∂S1

∂g
− ∂K∗

1

∂g

∂S1

∂G′ .

(65)

Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.
Èíòåãðàëû

∫
R1dt è

∫
R2dt âû÷èñëåíû â îäíîì èç ïðåäûäóùèõ óïðàæíåíèé

íà îñíîâå ïðåäëîæåíèÿ î çàìåíå äèôôåðåíöèàëà dt íà dv . Â ñòàòüå [199] äîêòîð
Áðàóýð âû÷èñëèë íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ ôóíêöèè R′

2 , íå çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåí-
íîé l′ . Ýòà ôóíêöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà J2

2 , ñëàãàåìûå, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [199],
èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî ñæàòèÿ. Ìû íå ñòàíåì âû÷èñëÿòü
ôóíêöèþ R′

2 íà ñåìèíàðå, à äëÿ ïîëó÷åíèÿ K∗
2 îãðàíè÷èìñÿ âòîðûì ñëàãàåìûì

âûðàæåíèÿ (60), ïðîïîðöèîíàëüíûì J4 , ñîäåðæàùèì ìíîæèòåëü cos 2g è ëèíåé-
íûì ïî èñòèííîé àíîìàëèè v .

Ïðèðàâíÿåì âåëè÷èíó K∗
1/n êîýôôèöèåíòó ïðè èñòèííîé àíîìàëèè v â ôîð-

ìóëå (58), à âåëè÷èíó K∗
2/n ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòó âî âòîðîì ñëàãàåìîì ôîð-

ìóëû (60). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

K∗
1 = fmr0 J2

(fm)2

L′3
1

G′

(
r0

p

)(
1

2
− 3

4
sin2 i

)
, (66)

K∗
2 = (fm r0)

4 J4
(fm)2

L′3
1

G′7

(
+

45

32
sin2 i− 105

64
sin4 i

)
e2 cos 2g, (67)

è

S1 = fmr0J2
1

G

(
r0

p

) [(1

2
− 3

4
sin2 i

)
· (v − l)

+
(1

2
− 3

4
sin2 i

)
e sin v − 3

8
sin2 i sin 2ũ

−3

8
e sin2 i sin(2ũ− v)− 1

8
e sin2 i sin(2ũ + v)

]
.

(68)

Ãàìèëüòîíèàí K∗
0 +K∗

1 +K∗
2 äåéñòâèòåëüíî íå çàâèñèò îò óãëîâîé ïåðåìåííîé l′ ,

à â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè S1 îòñóòñòâóþò ëèíåéíûå ïî v è l ÷ëåíû, òàê
êàê ðàçíîñòü v−l ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé âåëè÷èíîé. Ôóíêöèÿ K∗

1 ïåðâîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè íå çàâèñèò òàêæå îò óãëîâîé ïåðåìåííîé g′ .
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Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îáðàòèòå âíèìàíèå,
÷òî èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé v è Ä.Áðàóýð

íå ðàçëàãàåò âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ â ðÿäû ïî êðàòíûì ñðåäíåé àíîìàëèè èëè
ïî ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñèòåòà, à ïîëó÷àåò áóêâåííîå ðåøåíèå â çàìêíóòîì âèäå.
Íàáîð ïåðåìåííûõ â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ î÷åíü øèðîê. Â íåãî âõîäÿò íå òîëü-
êî êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû L , G , l , g , íî è ïàðàìåòðû p , e , sin i è óãëîâûå
ïåðåìåííûå ũ , v .

Îñðåäí¼ííûå óðàâíåíèÿ.
Ïîñëå ïåðåõîäà ê íîâûì ïåðåìåííûì îñðåäí¼ííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñîõðà-

íÿþò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó è èìåþò âèä:
dL′

dt
= 0,

dG′

dt
= +

∂K∗
2

∂g′
,

dH ′

dt
= 0, (69)

dl′

dt
= −∂K∗

0

∂L′
− ∂K∗

1

∂L′
,

dg′

dt
= −∂K∗

1

∂G′ ,
dh′

dt
= −∂K∗

1

∂H ′ . (70)

Â îðèãèíàëüíîé ñòàòüå [199] âûïîëíåíî åù¼ îäíî êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå
äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èç ãàìèëüòîíèàíà óãëîâîé ïåðåìåíîé g′ . Íà íàøåì ñåìèíàðå
ïðîâåä¼ì èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (69)-(70) òîëüêî äëÿ ôóíêöèé (66)-(67).

Ñðåäíèå äâèæåíèÿ.
Èíòåãðèðóÿ (70), ïîëó÷èì ôîðìóëû âåêîâûõ èçìåíåíèé óãëîâûõ ýëåìåíòîâ:

l′ = l′0 +

[
(fm)2

L′3
− 3

4
(fm)4 r2

0 J2
1

L′4
1

G′3
(
1− 3 cos2 i

)] · (t− t0), (71)

g′ = g′0 +

[
3

4
(fm)4 r2

0 J2
1

L′3
1

G′4
(
5 cos2 i− 1

)] · (t− t0), (72)

h′ = h′0 +

[
−3

2
(fm)4 r2

0 J2
1

L′3
1

G′4 cos i

]
· (t− t0). (73)

Èíòåãðèðóÿ (69) ñ ó÷¼òîì (67) è (72), ïîëó÷àåì äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âàðèàöèè
ýëåìåíòà äåéñòâèÿ G :

G′ = G′
0 +

5

32

(fm r0)
2

G′
0
3

(
J4

J2

) (
6− 7 sin2 i

4− 5 sin2 i

)
e2 sin2 i sin 2g′. (74)

Ðàçìåðíîñòü ñðåäíèõ äâèæåíèé l̇′ , ġ′ , ḣ′ � (1/ñ ), âàðèàöèè � (ì2/ñ ).

�Êðèòè÷åñêèé� íàêëîí.
Óãîë íàêëîíåíèÿ ic , óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ 5 sin2 ic = 4 , íàçûâàåòñÿ

�êðèòè÷åñêèì� íàêëîíîì. Äëÿ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé i , áëèçêèõ ê îäíîìó èç �êðè-
òè÷åñêèõ� ( ic = 63◦26′ èëè ic = 116◦34′ ) , ðåøåíèå (74) íåäåéñòâèòåëüíî.
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Ñåìèíàð 4

Ñåìèíàð 4. Ñòàíäàðòíûå ñîãëàøåíèÿ

Ñáîðíèêè ñòàíäàðòîâ.
Ñ 1976 ãîäà Ìåæäóíàðîäíîå áþðî âðåìåíè è Ìåæäóíàðîäíàÿ ñëóæáà äâè-

æåíèÿ ïîëþñà äëÿ âûâîäà ïàðàìåòðîâ âðàùåíèÿ Çåìëè ñòàëè èñïîëüçîâàòü ëà-
çåðíûå èçìåðåíèÿ òîïîöåíòðè÷åñêèõ äàëüíîñòåé äî èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Ëà-
ãåîñ. Äëÿ ïðîâåðêè íàä¼æíîñòè è òî÷íîñòè ñèñòåìû áûëè çàïëàíèðîâàíû è ïðî-
âåäåíû äâå íàáëþäàòåëüíûå êàìïàíèè ÌÅÐÈÒ, ïåðâàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ â
òðè, à âòîðàÿ � â ÷åòûðíàäöàòü ìåñÿöåâ. Ïåðåä íà÷àëîì âòîðîé êàìïàíèè â
1983 ãîäó Ìîðñêàÿ îáñåðâàòîðèÿ ÑØÀ âûïóñòèëà öèðêóëÿð �167 ïîä íàçâàíè-
åì �Project MERIT Standards�. Â 1988 ãîäó ïîñëå óïðàçäíåíèÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ
ñëóæá è ñîçäàíèÿ Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáû âðàùåíèÿ Çåìëè áûë íàïå÷àòàí ñáîð-
íèê �IERS Standards�. Çàòåì ïîñëåäîâàëè âûïóñêè �IERS Standards (1992)�, �IERS
Conventions (1996)� [210] è �IERS Conventions (2000)� [211] Âñå ñáîðíèêè ïîñòðî-
åíû ïî ïðèíöèïó ïðååìñòâåííîñòè è â îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿõ ïîâòîðÿþò ñàìûé
ïåðâûé öèðêóëÿð. Â íèõ ñîäåðæàòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ðåêîìåíäàöèè ïî îáðàáîòêå
ëàçåðíûõ íàáëþäåíèé èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè.

Ïàðàìåòðû ìîäåëè.
Ïðåäñòàâëåíû ôàêòîðû, êîòîðûå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè

äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ñþäà âõîäÿò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå Çåìëè, ïðè-
òÿæåíèå Ëóíû, Ñîëíöà, áîëüøèõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, ïðèëèâû óïðóãîé
Çåìëè è îêåàíè÷åñêèå ïðèëèâû, äàâëåíèå ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ.

Äàíû ïîäðîáíûå ìîäåëè äëÿ ðàñ÷¼òà âàðèàöèé êîîðäèíàò íàçåìíûõ ïóíêòîâ.
Òàêèå âàðèàöèè îáóñëîâëåíû ïðèëèâàìè óïðóãîé Çåìëè è íàãðóçî÷íûìè äåôîð-
ìàöèÿìè, âîçíèêàþùèìè âñëåäñòâèå îêåàíè÷åñêèõ ïðèëèâîâ.

Â ïàðàìåòðû, óëó÷øàåìûå íà îñíîâå âûñîêîòî÷íûõ íàáëþäåíèé ÈÑÇ, âêëþ÷å-
íû ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ Çåìëè, êîýôôèöèåíòû ýôôåêòèâíîãî îòðàæåíèÿ è ýì-
ïèðè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ, ïîëîæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ íàáëþäàòåëüíûõ ñòàíöèé â
çåìíîé îïîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Ïîòåíöèàë Çåìëè.
Ïîòåíöèàë ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè U çàäàí â çåìíîé îïîðíîé ñèñòåìå îò-

ñ÷¼òà. Ðåêîìåíäîâàíî èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì
ñ ÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè C̄nk , S̄nk :

U =
fm

r
+

fm

r

Nmax∑
n=2

n∑

k=0

(r0

r

)n

P̄ (k)
n (sin ϕ) · Re

[(
C̄nk −

√−1 S̄nk

)
e
√−1 k λ

]
, (75)
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Ñòàíäàðòíûå ñîãëàøåíèÿ

ãäå fm � ãåîöåíòðè÷åñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, r0 � ýêâàòîðèàëüíûé
ðàäèóñ Çåìëè, P̄

(k)
n (sin ϕ) � íîðìèðîâàííûå ïðèñîåäèí�åííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà,

r , ϕ , λ � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ â îêîëîçåìíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, âû÷èñëÿåìûå â çåìíîé îïîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, Re � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Ïëàíåòíûå âîçìóùåíèÿ.
Óñêîðåíèå â äâèæåíèè èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà, âûçûâàåìîå âíåøíåé ïëàíå-

òîé ñ ìàññîé mp , èìååò âèä

~Fp =
fmp

|~rp − ~r|3 (~rp − ~r)− fmp

r3
p

~rp , (76)

ãäå ~r � ãåîöåíòðè÷åñêèé âåêòîð îáúåêòà, r = |~r| � ìîäóëü ãåîöåíòðè÷åñêî-
ãî âåêòîðà îáúåêòà, ~rp � ãåîöåíòðè÷åñêèé âåêòîð ïëàíåòû, rp = |~rp| � ìîäóëü
ãåîöåíòðè÷åñêîãî âåêòîðà ïëàíåòû. Ïåðâîå ñëàãàåìîå � ýòî ãëàâíàÿ ÷àñòü óñêîðå-
íèÿ, âòîðîå ñëàãàåìîå, íå çàâèñÿùåå îò ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêà, íàçûâàþò êîñâåííîé
÷àñòüþ [182].

Ôîðìóëå (76) ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàë

Rp = fmp

[
1

|~rp − ~r| −
(~r · ~rp)

r3
p

]
,

òàêæå ñîñòàâëåííûé èç äâóõ ÷àñòåé, ãëàâíîé è êîñâåííîé. Ó÷èòûâàÿ íåðàâåí-
ñòâî r < rp è ðàçëàãàÿ â ðÿä âåëè÷èíó, îáðàòíóþ ðàññòîÿíèþ ìåæäó ñïóòíèêîì
è ïëàíåòîé, ïîëó÷èì ôîðìóëó

Rp =
fmp

rp

∞∑
n=2

(
r

rp

)n

Pn

(
(~r · ~rp)

r rp

)
, (77)

ãäå Pn(z) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà ïîðÿäêà n . Ñóììèðîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñî çíà÷å-
íèÿ n = 2 . Ïðè n = 0 ñëàãàåìîå ðÿäà íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò ñïóòíèêà è íå
ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå. Ñëàãàåìîå ðÿäà ïðè n = 1 ñîêðàùàåòñÿ ñ êîñâåííîé
÷àñòüþ.

Ïîëîæåíèÿ ïëàíåò.
Âûðàæåíèå (76) ïðèìåíÿþò â àëãîðèòìàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè

îïðåäåëåíèè ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Äëÿ ðàñ÷¼-
òà âåêòîðîâ ïîëîæåíèé íåáåñíûõ òåë ~rp ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñîâðåìåííóþ
ìîäåëü äâèæåíèÿ Ëóíû, Ñîëíöà è ïëàíåò [232].
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Ïîëüçîâàòåëÿì äîñòóïíû ýôåìåðèäû, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíè-
åì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðå-
ìåíè. Èíôîðìàöèÿ î ïîëîæåíèè è ñêîðîñòè êàæäîãî îáúåêòà õðàíèòñÿ â âèäå
÷èñëîâûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà ×åáûøåâà.

Ýôåìåðèäíûå äàííûå DE405/LE405 [232] ñîäåðæàòñÿ â ôàéëå ïðÿìîãî äîñòóïà
â âèäå çàïèñåé. Êàæäàÿ çàïèñü ñîäåðæèò 1018 ÷èñåë äâîéíîé òî÷íîñòè â äâîè÷-
íîì ôîðìàòå ïî 8 áàéò. Â îäíîé çàïèñè óïàêîâàíà èíôîðìàöèÿ î ïîëîæåíèÿõ è
ñêîðîñòÿõ íåáåñíûõ îáúåêòîâ íà èíòåðâàëå âðåìåíè, ðàâíîì 32 ñóòêàì. Ïåðâîå è
âòîðîå ÷èñëà êàæäîé çàïèñè ñîäåðæàò þëèàíñêèå äàòû íà÷àëà è êîíöà î÷åðåä-
íîãî èíòåðâàëà ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè ïëàíåò è Ñîëíöà äàíû
îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Âìåñòî êîîðäèíàò Çåìëè óïàêîâà-
íû êîýôôèöèåíòû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû Çåìëÿ-Ëóíà.
Ïîëîæåíèå Ëóíû äàíî îòíîñèòåëüíî öåíòðà Çåìëè.

Ïðèëèâíûé ïîòåíöèàë.
Ïåðâûé ÷ëåí ñóììû (77) èìååò âèä

R(2)
p =

fmp

rp

(
r

rp

)2

P2

(
(~r · ~rp)

r rp

)

è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â òåîðèè ïðèëèâîâ.
Òåîðåìà ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

R(2)
p = R(20)

p + R(21)
p + R(22)

p . (78)

Ñëàãàåìûå ñóììû èìåþò ðàçëè÷íûé âèä â íåáåñíîé è çåìíîé ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.
Ïðèëèâû âûçûâàþò äîïîëíèòåëüíûé ïîòåíöèàë

R
(2)
pt = k20

(
r0

r

)5

R(20)
p + k21

(
r0

r

)5

R(21)
p + k22

(
r0

r

)5

R(22)
p , (79)

ãäå k20 , k21 , k22 � ÷èñëà Ëÿâà. Â ñîâðåìåííîé òåîðèè ïðèëèâîâ ýòè ïàðàìåò-
ðû ñîñòîÿò èç äåéñòâèòåëüíîé kR

2k è ìíèìîé kI
2k ÷àñòåé è çàâèñÿò îò ÷àñòîòû

ïðèëèâíîé âîëíû.

Ìíåíèå àñòðîíîìà.
Ïîòåíöèàë (79) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò Ëóíû, Ñîëíöà è âåêòîðà ïîëî-

æåíèÿ îáúåêòà, âû÷èñëÿåìûõ â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.
Â íåáåñíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû � ýòî ïðÿìîå âîñõîæäå-

íèå α , ñêëîíåíèå δ è ìîäóëü ðàññòîÿíèÿ r .
Ñëàãàåìûå ñóììû (78) èìåþò âèä

R(2k)
p = A

(p)
k r2 P̄

(k)
2 (sin δ) cos kα + B

(p)
k r2 P̄

(k)
2 (sin δ) sin kα , (80)
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ãäå
A

(p)
k =

1

5

fmp

r3
p

P̄
(k)
2 (sin δp) cos kαp ,

B
(p)
k =

1

5

fmp

r3
p

P̄
(k)
2 (sin δp) sin kαp ,

(81)

Âçãëÿä ãåîäåçèñòà.
Ïóñòü rp , ϕp , λp � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû Ëóíû èëè Ñîëíöà, âû÷èñëÿåìûå

â çåìíîé îïîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, òîãäà
(~r · ~rp)

r rp
= sin ϕ sin ϕp + cos ϕ cos ϕp cos(λ− λp).

Ñëàãàåìûå ñóììû (78) èìåþò âèä

R(2k)
p = Ā

(p)
k r2 P̄

(k)
2 (sin ϕ) cos kλ + B̄

(p)
k r2 P̄

(k)
2 (sin ϕ) sin kλ . (82)

Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû Ëóíû è Ñîëíöà çàïèñàíû â çåìíîé îïîðíîé ñèñòåìå îò-
ñ÷¼òà, òî âåëè÷èíû

Ā
(p)
k =

1

5

fmp

r3
p

P̄
(k)
2 (sin ϕp) cos kλp ,

B̄
(p)
k =

1

5

fmp

r3
p

P̄
(k)
2 (sin ϕp) sin kλp ,

(83)

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñðåäíåãî çâ¼çäíîãî âðåìåíè. Â íåáåñíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà
ôóíêöèè (81) íå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû Sm

⊕ .
Ïîäñòàâëÿÿ (82), (83) â (79) è ñðàâíèâàÿ ñ (75), ïîëó÷èì

∆C̄2k =
r3
0

fm
·
(

k
R(0)
2k Ā

(p)
k + k

I(0)
2k B̄

(p)
k

)
,

∆S̄2k =
r3
0

fm
·
(

k
I(0)
2k Ā

(p)
k − k

R(0)
2k B̄

(p)
k

)
,

(84)

ãäå k
R(0)
2k , k

I(0)
2k � íîìèíàëüíûå çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé ïðè-

ëèâíûõ ÷èñåë Ëÿâà, íå çàâèñÿùèå îò ÷àñòîòû ïðèëèâíîé âîëíû.
Àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ïðèìåíÿþò è äëÿ âòîðîãî ÷ëåíà ñóììû (77), ñôåðè-

÷åñêîé ãàðìîíèêè òðåòüåãî ïîðÿäêà (k30 , k31 , k32 , k33 � ÷èñëà Ëÿâà) :

∆C̄3k =
1

7
k3k

fmp

fm

(
r0

rp

)4

P̄
(k)
3 (sin ϕp) cos kλp ,

∆S̄3k =
1

7
k3k

fmp

fm

(
r0

rp

)4

P̄
(k)
3 (sin ϕp) sin kλp .

(85)
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Ðåêîìåíäîâàíî âû÷èñëÿòü òàêæå ìàëûå âàðèàöèè ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé êîýôôè-
öèåíòîâ C̄40 , S̄40 , C̄41 , S̄41 , C̄42 , S̄42 ïî ôîðìóëàì

∆C̄4k =
1

5
k

(+)
2k

fmp

fm

(
r0

rp

)3

P̄
(k)
2 (sin ϕp) cos kλp ,

∆S̄4k =
1

5
k

(+)
2k

fmp

fm

(
r0

rp

)3

P̄
(k)
2 (sin ϕp) sin kλp .

(86)

Íîìèíàëüíûå çíà÷åíèÿ ÷èñåë Ëÿâà îïóáëèêîâàíû â âûïóñêå 2000 ãîäà [211].

×àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü.
Çàâèñèìîñòü äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé ïàðàìåòðîâ k20 , k21 , k22 îò

÷àñòîòû ïðèëèâíîé âîëíû ω ðåêîìåíäóåòñÿ ó÷èòûâàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóë [211]:

∆C̄
(ω)
20 =

∑
ω(2,0)

(
+ a

(ω)
0 cos θ

(ω)
20 − b

(ω)
0 sin θ

(ω)
20

)
,

∆C̄
(ω)
21 =

∑
ω(2,1)

(
+ b

(ω)
1 cos θ

(ω)
21 + a

(ω)
1 sin θ

(ω)
21

)
,

∆S̄
(ω)
21 =

∑
ω(2,1)

(
+ a

(ω)
1 cos θ

(ω)
21 − b

(ω)
1 sin θ

(ω)
21

)
,

∆C̄
(ω)
22 =

∑
ω(2,2)

(
+ a

(ω)
2 cos θ

(ω)
22

)
,

∆S̄
(ω)
22 =

∑
ω(2,2)

(− a
(ω)
2 sin θ

(ω)
22

)
,

(87)

ãäå θ
(ω)
2k = k

(
Sm
⊕ + 180◦

)− (
j
(ω)
k1 lM + j

(ω)
k2 l′S + j

(ω)
k3 FM + j

(ω)
k4 D + j

(ω)
k5 ΩM

)
.

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä è êîýôôèöèåíòîâ

a
(ω)
k , b

(ω)
k , j

(ω)
k1 , j

(ω)
k2 , j

(ω)
k3 , j

(ω)
k4 , j

(ω)
k5

ñîäåðæàòñÿ â ñïåöèàëüíûõ òàáëèöàõ [211].

Îêåàíè÷åñêèå ïðèëèâû.
Äèíàìè÷åñêèå ýôôåêòû, îáóñëîâëåííûå îêåàíè÷åñêèìè ïðèëèâàìè, ïðåäëàãà-

åòñÿ ó÷èòûâàòü òàêèì æå îáðàçîì:

∆C̄
(o)
nk = Fnk

∑
ω(n,k)

[(
Cω+

nk + Cω−
nk

)
cos θ

(ω)
nk +

(
Sω+

nk + Sω−
nk

)
sin θ

(ω)
nk

]
,

∆S̄
(o)
nk = Fnk

∑
ω(n,k)

[(
Sω+

nk − Sω−
nk

)
cos θ

(ω)
nk −

(
Cω+

nk − Cω−
nk

)
sin θ

(ω)
nk

]
,

(88)

ãäå Cω±
nk , Sω±

nk , θ
(ω)
nk � àìïëèòóäû è àðãóìåíò ïðèëèâíîé âîëíû ïîðÿäêà n è

ñòåïåíè k , èìåþùåé ÷àñòîòó ω [206], Fnk � ÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû.
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Ïóñòü
f = 6.673 · 10−11 ì3/(êã · ñ2) � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ,
ge = 9.7803278 ì/ñ2 � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ýêâàòîðå,
ρw = 1025 êã/ì3 � ïëîòíîñòü ìîðñêîé âîäû,

òîãäà
Fnk =

4πfρw

ge

1

Nnk

(
1 + k′n
2n + 1

)
,

ãäå k′n � êîýôôèöèåíòû íàãðóçî÷íîé äåôîðìàöèè,

Nn0 =
√

2n + 1, Nnk =

√
2(2n + 1)(n− k)!

(n + k)!
ïðè k > 0.

Öåòðîáåæíûå ñèëû.
Ïîòåíöèàë öåíòðîáåæíûõ ñèë èçìåíÿåòñÿ ïî ïðè÷èíå äâèæåíèÿ ïîëþñîâ. Äå-

ôîðìàöèè Çåìëè, âûçâàííûå ýòèì ýôôåêòîì, ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíè-
òåëüíîãî ïîòåíöèàëà. Âëèÿíèå åãî ïðåäëîæåíî ó÷èòûâàòü ñ ïîìîùüþ ïîïðà-
âîê [211]

∆C̄
(c)
21 = −1.333 · 10−9 (m1 − 0.0115m2),

∆S̄
(c)
21 = −1.333 · 10−9 (m2 + 0.0115m1),

(89)

ãäå
m1 = xp − 0.054− 0.00083 δt, m2 = −yp + 0.357 + 0.00395 δt,

òåêóùèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ïîëþñà xp , yp èçìåðÿþòñÿ â ñåêóíäàõ äóãè, ðàçíîñòü
δt èñ÷èñëÿåòñÿ â ãîäàõ îò ýïîõè J2000.

Ïîñòîÿííàÿ ÷àñòü.
Äîïîëíèòåëüíûé âêëàä â ÷èñëîâîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ãåîïîòåíöèàëà C̄20

îáóñëîâëåí ïîñòîÿííîé ÷àñòüþ âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêè ïðèëèâíîãî ïîòåí-
öèàëà R

(20)
p . Â ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè JGM3 [235] ýòà ïîïðàâêà

óæå äîáàâëåíà ê âåëè÷èíå ñîîòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà. Âû÷èñëåíèÿ ïî ôîð-
ìóëàì (75) ïðèâîäÿò ê ïîâòîðíîìó ó÷¼òó âëèÿíèÿ ïîñòîÿííîé ÷àñòè ïðèëèâíîé
äåôîðìàöèè. Âåëè÷èíó ∆C̄

(p)
20 = −4.201 · 10−9 ñëåäóåò âû÷åñòü èç ïîëó÷åííîãî

÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ∆C̄20 .
Ñïîñîá ó÷¼òà âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ ïðèëèâàìè, ïóò¼ì âû÷èñëåíèÿ âàðè-

àöèé êîýôôèöèåíòîâ C̄nk è S̄nk áûë ðåêîìåíäîâàí óæå â ïåðâîì âûïóñêå ñòàí-
äàðòîâ 1983 ãîäà [228]. Ñïîñîá óäîáåí äëÿ ïðèìåíåíèÿ â àëãîðèòìå ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ìåòîä ó÷¼òà ïðèëèâíûõ âîçìóùåíèé, óäîáíûé â àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ,
ðàññìîòðèì â õîäå ñëåäóþùèõ çàíÿòèé (ñ.89, ñ.111).
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Çàìå÷àíèÿ

Â ãðàâèìåòðèè ãðàâèòàöèîííîå ïîëå Çåìëè îáû÷íî ðàçáèâàþò íà äâå ÷àñòè:
íîðìàëüíóþ è àíîìàëüíóþ. Ïîä íîðìàëüíûì ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì ïîíèìàþò
ïîëå íåêîòîðîé èäåàëèçèðîâàííîé Çåìëè, ïîòåíöèàë êîòîðîãî ñîäåðæèò íàèáîëåå
çíà÷èòåëüíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ: íóëåâîãî, ïåðâîãî è íåêîòîðûå ÷ëåíû âòîðîãî
ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ñæàòèÿ Çåìëè. Â àíîìàëüíûé ïîòåíöèàë âêëþ÷àþò ÷ëåíû
âòîðîãî ïîðÿäêà è âûøå. Â ýòîì îòíîøåíèè ïðîìåæóòî÷íîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå
Çåìëè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íîðìàëüíîå ïîëå. Ãëàâíîå æå îòëè÷èå ïðîìå-
æóòî÷íîãî ïîòåíöèàëà W îò äðóãèõ íîðìàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü
â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ñòðîãî ïðîèíòåãðèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà.

Ïåðâûå àïïðîêñèìèðóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè
(íà ïðàêòèêå, â ñóùíîñòè, ñîâïàäàþùèå äðóã ñ äðóãîì), êîòîðûå äîïóñêàþò èí-
òåãðèðîâàíèå â êâàäðàòóðàõ, áûëè ïðåäëîæåíû â 1959 è 1960 ãîäàõ â ðàáîòàõ
Äæ.Âèíòè [236] è Ì.Ä.Êèñëèêà [93]. Çíà÷åíèå ýòèõ ðàáîò äëÿ òåîðèè äâèæåíèÿ
ñïóòíèêîâ òðóäíî ïåðåîöåíèòü. Åñëè âûðàæåíèÿ Âèíòè è Êèñëèêà ðàçëîæèòü â
ðÿäû ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì, òî îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ôîðìóëîé (51),
òî åñòü áóäóò ñîâïàäàòü ñ ñèììåòðè÷íûì âàðèàíòîì ñèëîâîé ôóíêöèè çàäà÷è äâóõ
íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ. Òàêàÿ ñâÿçü çàäà÷ áûëà óñòàíîâëåíà â 1961 ãîäó â ñòàòüå
Å.Ï.Àêñ¼íîâà, Å.À.Ãðåáåíèêîâà è Â.Ã.Ä�åìèíà [11]. Óêàçàíèå íà òàêóþ àíàëîãèþ
ñîäåðæèòñÿ òàêæå â êíèãå Ä.Áðàóýðà è Äæ.Êëåìåíñà [38], èçäàííîé â ÑØÀ â
1961 ãîäó. Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ ïî ýòîìó ïîâîäó ñìîòðèòå â îáçîðíîé ñòàòüå
Ì.Ñ.ßðîâà-ßðîâîãî [186].

Èäåÿ ïðèìåíèòü îáîáù�åííóþ çàäà÷ó äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îðáèò èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ áûëà âûäâèíóòà â 1961 ãîäó
Å.Ï.Àêñ¼íîâûì, Å.À.Ãðåáåíèêîâûì è Â.Ã.Ä�åìèíûì [13, 14]. Ïðåäëîæåííàÿ ýòè-
ìè àâòîðàìè ôîðìóëà (46) îáîáùàëà ðåçóëüòàòû Äæ.Âèíòè è Ì.Ä.Êèñëèêà íà
ñëó÷àé íåñèììåòðè÷íîãî òåëà. Îêàçàëîñü òàêæå, ÷òî ìåíåå óäà÷íàÿ, íî, íåñî-
ìíåííî, ïðåäñòàâëÿþùàÿ èíòåðåñ àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôîðìóëà Ð.Áàððàðà [198]
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåêîòîðûé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (46). Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ôîðìóëà (46) ñîäåðæèò â ñåáå âñå àïïðîêñèìèðóþùèå âûðàæåíèÿ
äëÿ ïîòåíöèàëà êàê ÷àñòíûå èëè ïðåäåëüíûå ñëó÷àè.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åù�å â 1958 ãîäó Ð.Íüþòîí ïûòàëñÿ ïðèìåíèòü êëàññè-
÷åñêóþ çàäà÷ó äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ
ñïóòíèêîâ Ëóíû [223]. Íî, îñòàâàÿñü â îáëàñòè äåéñòâèòåëüíûõ ìàññ è ðàññòîÿíèé,
îí ìîã àïïðîêñèìèðîâàòü òîëüêî ïîòåíöèàë âûòÿíóòîãî òåëà, âñëåäñòâèå ÷åãî ýòà
ðàáîòà íå ìîãëà èìåòü ïðèëîæåíèé ê ñïóòíèêàì Çåìëè.
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Ëåêöèÿ 3. Ïåðâûå èíòåãðàëû

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæå-
íèÿ. � Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæå-
íèÿ. � Ïåðâûå èíòåãðàëû.

Íà ïåðâîé ëåêöèè ìû ââåëè ïîäâèæíóþ, æ�åñòêî ñâÿçàííóþ ñ
Çåìë�åé, ñèñòåìó êîîðäèíàò Oξηζ è ñîîòâåòñòâóþùèå åé ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû r , ϕ è λ . Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèé èäåàëèçèðî-
âàííûé âàðèàíò çàäà÷è. Âîçüì�åì íåïîäâèæíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ Çåìëè òàêóþ, ÷òîáû
îñü Oz , êàê è îñü Oζ , áûëà íàïðàâëåíà â ñåâåðíûé ïîëþñ, à îñè Ox

è Oy ðàñïîëàãàëèñü â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà, òî åñòü â òîé æå ïëîñ-
êîñòè, ÷òî è ïîäâèæíûå îñè Oξ è Oη . Ïóñòü äàëåå w � äîëãîòà,
îòñ÷èòûâàåìàÿ îò íåïîäâèæíîé îñè Ox . Òîãäà

x = r cos ϕ cos w,

y = r cos ϕ sin w,

z = r sin ϕ.





(90)

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî íà ñïóòíèê äåéñòâóåò òîëüêî ñè-
ëà ïðèòÿæåíèÿ, îáóñëîâëåííàÿ ïðîìåæóòî÷íûì ïîòåíöèàëîì Çåì-
ëè W (46). Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèøóò-
ñÿ â âèäå

d2x

dt2
=

∂W

∂x
,

d2y

dt2
=

∂W

∂y
,

d2z

dt2
=

∂W

∂z
, (91)

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîìåæóòî÷íûé ïîòåíöèàë W âûðàæåí ïî-
ñðåäñòâîì ôîðìóë (90) ÷åðåç x , y , z . Óðàâíåíèÿ (91) íå ÿâëÿþòñÿ
òî÷íûìè óðàâíåíèÿìè âîçìóù�åííîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà, ïîñêîëü-
êó îíè íå ó÷èòûâàþò âëèÿíèå òåññåðàëüíûõ, ñåêòîðèàëüíûõ è, íà-
÷èíàÿ ñ ÷åòâ�åðòîé, çîíàëüíûõ ãàðìîíèê ãåîïîòåíöèàëà è òàêèõ ñèë,
êàê ñîïðîòèâëåíèå àòìîñôåðû, ïðèòÿæåíèå Ëóíû è Ñîëíöà, ñâåòîâîå
äàâëåíèå è òàê äàëåå.
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ñèëû
ïðèòÿæåíèÿ îäíîãî íåïîäâèæíîãî öåíòðà ñ ïîòåíöèàëîì (4) íàçûâà-
þòñÿ óðàâíåíèÿìè íåâîçìóù�åííîãî äâèæåíèÿ. Óðàâíåíèÿ (91) ìîæ-
íî íàçâàòü óðàâíåíèÿìè ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæåíèÿ, ïîñêîëüêó îíè
èìåþò ïðîìåæóòî÷íûé õàðàêòåð ìåæäó óðàâíåíèÿìè âîçìóù�åííîãî
äâèæåíèÿ è óðàâíåíèÿìè íåâîçìóù�åííîãî äâèæåíèÿ. Îðáèòû, îïè-
ñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè (91), áóäåì íàçûâàòü ïðîìåæóòî÷íûìè îð-
áèòàìè.

Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ñâåñòè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ (91) ê êâàäðàòóðàì, êîòîðûå è áóäóò â äàëüíåéøåì èñïîëüçî-
âàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà. Äëÿ ýòîãî
ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà � ßêîáè è ñôåðîèäàëüíûìè
êîîðäèíàòàìè ξ , η , w , êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäè-
íàòàìè x , y , z ôîðìóëàìè

x =
√

(ξ2 + c2)(1− η2) cos w,

y =
√

(ξ2 + c2)(1− η2) sin w,

z = cσ + ξη.





(92)

Ôîðìóëû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêîðîñòåé ñëåäóþùèå

ẋ =
xξξ̇

ξ2 + c2
− xηη̇

1− η2
− yẇ,

ẏ =
yξξ̇

ξ2 + c2
− yηη̇

1− η2
+ xẇ,

ż = ξ̇η + ξη̇.





(93)

Ïóòàíèöû â îáîçíà÷åíèÿõ íå äîëæíî âîçíèêíóòü: ïðåæäå, â ôîð-
ìóëå (3), íàïðèìåð, ïåðåìåííûå ξ è η ÿâëÿëèñü ïðÿìîóãîëüíûìè
êîîðäèíàòàìè â ïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷�åòà, â âûðàæåíèè (92) è âåç-
äå â äàëüíåéøåì ýòèìè æå ãðå÷åñêèìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû ñôåðîè-
äàëüíûå êîîðäèíàòû, íî óæå â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷�åòà, ïåðå-
ìåííàÿ w , êàê è â ôîðìóëå (90), èìååò ñìûñë äîëãîòû.
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Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

r̄2 = x2 + y2 + (z − cσ)2,

ξ2 =
r̄2 − c2

2
+

√(
r̄2 − c2

2

)2

+ c2(z − cσ)2 ,

η =
z − cσ

ξ
,

cos w =
x√

x2 + y2
,

sin w =
y√

x2 + y2
,





(94)

ξ̇ =
ξ[xẋ + yẏ + (z − cσ)ż]− c2ηż

ξ2 + c2η2
,

η̇ =
ż − ξ̇η

ξ
,

ẇ =
xẏ − yẋ

x2 + y2
.





(95)

Ñîãëàñíî (39) â óðàâíåíèÿõ (91) ôóíêöèÿ W îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

W =
fm

2

(
1 + iσ

r1
+

1− iσ

r2

)
,

ãäå
r1 =

√
x2 + y2 + [z − c(σ + i)]2,

r2 =
√

x2 + y2 + [z − c(σ − i)]2.

Ïîýòîìó â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ôóíêöèÿ W çàïèøåòñÿ â âèäå

W =
fm(ξ − cση)

J
, (96)

ãäå
J = ξ2 + c2η2.
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Ïóñòü òåïåðü T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñïóòíèêà:

T =
1

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
.

Â êîîðäèíàòàõ ξ , η , w îíà áóäåò äàíà ôîðìóëîé

T =
J

2

(
ξ̇2

ξ2 + c2
+

η̇2

1− η2
+

(ξ2 + c2)(1− η2)

J
ẇ2

)
. (97)

Îïðåäåëÿÿ èìïóëüñû ξ′ , η′ , w′ ôîðìóëàìè

ξ′ =
∂T

∂ξ̇
=

Jξ̇

ξ2 + c2
,

η′ =
∂T

∂η̇
=

Jη̇

1− η2
,

w′ =
∂T

∂ẇ
= (ξ2 + c2)(1− η2) ẇ,





(98)

èç (97) íàéä�åì

T =
1

2

(
ξ2 + c2

J
ξ′2 +

1− η2

J
η′2 +

w′2

(ξ2 + c2)(1− η2)

)
. (99)

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæåíèÿ òåïåðü
çàïèøóòñÿ â âèäå

dξ

dt
=

∂K

∂ξ′
,

dη

dt
=

∂K

∂η′
,

dw

dt
=

∂K

∂w′ ,

dξ′

dt
= −∂K

∂ξ
,

dη′

dt
= −∂K

∂η
,

dw′

dt
= −∂K

∂w
,





(100)

ãäå
K = T −W. (101)

Ñèñòåìà (100) èìååò èíòåãðàë ýíåðãèè

T −W = α1, (102)
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ãäå α1 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñîñòàâëÿÿ ïðè ïîìîùè (102),
(99) è (96) óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà � ßêîáè, ïîëó÷èì

ξ2 + c2

2J

(
∂S

∂ξ

)2

+
1− η2

2J

(
∂S

∂η

)2

+
1

2(ξ2 + c2)(1− η2)

(
∂S

∂w

)2

=
fm(ξ − cση)

J
+ α1. (103)

Ïîëíûé èíòåãðàë ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå
S = S1(ξ) + S2(η) + α3w,

ãäå α3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé
S1 è S2 ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

(ξ2 + c2)

(
∂S1

∂ξ

)2

=
c2α2

3

ξ2 + c2
+ 2α1ξ

2 + 2fmξ − α2
2,

(1− η2)

(
∂S2

∂η

)2

= − α2
3

1− η2
+ 2α1c

2η2 − 2fmcση + α2
2,

ãäå α2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîýòîìó

S =

ξ∫

ξ1

√
Φ(ξ)

ξ2 + c2
dξ +

η∫

η1

√
F (η)

1− η2
dη + α3w. (104)

Çäåñü ξ1 è η1 � ïîñòîÿííûå, êîòîðûå áóäóò îïðåäåëåíû ïîçæå, à F (η)

è Φ(ξ) èìåþò âèä
Φ(ξ) = (ξ2 + c2)(2α1ξ

2 + 2fmξ − α2
2) + c2α2

3,

F (η) = (1− η2)(2α1c
2η2 − 2fmcση + α2

2)− α2
3.

}
(105)

Îáùèé èíòåãðàë ñèñòåìû (100) áóäåò äàâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè
∂S

∂α1
= t + β1,

∂S

∂α2
= β2,

∂S

∂α3
= β3,

∂S

∂ξ
= ξ′,

∂S

∂η
= η′,

∂S

∂w
= w′.

(106)
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Çàïèñûâàÿ ïåðâûå òðè èç íèõ â ðàçâ�åðíóòîé ôîðìå, èìååì
ξ∫

ξ1

ξ2dξ√
Φ(ξ)

+
η∫

η1

c2η2dη√
F (η)

= t + β1,

−
ξ∫

ξ1

α2dξ√
Φ(ξ)

+
η∫

η1

α2dη√
F (η)

= β2,

−
ξ∫

ξ1

c2α3dξ

(ξ2 + c2)
√

Φ(ξ)
+

η∫
η1

α3dη

(1− η2)
√

F (η)
= w − β3,





(107)

ãäå β1 , β2 è β3 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîäñòàâëÿÿ â òðè äðó-
ãèõ óðàâíåíèÿ (106) ðàâåíñòâà (98) è äèôôåðåíöèðóÿ (104), ëåãêî
íàõîäèì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

dξ√
Φ(ξ)

=
dt

J
,

dη√
F (η)

=
dt

J
,

(1− η2)(ξ2 + c2)dw = α3dt.





(108)

Åñëè òåïåðü âìåñòî t ââåñòè íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ τ ïî
ôîðìóëå

dt = J dτ = (ξ2 + c2η2) dτ, (109)

òî èç óðàâíåíèé (108) íàéä�åì
η∫

η1

dη√
F (η)

= τ + c3,
ξ∫

ξ1

dξ√
Φ(ξ)

= τ + c4, (110)

ãäå c3 è c4 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, à η1 è ξ1 ìû îïðåäåëèì
ïîçæå.

Èòàê, çàäà÷à ñâåëàñü ê îáðàùåíèþ êâàäðàòóð (110). Ïîñëå òîãî
êàê ìû íàéä�åì ξ è η â âèäå ÿâíûõ ôóíêöèé τ , òðåòüÿ êîîðäèíàòà
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îïðåäåëèòñÿ ñëåäóþùåé êâàäðàòóðîé:

w = α3

τ∫

0

ξ2 + c2η2

(ξ2 + c2)(1− η2)
dτ + c5, (111)

êîòîðàÿ ëåãêî âûâîäèòñÿ èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (108).
Ñâÿçü æå ïåðåìåííîé τ ñ âðåìåíåì t äà�åòñÿ óðàâíåíèåì

t− t0 =

τ∫

0

(ξ2 + c2η2) dτ + c6. (112)

Â (111) è (112) c5 è c6 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à t0 � íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè.

Ôîðìóëû (110), (111), (112) ñîäåðæàò ñåìü ïîñòîÿííûõ α1 , α2 ,
α3 , c3 , c4 , c5 , c6 . Íî, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, ïîñòîÿííûå c3 è c4

âõîäÿò â îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû òîëüêî ïîñðåäñòâîì êîìáèíàöèè
c3 − c4 . Ïîýòîìó íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ øåñòü ïîñòîÿííûõ.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïåðâûå èíòåãðàëû ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæå-
íèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V îðáèòàëüíóþ ñêîðîñòü ñïóòíèêà. Òîãäà íà
îñíîâàíèè (102) è (96) èíòåãðàë ýíåðãèè çàïèøåòñÿ â âèäå

V 2 =
2fm(ξ − cση)

ξ2 + c2η2
+ 2α1. (113)

Â ñôåðîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ξ , η , w èíòåãðàë ïëîùàäåé, êàê
ýòî ñëåäóåò èç (108), èìååò âèä

(ξ2 + c2)(1− η2)
dw

dt
= α3. (114)

Åñëè ïåðåéòè ê ïðÿìîóãîëüíûì êîîðäèíàòàì, òî îí ïðèìåò ôîðìó

ẋy − yẋ = α3. (115)

Ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ äâóõ èíòåãðàëîâ îáóñëîâëèâàåòñÿ îáùèìè
ñâîéñòâàìè ñèëîâîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìîãî ïîòåíöèàëîì W . Îíî íå
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çàâèñèò îò âðåìåíè (èíòåãðàë ýíåðãèè) è ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
îñè Oz (ïîñòîÿíñòâî ïðîåêöèè âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà íà
îñü Oz ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü òðåòèé èíòåãðàë. Ïóñòü
r̄2 = x2 + y2 + (z − cσ)2,

r′ = xẋ + yẏ + (z − cσ)ż.

Òîãäà ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé (90) èìååì

r̄2 = ξ2 + c2(1− η2), r′ = ξξ̇ − c2ηη̇.

Êðîìå òîãî, äèôôåðåíöèðóÿ òðåòüå óðàâíåíèå (90), íàõîäèì

ż = ξη̇ + ηξ̇. (116)

Ïîýòîìó
r′2 + c2ż2 = J(ξ̇2 + c2η̇2). (117)

Íî ñîãëàñíî (108)

J2ξ̇2 = Φ(ξ), J2η̇2 = F (η).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (105), ìû âìå-
ñòî (117) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

J(r′2 + c2ż2) = 2α1

[
ξ2(ξ2 + c2) + c4η2(1− η2)

]

+2fm
[
ξ(ξ2 + c2)− c3ση(1− η2)

]
(118)

−α2
2(ξ

2 + c2η2).

Âû÷èòàÿ èç íåãî èíòåãðàë ýíåðãèè (113), óìíîæåííûé íà J r̄2 ,
íàéä�åì

r̄2V 2 − r′2 − c2ż2 = −2fm ξ η (c2η + cσξ)

J
+ α2

2,

èëè
α2

2 = r̄2V 2 − r′2 − c2ż2 + Q, (119)
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ãäå
Q =

2fm ξ η (c2η + cσξ)

ξ2 + c2η2
. (120)

Èíòåãðàë (119) åñòü òîò òðåòèé èíòåãðàë, íàëè÷èå êîòîðîãî äà�åò
âîçìîæíîñòü ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äî êîíöà.

Åñëè èíòåãðàëû (113) è (114) èìåþò íàãëÿäíûé ìåõàíè÷åñêèé
ñìûñë, òî ýòîãî íåëüçÿ ñêàçàòü îá èíòåãðàëå (119). Îäíàêî, ïîñêîëüêó

r̄2V 2 − r′2 = (y ˙̄z − z̄ẏ)2 + (z̄ẋ− x ˙̄z)2 + (xẏ − yẋ)2, (121)

ãäå
z̄ = z − cσ,

òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà c = 0 è σ = 0 , âåëè÷èíà α2 ðàâíà
ìîäóëþ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñïóòíèêà (íà åäèíèöó ìàññû).

Èçëîæåíèå òåîðèè ïðîìåæóòî÷íûõ îðáèò ÈÑÇ îêàæåòñÿ íåïîë-
íûì áåç óïîìèíàíèÿ îá èíòåðåñíûõ èññëåäîâàíèÿõ Ò.Øòåðíà [233],
Á.Ãàðôèíêåëÿ [205] è Ê.Àêñíåñà [193]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìîòðåíû
ìîäåëüíûå çàäà÷è, êîòîðûå äàþò ïðèáëèæ�åííûå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñ ó÷�åòîì ñæàòèÿ Çåìëè. Òàêèå ðåøåíèÿ îïðåäå-
ëÿþò íåêîòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå îðáèòû, êîòîðûå áîëåå áëèçêè ê èñ-
òèííîé îðáèòå ñïóòíèêà, ÷åì êåïëåðîâñêàÿ îðáèòà, è ìîãóò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê íåâîçìóù�åííûå ïðè ïîñòðîåíèè ïîëíîé òåîðèè äâèæå-
íèÿ ñïóòíèêà [2].

Ïðåäëîæåííûå Ò.Øòåðíîì, Á.Ãàðôèíêåëåì è Ê.Àêñíåñîì ïðîìå-
æóòî÷íûå ïîòåíöèàëû ïî ñâîåé ñòðóêòóðå èìåþò ìíîãî îáùåãî äðóã
ñ äðóãîì. Âñå òðè ïîòåíöèàëà ìîæíî çàïèñàòü â òàêîé îáùåé ôîðìå:

V = F (r) +
Φ(ϕ)

r2
.

Îòñþäà è ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü ðàññìîòðåííûõ çàäà÷, èáî ýòà
ôîðìà, êàê èçâåñòíî, ïîçâîëÿåò ïðîèíòåãðèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå
óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà � ßêîáè ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ [69].
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Ñåìèíàð 5. Ïðîìåæóòî÷íàÿ îðáèòà

Ïðåäëîæåíèå ïðîôåññîðà.
Çàáåãàÿ íà ÷åòûðå ëåêöèè âïåð¼ä, ñâåä�åì âìåñòå ôîðìóëû, íåîáõîäèìûå äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáù�åííîé çàäà-
÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ. Îòìåòèì çäåñü, ÷òî ïðîôåññîð Ê.Â.Õîëøåâíèêîâ
ïðåäëîæèë, è âïîëíå îáîñíîâàííî, íàçûâàòü òàêóþ îðáèòó ýéëåðîâñêîé îðáèòîé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Èòàê, ïóñòü äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = t0 èçâåñòíû êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè

îáúåêòà
x = x0, y = y0, z = z0, ẋ = ẋ0, ẏ = ẏ0, ż = ż0.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîçèöèîííûå ýëåìåíòû a , e , δ (ñ.79) è êàíîíè÷åñêèå óã-
ëîâûå ïåðåìåííûå l0(t0) , g0(t0) , h0(t0) (ñ.148).

Ïëàí ðåøåíèÿ.
Çàäà÷ó ýòó ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ÷àñòè. Ñíà÷àëà ïî èçâåñòíûì êîîðäèíàòàì

è èõ ïðîèçâîäíûì íàõîäèì ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ α1 , α2 , α3 . Çàòåì, çíàÿ
ýòè ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåì ãðóïïó ïîçèöèîííûõ ýëåìåíòîâ a , e , δ . Ïîñëå ÷åãî
íàõîäÿòñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ óãëîâûõ ýëåìåíòîâ l0 , g0 , h0 íà ìîìåíò t0 .

Ñôåðîèäàëüíûå êîîðäèíàòû.
Ââåä�åì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

r̄2
0 = x2

0 + y2
0 + (z0 − cσ)2,

V 2
0 = ẋ2

0 + ẏ2
0 + ż2

0,

r′0 = x0ẋ0 + y0ẏ0 + (z0 − cσ)ż0.

Òîãäà èç óðàâíåíèé (94) äëÿ ìîìåíòà t = t0 èìååì

ξ2
0 =

r̄2
0 − c2

2

[
1 +

√
1 +

4c2(z0 − cσ)2

(r̄2
0 − c2)2

]
,

η0 =
z0 − cσ

ξ0
,

cos w0 =
x0√

x2
0 + y2

0

,

sin w0 =
y0√

x2
0 + y2

0

,
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ãäå ÷åðåç ξ0 , η0 , w0 îáîçíà÷åíû ñôåðîèäàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ íà÷àëüíîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè.

Èç óðàâíåíèé (95) ïîëó÷èì

ξ̇0 =
ξ0r

′
0 − c2η0ż0

ξ2
0 + c2η2

0
,

η̇0 =
ż0 − ξ̇0η0

ξ0
,

ẇ0 =
x0ẏ0 − y0ẋ0

(ξ2
0 + c2)(1− η2

0)
.

Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Èíòåãðàëû (113), (119) è (115) äàþò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòî-

ÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ

2α1 = V 2
0 −

2fm(ξ0 − cση0)

ξ2
0 + c2η2

0
,

α2
2 = r̄2

0V
2
0 − r′0

2 − c2ż2
0 +

2fmξ0η0(c
2η0 + cσξ0)

ξ2
0 + c2η2

0
,

α3 = ẋ0y0 − y0ẋ0.

Ïîçèöèîííûå ïàðàìåòðû.
Ìåòîäîì èòåðàöèé íà îñíîâå óðàâíåíèé (137)-(142) íàõîäèì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ

âåëè÷èí
a, e, δ, δ∗.

Äàëåå èç ñîîòíîøåíèé (174), (183) è (186) ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ

σ̄2, ē, k̄2
2, σ1, s, k2

1, d, γ, ν, κ2j, κ̄2j.

Äîáàâèì ê íèì ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí (ôîðìóëû (224), (209))

n0, e∗, α, β, γ̄,

à òàêæå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ âåêîâûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ

α′0, β0, µ, γ0, γ′0, λ, αp
j , βf

j , γp
j , γf

j ,

è ïåðåéä�åì ê îïðåäåëåíèþ óãëîâûõ ýëåìåíòîâ

l0(t0), g0(t0), h0(t0).
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Óãëîâûå ïåðåìåííûå.
Íàéä�åì ñíà÷àëà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ E , ψ , è ϕ̃ äëÿ t = t0 . Ïîñêîëüêó â

ýéëåðîâñêîì äâèæåíèè

ξ = a (1− e cos E) ,

ξ̇ = a e sin E · Ė, Ė > 0,

òî
cos E =

a− ξ0

ae
,

sin E = sign (ξ̇)
√

1− cos2 E ,

cos ψ =
cos E − ē

1− ē cos E
,

sin ψ =

√
1− ē2 sin E

1− ē cos E
.

Äëÿ ïåðåìåííîé ϕ̃ èìååì

cos ϕ̃ =
η0 − γ

−s + η0d
,

sin ϕ̃ = sign (η̇)
√

1− cos2 ϕ̃ .

Ïåðâîå èç óðàâíåíèé (253) äà�åò çíà÷åíèå l â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 :

l0 =
1

1− λ

[
E − e∗ sin E − λψ +

2J∑
i=1

(
γp

i sin iψ + γf
i sin iϕ̃

)]
.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå g :

g0 = ϕ̃− ψ − ν(ψ − l0)−
J∑

j=1

(κ2j sin 2jψ + κ̄2j sin 2jϕ̃) .

Îáúåäèíåíèå òðåòüåãî èç óðàâíåíèé (253) ñ âûðàæåíèÿìè (218) è (219) ïðèâîäèò
ê çíà÷åíèþ óãëîâîé ïåðåìåííîé h â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 :

h0 = w0 − arctg

(
sin ϕ̃

α cos ϕ̃− β

)

− µ(ψ − l0)−
2J∑
i=1

(
αp

i sin iψ + βf
i sin iϕ̃

)
.
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à.
Ðåøèì òåïåðü îáðàòíóþ çàäà÷ó.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Ïóñòü â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t èçâåñòíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïîçè-

öèîííûõ ïàðàìåòðîâ a , e , δ è óãëîâûõ ïåðåìåííûõ l , g , h .
Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðÿìîóãîëüíûå êîìïîíåíòû ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè x , y ,

z , ẋ , ẏ , ż .

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ.
Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (137)-(142) âû÷èñëÿåì âåëè÷èíû

2α1, α2
2, α3, δ∗.

Äàëåå âûïîëíÿåì ÷àñòü äåéñòâèé èç ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ, òî åñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíî îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

σ̄2, ē, k̄2
2, σ1, s, k2

1, d, γ, ν,

n0, e∗, α, β, γ̄, α′0, β0, µ, γ0, γ′0, λ,

κ2j, κ̄2j, αp
j , βf

j , γp
j , γf

j .

Óãëîâûå ïåðåìåííûå.
Ïîñëå òîãî, êàê âñå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëåíû, ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé íàéä�åì çíà÷åíèÿ óãëîâûõ ïåðåìåííûõ E , ψ , ϕ̃ èç óðàâíåíèé

l = E − e∗ sin E − λ(ψ − l) +
2J∑
i=1

(
γp

i sin iψ + γf
i sin iϕ̃

)
,

ϕ̃ = ψ + g + ν(ψ − l) +
J∑

j=1
(κ2j sin 2jψ + κ̄2j sin 2jϕ̃) ,

èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ

cos ψ =
cos E − ē

1− ē cos E
,

sin ψ =

√
1− ē2 sin E

1− ē cos E
.

Ïåðåìåííóþ Ω̃ âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå

Ω̃ = h + µ(ψ − l) +
2J∑
i=1

(
αp

i sin iψ + βf
i sin iϕ̃

)
.
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Ñôåðîèäàëüíûå êîîðäèíàòû.
Ñôåðîèäàëüíûå êîîðäèíàòû è ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò ñôåðîèäàëüíûõ êî-

îðäèíàò ðàâíû
ξ = a(1− e cos E) ,

η =
−s cos ϕ̃ + γ

1− d cos ϕ̃
,

w = arctg

(
sin ϕ̃

α cos ϕ̃− β

)
+ Ω̃ ,

ξ̇ =
a e σ̄2(1− ē2) sin ψ

√
1− k̄2

2 cos2 ψ

(ξ2 + c2η2)(1 + ē cos ψ)2 ,

η̇ =
(s− γd)σ1 sin ϕ̃

√
1− k2

1 cos2 ϕ̃

(ξ2 + c2η2)(1− d cos ϕ̃)2 ,

ẇ =
α3

(ξ2 + c2)(1− η2)
.

Ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû.
Èñêîìûå ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû è ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò ïðÿìî-

óãîëüíûõ êîîðäèíàò îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (92) è (93)

x =
√

(ξ2 + c2)(1− η2) cos w ,

y =
√

(ξ2 + c2)(1− η2) sin w ,

z = cσ + ξη ,

ẋ =
xξξ̇

ξ2 + c2 −
xηη̇

1− η2 − yẇ ,

ẏ =
yξξ̇

ξ2 + c2 −
yηη̇

1− η2 + xẇ ,

ż = ξ̇η + ξη̇ .

Òî÷íîñòü ôîðìóë.
Ôîðìóëû, îïóáëèêîâàííûå ïðîôåññîðîì Å.Ï.Àêñ¼íîâûì â ðàáîòàõ [5] è [10],

îãðàíè÷åíû ïî òî÷íîñòè âòîðûì ïîðÿäêîì îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ïàðàìåòðà � ñæà-
òèÿ Çåìëè. Òî÷íîñòü ïðåäëàãàåìûõ çäåñü àëãîðèòìîâ ïðåîáðàçîâàíèé îãðàíè÷åíà
òîëüêî íàêîïëåíèåì îøèáîê îêðóãëåíèÿ.

Çàäàéòå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ øåñòè ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Âû-
÷èñëèòå ñîîòâåòñòâóþùèå èì íà÷àëüíûå âåêòîð ïîëîæåíèÿ è âåêòîð ñêîðîñòè.
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Âûïîëíèòå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîâòîðèòå âû÷èñëåíèÿ. Óáåäèòåñü, ÷òî ñ
òî÷íîñòüþ äî îøèáîê îêðóãëåíèÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ íå èçìåíèëèñü.

×èñëåííûå êîýôôèöèåíòû.
Íà îñíîâå ôîðìóëû (43) (ñ. 35) è ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé (49) îïðåäåëèòå ÷èñëî-

âûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ J ′n ðàçëîæåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî ïîòåíöèàëà (46).
Ñìîæåòå ëè Âû îáúÿñíèòü, ïî÷åìó êîýôôèöèåíò J ′15 ðàâåí 2.7 · 10−18 ?

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå.
Äëÿ òåõ æå íà÷àëüíûõ âåêòîðîâ ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè èñïîëüçóéòå ïðîãðàììó

÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ ïðîìåæóòî÷íûì ïîòåíöèàëîì
è ïðîâåäèòå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ïðîãðàììû ñ ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäè-
íàòàìè, âû÷èñëÿåìûìè íà îñíîâå íà÷àëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.

Ðèñ. 2: Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ îäíîãî èç ìîäåëüíûõ âàðèàíòîâ ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñóíêå 2. Äàéòå ïðîñòîå îáúÿñíåíèå ðåçóëüòàòàì ñðàâíåíèÿ.
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Ñåìèíàð 6. Èñõîäíûå äàííûå

Ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ.
Íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà îáúåêòîâ äîñòóïíû ïîëüçî-

âàòåëÿì â âèäå ñðåäíèõ ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îðáèòû [224]. Íàáîðû äàííûõ
ìîæíî íàéòè â Èíòåðíåòå ïî àäðåñó

http://celestrak.com/NORAD/elements/.
Ôîðìàò äàííûõ ïîëó÷èë íàçâàíèå �äâóñòðî÷íûå ýëåìåíòû�.

Ôîðìàò äàííûõ.
Äâóñòðî÷íûå îðáèòàëüíûå ýëåìåíòû â ôîðìàòå �NORAD� åæåäíåâíî ïóáëèêó-

åò ðàäèîòåõíè÷åñêàÿ ñëóæáà ñëåæåíèÿ çà ñïóòíèêàìè ÑØÀ.
Äàííûå äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà ñîäåðæàò òðè ñòðîêè:

AAAAAAAAAAA
1 NNNNNU NNNNNAAA NNNNN.NNNNNNNN +.NNNNNNNN +NNNNN-N +NNNNN-N N NNNNN
2 NNNNN NNN.NNNN NNN.NNNN NNNNNNN NNN.NNNN NNN.NNNN NN.NNNNNNNNNNNNNN

Â ñòðîêå 0 çàïèñàíî èìÿ îáúåêòà èç îäèííàäöàòè ñèìâîëîâ.

ñòðîêà 1
êîëîíêà îïèñàíèå
01-01 íîìåð ëèíèè,
03-07 íîìåð ñïóòíèêà,
10-11 ìåæäóíàðîäíûé óêàçàòåëü (ïîñëåäíèå äâå öèôðû ãîäà çàïóñêà),
12-14 ìåæäóíàðîäíûé óêàçàòåëü (ïîðÿäêîâûé íîìåð çàïóñêà),
15-17 ìåæäóíàðîäíûé óêàçàòåëü (÷àñòü çàïóùåííîãî èçäåëèÿ),
19-20 ýïîõà ýëåìåíòîâ (ïîñëåäíèå äâå öèôðû ãîäà),
21-32 ýïîõà ýëåìåíòîâ (äåíü ñ äðîáíîé ÷àñòüþ îò íà÷àëà ãîäà),
34-43 ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ñðåäíåãî äâèæåíèÿ,
45-52 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ñðåäíåãî äâèæåíèÿ,
54-61 ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ,
63-63 òèï ýôåìåðèäû,
65-68 íîìåð ýëåìåíòîâ,
69-69 êîíòðîëüíàÿ ñóììà.

ñòðîêà 2
êîëîíêà îïèñàíèå
01-01 íîìåð ëèíèè,
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03-07 íîìåð ñïóòíèêà,
09-16 óãîë íàêëîíåíèÿ (ãðàäóñû),
18-25 ïðÿìîå âîñõîæäåíèå âîñõîäÿùåãî óçëà (ãðàäóñû),
27-33 ýêñöåíòðèñèòåò (âïåðåäè ÷èñëà ñòàâèòü äåñÿòè÷íóþ òî÷êó),
35-42 àðãóìåíò ïåðèãåÿ (ãðàäóñû),
44-51 ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ (ãðàäóñû),
53-63 ñðåäíåå äâèæåíèå (îáîðîòû çà ñóòêè),
64-68 êîëè÷åñòâî âèòêîâ íà ýïîõó,
69-69 êîíòðîëüíàÿ ñóììà.

Ïðèìåð:
STELLA
1 22824U 93061B 04110.78132390 -.00000207 00000-0 -67902-4 0 7746
2 22824 98.2563 116.5245 0007837 91.7907 268.4122 14.27256914550382

Â òð¼õ ñòðîêàõ ôîðìàòà �NORAD� äàíû ñðåäíèå êåïëåðîâñêèå ýëåìåíòû 55038-ãî
âèòêà ñïóòíèêà Ñòåëëà íà 110.7813239 äåíü ñ íà÷àëà 2004 ãîäà.
Óãîë íàêëîíåíèÿ ðàâåí 98.2563 ãðàäóñîâ,
äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà ðàâíà 116.5245 ãðàäóñà,
ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû ðàâåí 0.0007837,
àðãóìåíò ïåðèãåÿ ðàâåí 91.7907 ãðàäóñà,
ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ ðàâíà 268.4122 ãðàäóñà,
ñðåäíåå äâèæåíèå ñîñòàâëÿåò 14.27256914 îáîðîòîâ çà ñóòêè.

Îôèöèàëüíûé äîêóìåíò.
Â îôèöèàëüíîì äîêóìåíòå ðàäèîòåõíè÷åñêîé ñëóæáû ñëåæåíèÿ çà ñïóòíèêàìè

ÑØÀ [209] àâòîðû äåëàþò âàæíîå çàìå÷àíèå î ïðèìåíåíèè íàáîðîâ ýëåìåíòîâ
�NORAD� â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Ñìûñë çàìå÷àíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

�Äâóñòðî÷íûå ýëåìåíòû NORAD� ñóòü �ñãëàæåííûå� çíà÷åíèÿ êåïëåðîâñêèõ
ýëåìåíòîâ îðáèòû, ïîëó÷åííûå èñêëþ÷åíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ âàðèàöèé. Äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ïðîãíîçà ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêà íåîáõîäèìî âîñ-
ñòàíîâèòü ïåðèîäè÷åñêèå âàðèàöèè ýëåìåíòîâ. Ïåðèîäè÷åñêèå âàðèàöèè äîëæíû
áûòü äîáàâëåíû ïî òåì æå ñàìûì ôîðìóëàì, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ áûëè èñêëþ-
÷åíû. Èñïîëüçîâàíèå ýëåìåíòîâ �NORAD� â äðóãèõ ìîäåëÿõ, äàæå áîëåå òî÷íûõ,
â òîì ÷èñëå è â àëãîðèòìàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðèâåä�åò ê íåäîñòîâåð-
íûì ðåçóëüòàòàì ïðîãíîçà [209].

�Íîðìàëüíûå� òî÷êè.
Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ëàçåðíîé ëîêàöèè, õðà-

íÿòñÿ â âèäå íàáîðîâ ñòðîê [212]. Êàæäàÿ ïîðöèÿ ñòðîê ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ïðî-
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õîæäåíèþ ñïóòíèêà â ïîëå çðåíèÿ ïóíêòà íàáëþäåíèé è ñîäåðæèò äâà-òðè äåñÿòêà
�íîðìàëüíûõ� òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ðåçóëüòàòîì ïðîöåäóðû îñðåäíåíèÿ áîëüøîãî
÷èñëà �ñûðûõ� íàáëþäåíèé.

Òî÷íîñòü îäíîé �íîðìàëüíîé� òî÷êè íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå îò 2 äî 10 ñàíòè-
ìåòðîâ. Íàáîðû äàííûõ ñ �íîðìàëüíûìè� òî÷êàìè ìîæíî íàéòè â Èíòåðíåòå ïî
àäðåñó

ftp://cddisa.gsfc.nasa.gov/pub/slr/slrql/.
Ôîðìàò äàííûõ.
Òåêñòîâûé ôîðìàò äàííûõ ïîëó÷èë íàçâàíèå �Quick Look� [212].
Êàæäàÿ ñåðèÿ íàáëþäåíèé, ïîëó÷åííàÿ íà êîíêðåòíîé ñòàíöèè çà îäíî ïðî-

õîæäåíèå, îòäåëÿåòñÿ îò ñëåäóþùåé ñåðèè ñïåöèàëüíîé �øàïêîé�, ñîñòîÿùåé èç
ïÿòè öèôð 9.

Äàëåå ñëåäóþò îäíà �ãîëîâíàÿ� ñòðîêà, ñîäåðæàùàÿ èíôîðìàöèþ, îáùóþ äëÿ
âñåõ èçìåðåíèé äàííîé ñåðèè, è íåñêîëüêî ñòðîê ñ ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé.

Áîëåå ïîäðîáíî ôîðìàò �Quick Look� ðàññìîòðèì íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå,
ïðåäñòàâëÿþùåì èç ñåáÿ çàïèñü îäíîé ñåðèè ëàçåðíûõ íàáëþäåíèé.
1 10 20 30 40 50
| | | | | |
99999
7603901993057110041153200009703600001600387307100580511
021502028191051419271661000005908187288204200450000047
022218028201050225271646000006508187288204202770000045
022944028253049064925368000005708187288204200630000068
043770028125052868096722000005408188288204202930000068
044998028205055089599988000005008188286704201710000094
045688028149056379716299000005108188286704200190000089

99999 - �øàïêà�, îòäåëÿþùàÿ îäíó ñåðèþ îò äðóãîé.
7603901993057110041153200009703600001600387307100580511
- �ãîëîâíàÿ� ñòðîêà.
�Ãîëîâíàÿ ñòðîêà� ñîäåðæèò ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ:
êîëîíêè 01 - 07 : 7603901 - íîìåð äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ ñïóòíèêà;
êîëîíêè 08 - 09 : 99 - íîìåð ãîäà îò íà÷àëà ñòîëåòèÿ;
êîëîíêè 10 - 12 : 305 - íîìåð äíÿ îò íà÷àëà ãîäà;
êîëîíêè 13 - 16 : 7110 - íîìåð äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ ñòàíöèè;
êîëîíêè 21 - 24 : 5320
- äëèíà âîëíû ëàçåðíîãî èçëó÷àòåëÿ â åäèíèöàõ 0.1 íàíîìåòðà;
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êîëîíêà 43 : 7
- èíäèêàòîð äëèòåëüíîñòè èíòåðâàëà îñðåäíåíèÿ �ñûðûõ� íàáëþäåíèé:
0 = îäèíî÷íîå íàáëþäåíèå,
2 = èíòåðâàë îñðåäíåíèÿ 10 ñåêóíä,
3 = èíòåðâàë îñðåäíåíèÿ 15 ñåêóíä,
4 = èíòåðâàë îñðåäíåíèÿ 20 ñåêóíä,
5 = èíòåðâàë îñðåäíåíèÿ 30 ñåêóíä,
6 = èíòåðâàë îñðåäíåíèÿ 1 ìèíóòà,
7 = èíòåðâàë îñðåäíåíèÿ 2 ìèíóòû,
8 = èíòåðâàë îñðåäíåíèÿ 3 ìèíóòû,
9 = èíòåðâàë îñðåäíåíèÿ 5 ìèíóò;
êîëîíêà 44 : 3 - èíäèêàòîð øêàëû âðåìåíè:
3 = UTC (USNO),
4 = UTC (GPS),
7 = UTC (BIH);
êîëîíêè 53 - 54 : 51
- êîíòðîëüíàÿ ñóììà: îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû öèôð íà 100.

021502028191051419271661000005908187288204200450000047
- ñòðîêà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé.

Ñòðîêà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ñîäåðæèò ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ:
êîëîíêè 01 - 12 : 021502028191
- ìîìåíò èçëó÷åíèÿ èìïóëüñà,
èçìåðÿåìûé â åäèíèöàõ 0.1 ìèêðîñåêóíäû îò 0 ÷àñîâ UTC,
åñëè èíòåðâàë íàáëþäåíèé ïåðåñåêàåò îòìåòêó 24 ÷àñà UTC, òî ïðèâîäèòñÿ
îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 86400 ñåêóíä;
êîëîíêè 13 - 24 : 051419271661
- ðàçíîñòü ìåæäó ìîìåíòîì ïðè¼ìà
è ìîìåíòîì èçëó÷åíèÿ èìïóëüñà â ïèêîñåêóíäàõ;
êîëîíêè 25 - 31 : 0000059
- ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ðàçíîñòè
ìåæäó ìîìåíòàìè ïðè¼ìà è âîçâðàùåíèÿ èìïóëüñà â ïèêîñåêóíäàõ;
êîëîíêè 32 - 36 : 08187
- àòìîñôåðíîå äàâëåíèå â åäèíèöàõ 0.1 ìèëëèáàð;
êîëîíêè 37 - 40 : 2882
- òåìïåðàòóðà ïî øêàëå Êåëüâèíà â åäèíèöàõ 0.1 ãðàäóñà;
êîëîíêè 41 - 43 : 042 - îòíîñèòåëüíàÿ âëàæíîñòü â ïðîöåíòàõ;
êîëîíêè 44 - 47 : 0045
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- êîëè÷åñòâî îäèíî÷íûõ èçìåðåíèé,
èñïîëüçîâàííûõ ïðè îáðàçîâàíèè äàííîé �íîðìàëüíîé� òî÷êè;
êîëîíêè 48 - 52 : 00000 - íå èñïîëüçóþòñÿ;
êîëîíêè 53 - 54 : 47 - êîíòðîëüíàÿ ñóììà.

Òîïîöåíòðè÷åñêàÿ äàëüíîñòü
ρ(tr) âû÷èñëÿåòñÿ íà ìîìåíò îòðàæåíèÿ èìïóëüñà íà ñïóòíèêå tr . Ïóñòü c �

ñêîðîñòü ñâåòà, te � ìîìåíò èçëó÷åíèÿ èìïóëüñà, τ � ðàçíîñòü ìåæäó ìîìåíòàìè
ïðè¼ìà è èçëó÷åíèÿ èìïóëüñà. Íàïèøèòå, ïîæàëóéñòà, äâå ïðîñòûå ôîðìóëû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòà âðåìåíè tr è òîïîöåíòðè÷åñêîé äàëüíîñòè ρ(tr) .

Íåñêîëüêî ñïóòíèêîâ.
Â òàáë.2 äëÿ íåñêîëüêèõ ñïóòíèêîâ ïðåäñòàâëåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìèíèìàëü-

íîé âûñîòû ïîë¼òà hmin â êèëîìåòðàõ, ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû e , óãëà íàêëîíå-
íèÿ i â ãðàäóñàõ, ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n â îáîðîòàõ çà ñóòêè, ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ
àðãóìåíòà ïåðèãåÿ ω̇ â ãðàäóñàõ çà ñóòêè, ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ äîëãîòû âîñõîäÿ-
ùåãî óçëà Ω̇ â ãðàäóñàõ çà ñóòêè è êîëè÷åñòâî �íîðìàëüíûõ ìåñò� Np , îáû÷íî
ïîëó÷àåìûõ íà èíòåðâàëàõ íàáëþäåíèé ïðîòÿæ¼ííîñòüþ îäèí ìåñÿö.

Òàáëèöà 2: Íåñêîëüêî îáúåêòîâ
Ñïóòíèê hmin e i n ω̇ Ω̇ Np

9306102 Ñòåëëà 800 0.0007 98.476 14.27121 -2.9342 0.9695 3000
7501001 Ñòàðëåò 900 0.0206 49.817 13.82205 3.3041 -3.9476 4000
8606101 Ýéäæèñàè 1500 0.0011 50.010 12.44446 2.5461 -3.0752 8000
7603901 Ëàãåîñ 6000 0.0044 109.835 6.38665 -0.2137 0.3425 5000
9207002 Ëàãåîñ-2 6000 0.0137 52.650 6.47295 0.4370 -0.6316 5000
8900103 Ýòàëîí-1 19500 0.0012 65.312 2.13156 -0.0062 -0.0320 600
8903903 Ýòàëîí-2 19500 0.0011 64.778 2.13205 -0.0036 -0.0332 600

Íàâèãàöèîííûå äàííûå.
Ó÷¼íûå Ñîåäèí¼ííûõ Øòàòîâ Àìåðèêè ïðåäîñòàâëÿþò âñåì ïîëüçîâàòåëÿì

óíèêàëüíûå ðåçóëüòàòû: ïîëîæåíèÿ íàâèãàöèîííûõ ñïóòíèêîâ (GPS) â çåìíîé
ñèñòåìå îòñ÷¼òà [226]. Äåíü çà äí¼ì, íåäåëÿ çà íåäåëåé â Èíòåðíåòå ïîÿâëÿþòñÿ
íàáîðû äàííûõ â ôîðìàòå SP3 [227] è íàáîðû äàííûõ ñ ÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè
ïàðàìåòðîâ âðàùåíèÿ Çåìëè.

Âûñîêîòî÷íûå ëàçåðíûå íàáëþäåíèÿ è ïîëîæåíèÿ íàâèãàöèîííûõ îáúåêòîâ ÿâ-
ëÿþòñÿ êðèòåðèåì äëÿ íàä¼æíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ îðáèòû íà
îñíîâå íà÷àëüíûõ äàííûõ â ôîðìå ñðåäíèõ êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ.

Ñ èõ ïîìîùüþ áóäåò âûïîëíåíà ïðîâåðêà ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé àë-
ãîðèòìîâ ìîäåëè äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè (ñ.137).
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Àòìîñôåðíàÿ çàäåðæêà.
Êàæäàÿ ñòðîêà â íàáîðå äàííûõ �Quick Look� [212] ñîäåðæèò ìåòåîðîëîãè÷å-

ñêóþ èíôîðìàöèþ íà ìîìåíò íàáëþäåíèé.
Ìåòåîðîëîãè÷åñêèå äàííûå íåîáõîäèìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çàäåðæêè, âîçíèêàþ-

ùåé ïðè ïðîõîæäåíèè ëàçåðíîãî ëó÷à â àòìîñôåðå Çåìëè. Çàäåðæêà ïðèâîäèò
ê óâåëè÷åíèþ ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòàìè èñïóñêàíèÿ è ïðè¼ìà èì-
ïóëüñà.

Ïóñòü P0 � àòìîñôåðíîå äàâëåíèå â ìèëëèáàðàõ, T0 � òåìïåðàòóðà âîçäóõà
â ãðàäóñàõ øêàëû Êåëüâèíà, Rh � âëàæíîñòü âîçäóõà â ïðîöåíòàõ íà ìîìåíò
íàáëþäåíèé. Äëèíó âîëíû ëàçåðíîãî èçëó÷àòåëÿ, èçìåðÿåìóþ â ìèêðîìåòðàõ,
îáîçíà÷èì λ . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâêè ∆ρ , îáóñëîâëåííîé çàäåðæêîé â àòìî-
ñôåðå, äîëæíû áûòü èçâåñòíû êîîðäèíàòû ñòàíöèè íàáëþäåíèé: ãåîäåçè÷åñêàÿ
øèðîòà ϕ è âûñîòà íàä óðîâíåì ìîðÿ H â êèëîìåòðàõ. Íåîáõîäèìî çíàòü òàê-
æå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå óãëîâîé âûñîòû ñïóòíèêà íàä ãîðèçîíòîì h . Âåëè÷èíà h
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà òîëüêî â ïðîöåññå äèôôåðåíöèàëüíîãî óëó÷øåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ îðáèòû íà îñíîâå íàáëþäåíèé.

Â ñòàíäàðòàõ ÌÅÐÈÒ [228] ðåêîìåíäîâàí ñëåäóþùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
çàäåðæêè â àòìîñôåðå:

∆ρ =
f(λ)

f(ϕ,H)
· A + B

sin h +
B

(A + B)/(sin h + 0.01)

,

ãäå

f(λ) = 0.9650 +
0.0164

λ2 +
0.000228

λ4 ,

f(ϕ,H) = 1− 0.0026 cos 2ϕ− 0.00031 H,

A = 0.002357 P0 + 0.000141e0,

B = 1.084 · 10−8 P0 T0 K + 4.734 · 10−8 P 2
0

T0

2

3− 1/K
,

K = 1.163− 0.00968 cos 2ϕ− 0.00104 T0 + 0.1435 · 10−4 P0,

p =
7.5 (T0 − 273.15)

237.3 + (T0 − 273.15)
,

e0 = 0.0611 ·Rh · 10p.

Äæ. Ìàðèíè è Ê. Ìàððåé îïóáëèêîâàëè ýòè ôîðìóëû â 1973 ãîäó â îäíîì èç
îò÷¼òîâ ÍÀÑÀ.

Êàê Âû ïîëàãàåòå, ñ êàêèì çíàêîì íàäî ó÷åñòü àòìîñôåðíóþ çàäåðæêó ∆ρ â
÷èñëåííîì çíà÷åíèè òîïîöåíòðè÷åñêîé äàëüíîñòè ρ(tr) ?
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Çàìå÷àíèÿ

Ìû ñâåëè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæåíèÿ ê êâàä-
ðàòóðàì. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä Ãàìèëü-
òîíà � ßêîáè [73, 4]. Äðóãîé ñïîñîá èíòåãðèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà èñïîëü-
çîâàíèè ðåãóëÿðèçèðóþùåãî âðåìåíè, áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ Å.Ï.Àêñ¼íîâà,
Å.À.Ãðåáåíèêîâà è Â.Ã.Ä�åìèíà [11, 14].

Âîïðîñàì ñîñòàâëåíèÿ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàììèðîâàíèþ àíàëèòè÷åñêèõ îïåðà-
öèé ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëåíî â ìîíîãðàôèÿõ Â.À.Áðóìáåðãà [39] è Í.Â.Åìåëüÿíî-
âà [74]. Êîíñòðóêòèâíûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè ïîñâÿùåíà
êíèãà Å.À.Ãðåáåíèêîâà è Þ.À.Ðÿáîâà [66].

Ðåøåíèå Ä.Áðàóýðà ãëàâíîé ïðîáëåìû äâèæåíèÿ ÈÑÇ ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðà-
ôèè [38], íî ïåðâîé ïóáëèêàöèåé áûëà ñòàòüÿ [199], â êîòîðîé äîêòîð Ä.Áðàóýð
èçâë�åê èç çàáâåíèÿ çàìå÷àòåëüíûé ìåòîä Öàéïåëÿ.

Â òîì æå íîìåðå æóðíàëà, âìåñòå ñî ñòàòü�åé [199], íàïå÷àòàíû îðèãèíàëüíûå
ðåçóëüòàòû Á.Ãàðôèíêåëÿ [205] è È.Êîçàè [217].

Ðåøåíèå ãëàâíîé ïðîáëåìû â ïèîíåðñêîé ñòàòüå Â.Ô.Ïðîñêóðèíà è Þ.Â.Áàò-
ðàêîâà [137] áûëî ïîëó÷åíî ñîâåðøåííî äðóãèì ñïîñîáîì.

À.Ïóàíêàðå ïîêàçàë, ÷òî âñå íîâûå ìåòîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè ÿâëÿþòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêèìè [138]. Ñðåäè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ñóùåñòâóþò òàêèå èõ êîìáèíàöèè, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå îêàæåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.
Ä.Áðàóýð îòìå÷àåò, ÷òî äëÿ óãëîâ íàêëîíåíèé ñïóòíèêà i , áëèçêèõ ê �êðèòè÷åñêî-
ìó� çíà÷åíèþ, îïðåäåëÿåìîìó ðàâåíñòâîì 5 sin2 i = 4 , âûâåäåííûå èì ôîðìóëû
íå äàþò ïðàâèëüíîãî ðåçóëüòàòà.

Ê.Â.Õîëøåâíèêîâ ïðîâ�åë ñåðü�åçíîå èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è
ïðåäëîæèë ðÿä ìîäèôèêàöèé òðàäèöèîííûõ ïîäõîäîâ. Âîçìóùàþùåå äåéñòâèå
âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêè áûëî ó÷òåíî â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå ñ òî÷íîñòüþ äî
âòîðîãî ïîðÿäêà. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðàôèè [174].

À.Äåïðè è À.Ðîì [203], À.Ë.Êóòóçîâ [104] è Õ.Êèíîøèòà [216] ñîîáùàþò î ðå-
øåíèè ãëàâíîé ïðîáëåìû ìåòîäîì Äåïðè � Õîðè ñ ïîìîùüþ âûïîëíåíèÿ êàíî-
íè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íà ÝÂÌ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòâ�åðòîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè
îòíîñèòåëüíî ñæàòèÿ. Î ïîâòîðåíèè ýòèõ äîñòèæåíèé åñòü íåñêîëüêî ñòðîê â ñòà-
òüÿõ È.Â.Òóïèêîâîé [165], Ñ.Ì.Êóäðÿâöåâà [100] è â áîëüøîì îáçîðíîì äîêëàäå
Â.È.Áîðìîòîâà [37].

Â.Â.Íåñòåðîâ è Ã.Â.Ðîìàíîâà â ðàáîòàõ [117, 120] íà îñíîâå ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû Àêñíåñà ïîñòðîèëè àíàëèòè÷åñêóþ òåîðèþ äâèæåíèÿ ÈÑÇ, ñîçäàëè îðè-
ãèíàëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàììû, âûïîëíèëè îáðàáîòêó ëàçåðíûõ íàáëþ-
äåíèé è ïîëó÷èëè ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ðÿäà ãåîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ [118, 139].
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Ëåêöèÿ 4. Êà÷åñòâåííûå èññëåäîâàíèÿ

Îáëàñòü èçìåíåíèÿ ñôåðîèäàëüíûõ êîîðäèíàò. � Âîçìîæ-
íûé õàðàêòåð äâèæåíèé. � Èññëåäîâàíèå êîðíåé ìíîãî÷ëå-
íîâ. � Íîâûå ïîñòîÿííûå. � Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ (92), ñâÿçûâàþùèå ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäè-
íàòû x , y , z ñî ñôåðîèäàëüíûìè êîîðäèíàòàìè ξ , η , w . Î÷åâèäíî,
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå ξ , η , w ìîãóò ïðèíèìàòü çíà-
÷åíèÿ â ñëåäóþùåé îáëàñòè:

0 6 ξ < ∞, −1 6 η 6 +1, −∞ < w < +∞. (122)

Èç (92) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ êîîðäè-
íàòà ξ áóäåò èçìåíÿòüñÿ â îãðàíè÷åííûõ ïðåäåëàõ, òî è ïðÿìîóãîëü-
íûå êîîðäèíàòû áóäóò òàêæå âåëè÷èíàìè îãðàíè÷åííûìè, à ñëåäî-
âàòåëüíî, è äâèæåíèå ñïóòíèêà áóäåò ïðîèñõîäèòü â îãðàíè÷åííîé
÷àñòè ïðîñòðàíñòâà. Íî åñëè ξ áóäåò âåëè÷èíîé íåîãðàíè÷åííîé, òî
è äâèæåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå.

Âûÿñíèì òåïåðü âîçìîæíûé õàðàêòåð äâèæåíèé, äîïóñêàåìûõ
óðàâíåíèÿìè ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà èíòåãðàë ýíåðãèè:

V 2 =
2fm(ξ − cση)

ξ2 + c2η2
+ 2α1. (123)

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà åñòü âåëè÷èíà íåîòðèöàòåëü-
íàÿ, òî

fm(ξ − cση)

ξ2 + c2η2
+ α1 > 0. (124)

Ðàçáåð�åì îòäåëüíî ñëó÷àè α1 < 0 , α1 = 0 è α1 > 0 . Åñëè α1 < 0 ,
òî, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç α′ ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó −fm/2α1 , ìû èç
óñëîâèÿ (124) íàéä�åì

(ξ − α′)2 + (cη + σα′)2 6 α′2(1 + σ2). (125)
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Åñëè α1 = 0 , òî èç (124) ñëåäóåò, ÷òî

ξ − cση > 0. (126)

Íàêîíåö, ïðè α1 > 0 áóäåì èìåòü

(ξ + α′′)2 + (cη − σα′′)2 > α′′2(1 + σ2), (127)

ãäå ÷åðåç α′′ îáîçíà÷åíà ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà fm/2α1 .
Óñëîâèÿ (126) è (127) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè α1 > 0 ïåðåìåííàÿ ξ

ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç îáëàñòè (122). À òîãäà, êàê
óæå áûëî îòìå÷åíî, äâèæåíèå ñïóòíèêà áóäåò íåîãðàíè÷åííûì â ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïðè α1 < 0 èç óñëîâèÿ (125) âûòåêàåò, ÷òî ξ èçìåíÿåòñÿ
â ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ:

α′(1−
√

1 + σ2) 6 ξ 6 α′(1 +
√

1 + σ2),

è ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå ñïóòíèêà áóäåò ïðîèñõîäèòü
â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà.

Èòàê, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ê èñêóññòâåí-
íûì ñïóòíèêàì íàñ ìîæåò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ïîñòî-
ÿííàÿ ýíåðãèè α1 îòðèöàòåëüíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàëû (108), êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå (

dξ

dτ

)2

= Φ(ξ),

(
dη

dτ

)2

= F (η).

Ïîñêîëüêó ëåâûå ÷àñòè ýòèõ èíòåãðàëîâ ñóòü âåëè÷èíû íåîòðèöà-
òåëüíûå, òî îáëàñòè, â êîòîðûõ äîëæíû èçìåíÿòüñÿ êîîðäèíàòû ξ

è η , îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè

Φ(ξ) > 0, F (η) > 0. (128)

Èññëåäóåì ñíà÷àëà ìíîãî÷ëåí Φ(ξ) :

Φ(ξ) = 2α1ξ
4 + 2fmξ3 + (2α1c

2 − α2
2)ξ

2 + 2fmc2ξ + c2(α2
3 − α2

2).
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Îáîçíà÷èì åãî êîðíè ÷åðåç ξ1 , ξ2 , ξ3 , ξ4 è ïîêàæåì, ÷òî âñå îíè
íå ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè. Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà α1 < 0 , êîýô-
ôèöèåíò ïðè ξ4 îòðèöàòåëåí, è ïîýòîìó â ñëó÷àå âñåõ êîìïëåêñíûõ
êîðíåé ìíîãî÷ëåí Φ(ξ) ïðèíèìàë áû òîëüêî îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ
è, êàê ñëåäóåò èç (128), ìû òîãäà áû íå èìåëè íèêàêèõ ðåàëüíûõ äâè-
æåíèé. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí Φ(ξ) äîëæåí èìåòü äâà äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíÿ (ïóñòü ýòî áóäóò ξ1 è ξ2 ). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìíîãî÷ëåíà Φ(ξ)

èìåþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:
à) ξ1 è ξ2 äåéñòâèòåëüíûå, à ξ3 è ξ4 � êîìïëåêñíûå,
á) ξ1 , ξ2 , ξ3 , ξ4 � âñå äåéñòâèòåëüíûå.

Ïîâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà Φ(ξ) â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.

-

6

ξ

Φ(ξ)

à)

ξ1 ξ2 -

6

ξ

Φ(ξ)

á)

ξ3 ξ4 ξ1 ξ2

Ðèñ. 3: Ãðàôèê ìíîãî÷ëåíà Φ(ξ)

Ïåðåéä�åì ê èçó÷åíèþ ìíîãî÷ëåíà F (η) :

F (η) = −2α1c
2η4 + 2fmcση3 + (2α1c

2 − α2
2)η

2 − 2fmcση − (α2
3 − α2

2).

Ïðåæäå âñåãî èìååì
F (−1) = −α2

3 6 0, F (+1) = −α2
3 6 0,

F (−∞) > 0, F (+∞) > 0.

}
(129)

� 77�



Ëåêöèÿ 4

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí F (η) èìååò äâà êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ
ìåíüøå èëè ðàâåí −1 , à âòîðîé áîëüøå èëè ðàâåí +1 . Îáîçíà÷èì ýòè
êîðíè ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç η3 è η4 . Ïîêàæåì, ÷òî äâà äðóãèõ êîðíÿ
(ïóñòü η1 è η2 ) ÿâëÿþòñÿ òàêæå âåùåñòâåííûìè è ëåæàò íà îòðåç-
êå [−1, +1] . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ìíîãî÷ëåí F (η) íå èìåë òàêèõ
êîðíåé, òî íèêàêèìè âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè η ìû íå ñìîãëè áû
óäîâëåòâîðèòü îäíîâðåìåííî âòîðîìó óñëîâèþ (128) è âòîðîìó óñëî-
âèþ (122). Ïîâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà F (η) ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4.

-

6

η

F (η)

−1 +1

η1 η2η3 η4

Ðèñ. 4: Ãðàôèê ìíîãî÷ëåíà F (η)

Èç ïðîâåä�åííîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ η áóäåò èçìå-
íÿòüñÿ â îáëàñòè

−1 6 η1 6 η 6 η2 6 +1. (130)
Äëÿ ïåðåìåííîé ξ â ñëó÷àå à) ìû èìååì

ξ1 6 ξ 6 ξ2, (131)

à â ñëó÷àå á) âîçìîæíû äâå îáëàñòè èçìåíåíèÿ ξ :

ξ1 6 ξ 6 ξ2 è ξ3 6 ξ 6 ξ4. (132)

Îäíàêî, êàê ìû ïîêàæåì â äàëüíåéøåì, ìåíüøèå êîðíè (ïóñòü ξ3
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è ξ4 ) ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ α1 , α2 è α3 íå áóäóò ïðåâîñ-
õîäèòü ïîñòîÿííîé c . Íî íà îñíîâàíèè ôîðìóë (92)

r =
√

ξ2 + 2cσξη − c2η2 + c2(1 + σ2).

Ïîýòîìó âî âòîðîé îáëàñòè (132) áóäåò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùåå îãðà-
íè÷åíèå:

r < c
√

2 + 2σ + σ2 ≈ 330 êì, (133)
à ñëåäîâàòåëüíî, ýòà îáëàñòü ïîëíîñòüþ ëåæèò âíóòðè Çåìëè è å�å
ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü.

Ïðè âûâîäå ôîðìóë ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæåíèÿ âàæíûì ìîìåíòîì
ÿâëÿåòñÿ âûáîð ýëåìåíòîâ îðáèòû. ßñíî, ÷òî ýòà çàäà÷à íå èìååò îä-
íîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî ïðè å�å ðåøåíèè ñëåäóåò ñòðåìèòüñÿ ê
òîìó, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, ýòè ýëåìåíòû èìåëè íàãëÿäíûé ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë, âî-âòîðûõ, ÷òîáû îíè áûëè áëèçêèìè ê ñîîòâåòñòâó-
þùèì êåïëåðîâñêèì ýëåìåíòàì è, â-òðåòüèõ, ÷òîáû âûðàæåíèÿ äëÿ
êîîðäèíàò ñïóòíèêà ÷åðåç ýëåìåíòû è âðåìÿ èìåëè ïî âîçìîæíî-
ñòè íàèáîëåå ïðîñòîé âèä. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòîÿííûå α1 , α2 , α3 íå
óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííûì òðåáîâàíèÿì. Ïîýòîìó âìåñòî íèõ ìû áó-
äåì ïîëüçîâàòüñÿ ýëåìåíòàìè a , e è δ , êîòîðûå ââåä�åì ñëåäóþùèìè
ôîðìóëàìè:

ξ1 = a(1− e), ξ2 = a(1 + e), η2 = δ, (134)
ãäå ξ1 6 ξ2 � äâà íàèáîëüøèõ êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà Φ(ξ) , à η2 � íàèáîëü-
øèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà F (η) , ëåæàùèé íà îòðåçêå [−1, +1] . Íàè-
ìåíüøèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà F (η) , ëåæàùèé íà îòðåçêå [−1, +1] , áó-
äåì îáîçíà÷àòü η1 = δ∗ . Óñëîâèÿì (130), (131), (132) óäîâëåòâîðÿþò
ýëåìåíòû a , e , δ , ïðèíèìàþùèå ëþáûå çíà÷åíèÿ èç îáëàñòè

a > 0, 0 6 e < 1, δ 6 1. (135)
Ïðè ýòîì îáëàñòè (135) áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü âñå âîçìîæíûå îãðà-
íè÷åííûå äâèæåíèÿ, äîïóñêàåìûå óðàâíåíèÿìè ïðîìåæóòî÷íîãî
äâèæåíèÿ.
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Ñâÿçü ìåæäó ñòàðûìè ïîñòîÿííûìè α1 , α2 , α3 è íîâûìè a , e , δ

áóäåò äàâàòüñÿ ðàâåíñòâàìè
Φ[a(1− e)] = 0, Φ[a(1 + e)] = 0, F (δ) = 0, (136)

êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òðè ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ α1 , α2

2 è α2
3 . Ðåøèâ ýòè óðàâíåíèÿ, ìû âûðàçèì

α1 , α2
2 è α2

3 ÷åðåç ýëåìåíòû a , e , δ :

2α1 = −fm

a

[
1− ε2(1− e2)(1− δ2)Q

]
, (137)

α2
2 = +fma(1− e2)

[
1 + 2ε2(1 + e2)(1− δ2)Q + ε4(1− e2)2(1− δ2)Q

]
,

(138)
α2

3 = +fma(1− e2)(1− δ2)
[
1 + 2ε2(1 + e2) + ε4(1− e2)2

]
Q, (139)

ãäå
ε =

c

a(1− e2)
, (140)

Q =
1− 2εσδ − ε2δ2(1− e2)

1 + 2ε2δ2(1 + e2) + ε4δ4(1− e2)2
. (141)

Ïðèðàâíèâàÿ η1 = δ∗ âåëè÷èíå −δ+∆δ , ïîëó÷èì íåÿâíîå óðàâíåíèå
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâêè ∆δ :

∆δ =
2fmcσ(1− η2

2)

(2α1c2 − α2
2) + 2fmcση1 − 2α1c2(η2

1 + η2
2)

. (142)

Â êîíöå ýòîé ëåêöèè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà ε íå ïðåâîñõîäèò 1/30 . Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ε2 è εσ

èìåþò ïîðÿäîê 10−3 . Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, íèêàê íå èñïîëüçîâàííîå
ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé (136), îêàæåòñÿ, òåì íå ìåíåå, ÷ðåçâû÷àéíî
ïîëåçíûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a , e , δ ,
δ∗ íà îñíîâå ÷èñëåííûõ æå çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ α1 , α2

2 , α3 . Î÷å-
âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (137), (138), (139) è (142) ìîãóò
áûòü ðàçðåøåíû îòíîñèòåëüíî a , e , δ , δ∗ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé.
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Ïîñòîÿííàÿ α3 > 0 â ñëó÷àå ïðÿìûõ äâèæåíèé è α3 < 0 â ñëó÷àå
äâèæåíèé îáðàòíûõ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî,
÷òî α3 åñòü ïðîåêöèÿ óäåëüíîãî ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà íà îñü Oz .

Èç ôîðìóë (92) ëåãêî íàõîäèì

x2 + y2

ξ2 + c2
+

(z − cσ)2

ξ2
= 1, (143)

x2 + y2

c2(1− η2)
− (z − cσ)2

c2η2
= 1, (144)

x

cos w
− y

sin w
= 0. (145)

Ðàâåíñòâà (143) è (144) ïîêàçûâàþò, ÷òî óðàâíåíèþ ξ = const
ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî ñæàòûõ ýëëèïñîèäîâ âðàùåíèÿ, à óðàâíå-
íèå η = const îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî îäíîïîëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäîâ
âðàùåíèÿ. Îñü âðàùåíèÿ ýëëèïñîèäîâ è ãèïåðáîëîèäîâ ñîâïàäàåò ñ
îñüþ Oz íåïîäâèæíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz , à
èõ öåíòðû ëåæàò â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé îñè ñ ïëîñêîñòüþ z = cσ .
Äàëåå, ôîðìóëà (145) ïðè w = const ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü Oz .

Ñîãëàñíî (130), (131) è (134) ïåðåìåííûå ξ è η èçìåíÿþòñÿ â ñëå-
äóþùèõ ïðåäåëàõ:

a(1− e) 6 ξ 6 a(1 + e), (146)
δ∗ 6 η 6 δ, (147)

ãäå δ∗ � íàèìåíüøèé êîðåíü F (η) íà îòðåçêå [−1, +1] .
Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, ãäå ïðîèñõîäèò äâè-

æåíèå ñïóòíèêà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîðîèäàëüíîå òåëî, îãðàíè÷åí-
íîå äâóìÿ ýëëèïñîèäàìè ξ = a(1− e) è ξ = a(1 + e) , ãèïåðáîëîèäîì
η = δ (â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå) è ãèïåðáîëîèäîì η = δ∗ (â
íèæíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå).
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Áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè âíóòðåííåãî îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñî-
èäà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

√
a2(1− e)2 + c2 è a(1− e),

à ïîëóîñè âíåøíåãî îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ñóòü
√

a2(1 + e)2 + c2 è a(1 + e).

Ýêñöåíòðèñèòåòû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ýëëèïñîèäîâ îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè

e1 =
c√

a2(1− e)2 + c2
, e2 =

c√
a2(1 + e)2 + c2

.

Íàèáîëüøàÿ ðàçíîñòü ìåæäó áîëüøîé è ìàëîé ïîëóîñÿìè (êîãäà ýë-
ëèïñîèä êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè Çåìëè) ðàâíà ∼ 3.5 êì. Ïðè íåîãðà-
íè÷åííîì âîçðàñòàíèè âåëè÷èíû a(1− e) ýòè ýëëèïñîèäû ñòðåìÿòñÿ
ê ñôåðàì, öåíòð êîòîðûõ ëåæèò þæíåå öåíòðà Çåìëè ïðèìåðíî íà
7.5 êì.

Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ïîëóîñè ãèïåðáîëîèäà, îãðàíè÷èâàþùèå
äâèæåíèå â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

c
√

1− δ2 è cδ.

Äëÿ âòîðîãî ãèïåðáîëîèäà ïîäîáíûå âåëè÷èíû áóäóò ðàâíû

c
√

1− δ∗2 è cδ∗.

Ïîñêîëüêó δ∗ åñòü ôóíêöèÿ a , e è δ , òî îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà,
ãäå ïðîèñõîäèò äâèæåíèå ñïóòíèêà, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ
ýëåìåíòàìè a , e è δ .

Îðáèòà ñïóòíèêà êàñàåòñÿ îäíîãî ýëëèïñîèäà, çàòåì ãèïåðáîëîèäà,
âòîðîãî ýëëèïñîèäà è âòîðîãî ãèïåðáîëîèäà è òàê äàëåå. Íà îäíîé èç
ñëåäóþùèõ ëåêöèé (ñ.148) áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðîìåæóòî÷íîå äâè-
æåíèå ñïóòíèêà ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèì ñ òðåìÿ ïåðèîäàìè.
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Â çàêëþ÷åíèå íàéä�åì îöåíêó äëÿ ïàðàìåòðà ε è ïîêàæåì, ÷òî
ñóììà êâàäðàòîâ ξ2

3 + ξ2
4 ìåíüøèõ êîðíåé óðàâíåíèÿ Φ(ξ) = 0 íå

ïðåâîñõîäèò c2 .
Ïîñêîëüêó ìàëàÿ ïîëóîñü âíóòðåííåãî îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñî-

èäà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ýêâàòîðèàëüíîãî ðàäèóñà Çåìëè, òî
ε =

c

a(1− e2)
6 c

a(1− e)
<

c

r0
,

à ïîýòîìó, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêàìè ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ (49) íà ñòð. 37, òî ε < 0.033 .

Èòàê, âåëè÷èíû ε2 è εσ èìåþò ïîðÿäîê 10−3 è ïðîïîðöèîíàëüíû
ìàëîìó ïàðàìåòðó � ñæàòèþ Çåìëè.

Äâà êîðíÿ ξ1 , ξ2 ìíîãî÷ëåíà Φ(ξ) äàþòñÿ ôîðìóëàìè (134). Äëÿ
äâóõ äðóãèõ êîðíåé òåîðåìà Âèåòà ãëàñèò

ξ3 + ξ4 = −fm

α1
− (ξ1 + ξ2),

ξ3 · ξ4 =
c2(α2

3 − α2
2)

2α1ξ1ξ2
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (137), (138), (139), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ìàëûõ
÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ ε è σ àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ êîðíåé ξ3 è ξ4 äåé-
ñòâèòåëüíî íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëîâîãî çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé c .

Îòìåòèì ÷àñòíûå ñëó÷àè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Çåìëè ïî îðáèòàì
â ðàìêàõ îáîáù¼ííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ.

Ïóñòü e = 0 , òîãäà ξ = a , è äâèæåíèå ñïóòíèêà áóäåò ïðîèñõî-
äèòü ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäàëüíîãî ïîÿñà. Ïðè çíà÷åíèÿõ e = 0 è
δ = 1 ñïóòíèê áóäåò äâèãàòüñÿ â ìåðèäèàííîé ïëîñêîñòè. Åñëè ïîëî-
æèòü e = 0 è δ = δ∗ , òî ïîëó÷èì êðóãîâóþ îðáèòó , ðàñïîëîæåííóþ
â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè âðàùåíèÿ Çåìëè è ñìåù¼ííîé
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ýêâàòîðà íà 22.5 · ε2 êì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
e 6= 0 è δ = 1 . Â ýòîì ñëó÷àå ïîëÿðíàÿ îðáèòà çàêëþ÷åíà âíóòðè ýë-
ëèïòè÷åñêîãî êîëüöà è áóäåò êàñàòüñÿ ïîïåðåìåííî òî âíóòðåííåãî,
òî âíåøíåãî îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñà.
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Ñåìèíàð 7. Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ

Ó÷¼íûé èíòåðåñ.
Çàïóñê Ïåðâîãî èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè âûçâàë èíòåðåñ ó÷¼íûõ ê çà-

äà÷å òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îðáèò êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ, âîçìóùàåìûõ àíîìà-
ëèÿìè ãåîïîòåíöèàëà, ïðèòÿæåíèåì Ëóíû è Ñîëíöà, ïîòåíöèàëîì, îáóñëîâëåí-
íûì ïðèëèâàìè óïðóãîé Çåìëè, ñîïðîòèâëåíèåì àòìîñôåðû è ñâåòîâûì äàâëåíè-
åì [172, 173]. Óæå çà ïåðâûå äåñÿòü ëåò áûëè ïîëó÷åíû âûäàþùèåñÿ ðåçóëüòàòû:
ïîñòðîåíà àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ ÈÑÇ íà îñíîâå îáîáù¼ííîé çàäà÷è
äâóõ íåïîäâèæåíûõ öåíòðîâ [5], îòêðûòî îáîáùåíèå îäíîãî èç ìåòîäîâ òåîðèè
âîçìóùåíèé � ìåòîäà êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé [174]. Â áàëëèñòè÷åñêèõ öåí-
òðàõ áûëè ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ [34]. Â ðàáîòàõ Ì.Ë.Ëèäîâà è
åãî ó÷åíèêîâ [106, 48, 108] óñïåøíî ïðèìåí¼í ïîëóàíàëèòè÷åñêèé, èëè, ÷òî òî æå,
÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðàñ÷¼òà ñïóòíèêîâûõ îðáèò. Íåêîòîðûå èòîãè ïîä-
âåäåíû Ì.Ë.Ëèäîâûì â îáçîðíîì äîêëàäå [107], òàì æå íàìå÷åíû ïåðñïåêòèâû
èññëåäîâàíèé. ×òî áû Âû äîáàâèëè ê ýòîìó âåëè÷åñòâåííîìó ñïèñêó?

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.
Â àëãîðèòìàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçóþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

îáúåêòà, çàïèñàííûå â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.
×åðåç ~r è ~v îáîçíà÷èì âåêòîð ïîëîæåíèÿ è âåêòîð ñêîðîñòè êîñìè÷åñêîãî

àïïàðàòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà Çåìëè â ñèñòåìå ýêâàòîðà è ýêëèïòèêè, ôèêñèðî-
âàííûõ íà ñòàíäàðòíóþ ýïîõó J2000.0 (ãåîöåíòðè÷åñêàÿ íåáåñíàÿ îïîðíàÿ ñèñòåìà
îòñ÷¼òà). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

d~r

d t
= ~v,

d~v

d t
= ~FE + ~FM + ~FS + ~Ft + ~Fo + ~Fp + ~Fr + ~Fa,





(148)

ãäå
~FE � óñêîðåíèå, îáóñëîâëåííîå ãåîïîòåíöèàëîì,
~FM � óñêîðåíèå, âûçûâàåìîå ïðèòÿæåíèåì Ëóíû,
~FS � óñêîðåíèå, âûçûâàåìîå ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà,
~Ft � óñêîðåíèå, îáóñëîâëåííîå ïðèëèâàìè óïðóãîé Çåìëè,
~Fo � óñêîðåíèå, îáóñëîâëåííîå îêåàíè÷åñêèìè ïðèëèâàìè,
~Fp � óñêîðåíèå, âûçûâàåìîå ïðèòÿæåíèåì áîëüøèõ ïëàíåò,
~Fr � óñêîðåíèå, îáóñëîâëåííîå äàâëåíèåì ñîëíå÷íîãî ñâåòà,
~Fa � óñêîðåíèå, îáóñëîâëåííîå òîðìîæåíèåì â àòìîñôåðå.
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Âû÷èñëåíèå óñêîðåíèé.
Óñêîðåíèÿ ~FM , ~FS è ~Fp âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (76) íà ñ.47.
Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âåêòîðîâ ~FE , ~Ft è ~Fo â íåáåñíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà âêëþ-

÷àåò â ñåáÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå âûðàæåíèÿ äëÿ ãåîïîòåíöèàëà U (ñ.17), çàäàí-
íîãî â çåìíîé ñèñòåìå îò÷¼òà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, ñîñòàâëÿþùèõ ýòîò
àëãîðèòì, ðàññìîòðèì íà ñëåäóþùåì çàíÿòèè. Òàì æå áóäåò çàïèñàíî âûðàæåíèå
äëÿ óñêîðåíèÿ ~Fr , îáóñëîâëåííîãî äàâëåíèåì ñîëíå÷íîãî ñâåòà.

Ýôôåêòû, îáóñëîâëåííûå òîðìîæåíèåì â âåðõíåé àòìîñôåðå Çåìëè, ÷àñòè÷íî
ìîãóò áûòü ó÷òåíû ñ ïîìîùüþ ýìïèðè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà óñêîðåíèÿ (ñ.137).

Êàê Âû äóìàåòå, ïî÷åìó â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (148) ìîæ-
íî ñêëàäûâàòü âåêòîðû óñêîðåíèé, âûçûâàåìûå äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ ñèë?

Àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä.
Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè î÷åíü âàæíî áåç îøèáîê çàïðîãðàììèðîâàòü

ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, òî åñòü òðè êîìïîíåíòà âåêòîðà äåéñòâóþùèõ
ñèë.

Àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñî ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé � ãàìèëü-
òîíèàíîì ñèñòåìû. Õîðîøèé òîìó ïðèìåð � ðåøåíèå ãëàâíîé ïðîáëåìû, îïóáëè-
êîâàííîå äîêòîðîì Ä.Áðàóýðîì [199].

Âåëè÷èíà óãëà íàêëîíåíèÿ îðáèòû èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè, âû÷èñëÿå-
ìàÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîãî ýêâàòîðà ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé ñèñòåìû îò-
ñ÷¼òà, èìååò âåêîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ. Ìîæåòå ëè Âû îáúÿñíèòü ýòî ÿâëåíèå?

Ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïîäõîäå óäîáíà íåèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà, ñâÿçàí-
íàÿ ñ èñòèííûì ýêâàòîðîì è èñòèííîé òî÷êîé âåñåííåãî ðàâíîäåíñòâèÿ è âðà-
ùàþùàÿñÿ ñ ïåðåìåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ~Ω(t) îòíîñèòåëüíî íåáåñíîé îïîðíîé
ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâûõ ñòåïåíåé ìàëûõ âåëè÷èí çàïèøåì

Ωx(t) = − d

d t
(∆ε) ,

Ωy(t) = +θ̇A + sin εA
d

d t
(∆ψ) ,

Ωz(t) = −żA − ζ̇A − cos εA
d

d t
(∆ψ) ,

ãäå
ζA , zA , θA � ïðåöåññèîííûå ïàðàìåòðû Íüþêîìà-Àíäóàéå (ñ.27),
∆ψ , ∆ε � ïàðàìåòðû íóòàöèè (ñ.28),
εA � íàêëîí ìãíîâåííîé ýêëèïòèêè ê ïîäâèæíîìó ýêâàòîðó.

Âàðèàöèè óãëà íàêëîíåíèÿ îòíîñèòåëüíî èñòèííîãî ýêâàòîðà íîñÿò ïåðèîäè÷åñêèé
õàðàêòåð. Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ ñèëû èíåðöèè.
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Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.
Ïóñòü ~r è ~̇r � âåêòîð ïîëîæåíèÿ è âåêòîð ñêîðîñòè îáúåêòà â ñèñòåìå èñòèí-

íîãî ýêâàòîðà. Íàáîðó èç òð¼õ îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò � êîìïîíåíòàì ~r � ñîîò-
âåòñòâóþò îáîáù¼ííûå èìïóëüñû � òðè êîìïîíåíòà âåêòîðà ~p = ~̇r +

[
~Ω× ~r

]
.

Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà èìåþò âèä [126]:
d~r

d t
=

∂ K

∂ ~p
,

d~p

d t
= −∂ K

∂ ~r
, (149)

ãäå K � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû,

K =
1

2

∣∣~p
∣∣2 − ~Ω · [~r × ~p

]−W −R⊕ −RM −RS −Rt −Ro, (150)

W � ïîòåíöèàë îáîáù¼ííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ (ñ.36),
R⊕ = U −W � àíîìàëüíàÿ ÷àñòü ãåîïîòåíöèàëà (ñ.39),
RM � âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ, îáóñëîâëåííàÿ äåéñòâèåì Ëóíû, (ñ.47),
RS � âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ, îáóñëîâëåííàÿ äåéñòâèåì Ñîëíöà, (ñ.47),
Rt � âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ, îáóñëîâëåííàÿ ïðèëèâàìè óïðóãîé Çåìëè,
Ro � âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ, îáóñëîâëåííàÿ îêåàíè÷åñêèìè ïðèëèâàìè.

Âû, êîíå÷íî, óæå äîãàäàëèñü, ÷òî âñå âîçìóùàþùèå ôóíêöèè äîëæíû áûòü âû-
ðàæåíû â ñèñòåìå èñòèííîãî ýêâàòîðà.

Ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû.
Â àëãîðèòìàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó ñèñòåìàìè

îòñ÷¼òà âûïîëíÿþòñÿ ïî òî÷íîé ôîðìóëå (36) íà ñ.28. Â àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ èñïîëüçóþò ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû, òî÷íîñòü êîòîðûõ îãðàíè÷åíà
ïåðâûìè ñòåïåíÿìè ìàëûõ âåëè÷èí.

Ïóñòü x , y , z � êîîðäèíàòû âåêòîðà ~r â ñèñòåìå èñòèííîãî ýêâàòîðà.
Êîîðäèíàòû âåêòîðà ~r â çåìíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà îáîçíà÷èì x̂ , ŷ , ẑ , à â ñè-

ñòåìå ñðåäíåãî ïîäâèæíîãî ýêâàòîðà � x̌ , y̌ , ž .
Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâûõ ñòåïåíåé ìàëûõ ïàðàìåòðîâ xp , yp (êîîðäèíàòû ïî-

ëþñà, ñ.28) è ∆ψ , ∆ε ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä
ẑ = z − xp · ( x cos S⊕ + y sin S⊕)− yp · ( x sin S⊕ − y cos S⊕) (151)

äëÿ ñâÿçè çåìíîé ñèñòåìû è èñòèííîãî ýêâàòîðà è, äëÿ ïåðåõîäà îò ñðåäíåãî ïî-
äâèæíîãî ýêâàòîðà ê èñòèííîìó,

x = x̌−∆ψ cos εA · y̌ −∆ψ sin εA · ž ,

y = y̌ + ∆ψ cos εA · x̌−∆ε · ž , (152)
z = ž + ∆ψ sin εA · x̌ + ∆ε · y̌ .
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Âîçìóùàþùèé ïîòåíöèàë.
Ìîäóëü ðàññòîÿíèÿ ðàâåí r = |~r | =

√
x2 + y2 + z2 .

Óãîë äîëãîòû, îòñ÷èòûâàåìûé îò èñòèííîé òî÷êè âåñåííåãî ðàâíîäåíñòâèÿ
âäîëü èñòèííîãî ýêâàòîðà, îáîçíà÷èì w = S⊕ + λ , ïðè÷¼ì S⊕ � ãðèíâè÷ñêîå
èñòèííîå çâ¼çäíîå âðåìÿ (ñ.29), λ � óãîë äîëãîòû â çåìíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà:

cos w =
x√

x2 + y2
, sin w =

y√
x2 + y2

. (153)

Ïóñòü ẑ = z + ∆z . (Ñðàâíèòå ñ ôîðìóëîé (151).) Ðàçëîæèì âûðàæåíèå äëÿ
ïîëèíîìà Ëåæàíäðà Pn(ẑ/r) â ðÿä Òåéëîðà è ó÷ò¼ì ôîðìóëó (13). Ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ∆z ïîëó÷èì

Pn

(
ẑ

r

)
= Pn

(z

r

)
+

1√
x2 + y2

P (1)
n

(z

r

)
·∆z.

Àíîìàëüíóþ ÷àñòü ãåîïîòåíöèàëà (ôîðìóëà (53), ñ.39) â ñèñòåìå èñòèííîãî
ýêâàòîðà çàïèøåì â âèäå

R⊕ =
fm

r0

∞∑
n=4

jn

(r0

r

)n+1
Pn

(z

r

)

+
fm

r0

∞∑
n=2

n∑
k=1

(r0

r

)n+1
P

(k)
n

(z

r

)[
Ĉnk cos kw + Ŝnk sin kw

]

+
fm

r0

4∑
n=2

(r0

r

)n+1
P

(1)
n

(z

r

)[
C̃n1 cos w + S̃n1 sin w

]
,

(154)

ãäå

Ĉnk = Cnk cos kS⊕ − Snk sin kS⊕ , Ŝnk = Cnk sin kS⊕ + Snk cos kS⊕ ,

C̃n1 = Jn ·
(
xp cos S⊕ + yp sin S⊕

)
, S̃n1 = Jn ·

(
xp sin S⊕ − yp cos S⊕

)
.

(155)

âåëè÷èíû Ĉnk , Ŝnk , C̃n1 , S̃n1 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè çâ¼çäíîãî âðåìåíè.
Ïðèìèòå âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé Ëåæàíäðà (ôîð-

ìóëà (13) íà ñ.12), ôîðìóëó (153), òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ ñóììû àðãóìåíòîâ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé è óáåäèòåñü â ïðàâèëüíîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:
ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì ðàñ÷¼òà âîçìóùàþùåãî ïîòåíöèàëà (154) îñíîâàí íà íà-
÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ ÷åòûð¼õ ôóíêöèé êîîðäèíàò ñïóòíèêà

r0

r
,

z

r
,

x

r
,

y

r
. (156)

Çíàìåíàòåëü
(√

x2 + y2
)k , âîçíèêàþùèé ïðè âû÷èñëåíèè cos kw , sin kw , ñîêðà-

ùàåòñÿ ñ òàêèì æå âûðàæåíèåì â ÷èñëèòåëå ïîñëå ðàñêðûòèÿ ôóíêöèè P
(k)
n (z/r) .
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Ïðèòÿæåíèå ñâåòèë.
Âîçìóùàþùèé ïîòåíöèàë, îáóñëîâëåííûé ïðèòÿæåíèåì Ëóíû èëè Ñîëíöà,

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (77) (ñ.47)

Rp =
fmp

rp

Np∑
n=2

(
r

rp

)n

Pn

(
xxp + y yp + z zp

r rp

)
,

â ðàçëîæåíèè îñòàíîâëåíî Np− 1 ñëàãàåìûõ, èíäåêñ p â ñëó÷àå Ëóíû ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèå M , â ñëó÷àå Ñîëíöà � S , ~rp � ãåîöåíòðè÷åñêèé âåêòîð ïîëîæåíèÿ
âîçìóùàþùåãî òåëà, rp � ãåîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå,

Óãîë äîëãîòû âîçìóùàþùåãî òåëà, îòñ÷èòûâàåìûé îò èñòèííîé òî÷êè âåñåííå-
ãî ðàâíîäåíñòâèÿ âäîëü èñòèííîãî ýêâàòîðà, îáîçíà÷èì wp . Ðàñêðîåì âûðàæåíèå

xxp + y yp + z zp

r rp
=

z

r

zp

rp
+

√
x2 + y2

r

√
xp

2 + yp
2

rp
cos(w − wp)

è ïðèìåíèì òåîðåìó ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà (ôîðìóëà (14), ñ.13):

Pn

((
~r · ~rp

)

r rp

)
= Pn

(
z

r

)
Pn

(
zp

rp

)
+ 2

n∑

k=1

(n− k)!

(n + k)!
P (k)

n

(
z

r

)
P (k)

n

(
zp

rp

)
cos k(w − wp).

Ôîðìóëà (77) âûãëÿäèò òåïåðü òàê

Rp =
fm

r0

Np∑
n=2

(
r

r0

)n

Pn

(
z

r

)
· A(p)

n0

+
fm

r0

Np∑
n=2

n∑
k=1

(
r

r0

)n

P
(k)
n

(
z

r

)[
A

(p)
nk cos kw + B

(p)
nk sin kw

]
,

(157)

ãäå êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò òîëüêî îò êîîðäèíàò âîçìóùàþùåãî îáúåêòà

A
(p)
n0 =

(
fmp

fm

)(
r0

rp

)n+1

· Pn

(
zp

rp

)
,

A
(p)
nk = 2

(n− k)!

(n + k)!

(
fmp

fm

)(
r0

rp

)n+1

· P (k)
n

(
zp

rp

)
cos kwp, (158)

B
(p)
nk = 2

(n− k)!

(n + k)!

(
fmp

fm

)(
r0

rp

)n+1

· P (k)
n

(
zp

rp

)
sin kwp.

Ñðàâíèòå âûðàæåíèÿ (154) è (157) è óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ðåêóððåíòíûé àëãî-
ðèòì ðàñ÷¼òà ïîòåíöèàëà (157), îáóñëîâëåííîãî ïðèòÿæåíèåì òðåòüåãî òåëà, îñíî-
âàí íà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ ÷åòûð¼õ ôóíêöèé êîîðäèíàò ñïóòíèêà

r

r0
,

z

r
,

x

r
,

y

r
. (159)
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Ýôôåêò ïðèëèâîâ.
Äåéñòâèå Ëóíû è Ñîëíöà âûçûâàåò ïðèëèâû óïðóãîé Çåìëè. Âî âíåøíåì ïðî-

ñòðàíñòâå ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïîòåíöèàë (ôîðìóëà (79) íà ñ.48)

Rpt =
fm

r0

3∑
n=2

kn0

(
r0

r

)n+1

Pn

(
z

r

)
· A(p)

n0

+
fm

r0

3∑
n=2

n∑
k=1

knk

(
r0

r

)n+1

P
(k)
n

(
z

r

)[
A

(p)
nk cos kw + B

(p)
nk sin kw

]
,

(160)

ãäå knk � ÷èñëà Ëÿâà. Â ñîâðåìåííîé òåîðèè ïðèëèâîâ ïàðàìåòðû k2k ñîñòîÿò èç
äåéñòâèòåëüíîé kR

2k è ìíèìîé kI
2k ÷àñòåé è çàâèñÿò îò ÷àñòîòû ïðèëèâíîé âîëíû.

Ïàðàìåòðû k3k ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Êîýôôèöèåíòû A
(p)
nk , B

(p)
nk

çàâèñÿò îò êîîðäèíàò âîçìóùàþùåãî îáúåêòà â ñèñòåìå èñòèííîãî ýêâàòîðà è
îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè (158).

Ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì ðàñ÷¼òà äîïîëíèòåëüíîãî ïîòåíöèàëà (160) îñíîâàí,
êàê è â ñëó÷àå ãåîïîòåíöèàëà (154), íà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ ÷åòûð¼õ ôóíêöèé
êîîðäèíàò ñïóòíèêà (156).

Ïîëîæåíèÿ ñâåòèë.
Â àëãîðèòìàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ðàñ÷¼òà ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé

âåêòîðîâ ïîëîæåíèé Ëóíû è Ñîëíöà â ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà
èñïîëüçóþò ñîâðåìåííóþ ÷èñëåííóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ïëàíåò [232]. Äëÿ íåñêîëü-
êèõ ñïåöèàëüíî âûáðàííûõ ìîìåíòîâ âíóòðè êîðîòêîãî èíòåðâàëà âðåìåíè � îä-
íîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ � âû÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îáúåêòà (148). Ñîñòàâëÿþò ðàçäåë¼ííûå ðàçíîñòè è
àïïðîêñèìèðóþò ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ ïîëèíîìàìè ïî âðåìåíè [208]. Íà êàæäîì
ñëåäóþùåì øàãå àëãîðèòì âû÷èñëåíèé ïîâòîðÿþò è íàõîäÿò íîâûå êîýôôèöèåí-
òû àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîëèíîìîâ [158].

Àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò âû÷èñëåíèå íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà
îò âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé � âðåìåíè t . Ñìîòðèòå,
íàïðèìåð, íà ñ.44 ðåøåíèå ãëàâíîé ïðîáëåìû, ïîëó÷åííîå äîêòîðîì Ä.Áðàóýðîì.
Äëÿ âçÿòèÿ èíòåãðàëà êîýôôèöèåíòû (158) äîëæíû áûòü âûðàæåíû â àíàëèòè-
÷åñêîì âèäå êàê ôóíêöèè óãëîâûõ ïåðåìåííûõ, ÿâíî èëè íåÿâíî çàâèñÿùèõ îò
âðåìåíè. Êàê è â ñëó÷àå ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèñòåì îòñ÷¼òà (ñ.86), ïðèõîäèòñÿ
ïðèìåíÿòü ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû. Çäåñü òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ îòðåçêè òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, àïïðîêñèìèðóþùèå êîîðäèíàòû Ëóíû è Ñîëíöà íà äëè-
òåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè [111]. Â êà÷åñòâå óãëîâûõ ïåðåìåííûõ íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ôóíäàìåíòàëüíûå àðãóìåíòû (35) (ñ.28). Èìåííî ýòè âåëè÷èíû
âõîäÿò ñîñòàâíîé ÷àñòüþ â êëàññè÷åñêèå òåîðèè äâèæåíèÿ Ëóíû è Ñîëíöà [1].
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Ñåìèíàð 8. ×èñëåííàÿ ìîäåëü

Ñîñòàâëÿþùèå óñêîðåíèÿ.
Ãåîïîòåíöèàë U â çåìíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä

U =
fm

r

{
1 +

Nmax∑
n=2

n∑

k=0

(r0

r

)n

P (k)
n (sin ϕ)[Cnk cos kλ + Snk sin kλ]

}
.

Îáîçíà÷èì

U0 =
fm

r
,

U1 =

Nmax∑
n=2

n∑

k=0

unk,

unk =
fm

r

(r0

r

)n

P (k)
n (sin ϕ)[Cnk cos kλ + Snk sin kλ].

Ñîñòàâëÿþùèå óñêîðåíèÿ â çåìíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò � ýòî ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå îò ãåîïîòåíöèàëà U ïî x , y , z :

F ′
x = −fm

x

r3 +
∂U1

∂x
,

F ′
y = −fm

y

r3 +
∂U1

∂y
,

F ′
z = −fm

z

r3 +
∂U1

∂z
.

Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû.
Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïðè ïîìîùè

ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

(n + 1)Pn+1(z)− (2n + 1)zPn(z) + nPn−1(z) = 0

è íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé P0(z) = 1 è P1(z) = z .
Äâå ðåêóððåíòíûõ ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

èìåþò âèä:

dPn(z)

dz
= nPn−1(z) + z

dPn−1(z)

dz
,

dkPn(z)

dzk
= (2n− 1)

dk−1Pn−1(z)

dzk−1 +
dkPn−2(z)

dzk
.
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Êàæäîå ñëàãàåìîå ãåîïîòåíöèàëà

unk =
fm

r

(r0

r

)n

P (k)
n (sin ϕ)[Cnk cos kλ + Snk sin kλ]

ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð�åõ ñîìíîæèòåëåé

Rn

(
1

r

)
=

fm

r

(r0

r

)n

,

Znk

(z

r

)
=

dkPn(sin ϕ)

d(sin ϕ)k
,

Zn0

(z

r

)
= Pn

(z

r

)
,

Qnk

(x

r
,
y

r

)
= (cos ϕ)k[Cnk cos kλ + Snk sin kλ].

Òîãäà

∂unk

∂x
= +

dRn

d(1/r)

∂(1/r)

∂x
· Znk ·Qnk

+ Rn · dZnk

d(z/r)

∂(z/r)

∂x
·Qnk

+ Rn · Znk ·
[

∂Qnk

∂(x/r)

∂(x/r)

∂x
+

∂Qnk

∂(y/r)

∂(y/r)

∂x

]
,

∂unk

∂y
= +

dRn

d(1/r)

∂(1/r)

∂y
· Znk ·Qnk

+ Rn · dZnk

d(z/r)

∂(z/r)

∂y
·Qnk

+ Rn · Znk ·
[

∂Qnk

∂(x/r)

∂(x/r)

∂y
+

∂Qnk

∂(y/r)

∂(y/r)

∂y

]
,

∂unk

∂z
= +

dRn

d(1/r)

∂(1/r)

∂z
· Znk ·Qnk

+ Rn · dZnk

d(z/r)

∂(z/r)

∂z
·Qnk

+ Rn · Znk ·
[

∂Qnk

∂(x/r)

∂(x/r)

∂z
+

∂Qnk

∂(y/r)

∂(y/r)

∂z

]
.
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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò 1/r , x/r , y/r , z/r ïî x , y , z ðàâíû
∂(1/r)

∂x
= − x

r3 ,
∂(1/r)

∂y
= − y

r3 ,
∂(1/r)

∂z
= − z

r3 ,

∂(x/r)

∂x
=

1

r
− x2

r3 ,
∂(x/r)

∂y
= −xy

r3 ,
∂(x/r)

∂z
= −xz

r3 ,

∂(y/r)

∂x
= −xy

r3 ,
∂(y/r)

∂y
=

1

r
− y2

r3 ,
∂(y/r)

∂z
= −yz

r3 ,

∂(z/r)

∂x
= −xz

r3 ,
∂(z/r)

∂y
= −yz

r3 ,
∂(z/r)

∂z
=

1

r
− z2

r3 .

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé

Znk(sin ϕ) =
dkPn(sin ϕ)

d(sin ϕ)k

âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâå ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë, ïðèâåä�åííûõ âûøå. Äëÿ çíà÷åíèÿ
èíäåêñà k = 1 óäîáíà ïåðâàÿ ôîðìóëà:

dPn(z/r)

d(z/r)
= nPn−1(z/r) + z

dPn−1(z/r)

d(z/r)
.

Ïðè k > 1 ñëåäóåò ïðèìåíÿòü âòîðóþ ôîðìóëó:
dkPn(z/r)

d(z/r)k
= (2n− 1)

dk−1Pn−1(z/r)

d(z/r)k−1 +
dkPn−2(z/r)

d(z/r)k
.

Ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîìíîæèòåëÿ Qnk(x/r, y/r) ïîëó÷àåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì

Qnk

(x

r
,
y

r

)
= Cnk ·Xk + Snk · Yk,

ãäå
Xk = (cos ϕ)k cos(kλ), Yk = (cos ϕ)k sin(kλ).

Ïðè k = 0 èìååì
X0 = 1, Y0 = 0.

Ïðè k = 1 ïîëó÷àåì

X1 =
x

r
= cos ϕ cos λ, Y1 =

y

r
= cos ϕ sin λ.

Âûâîä ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé îñíîâàí íà ôîðìóëàõ ñëîæåíèÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé:

Xk = Xk−1
x

r
− Yk−1

y

r
, Yk = Yk−1

x

r
+ Xk−1

y

r
.
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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
Â àëãîðèòìå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî

çíàòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ýëåìåíòàðíûõ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî ïðÿìî-
óãîëüíûì êîîðäèíàòàì x , y , z . Çàìå÷àÿ, ÷òî âåëè÷èíû Znk ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-
ÿìè îòíîøåíèÿ z/r , à âåëè÷èíû Xk , Yk ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îòíîøåíèé x/r ,
y/r , ïîëó÷àåì ïðîèçâîäíûå

dZnk(z/r)

d(z/r)
=

dk+1Pn(z/r)

d(z/r)k+1 ,

è
∂Xk

∂(x/r)
=

∂Xk−1

∂(x/r)

x

r
+ Xk−1 − ∂Yk−1

∂(x/r)

y

r
,

∂Xk

∂(y/r)
=

∂Xk−1

∂(y/r)

x

r
− ∂Yk−1

∂(y/r)

y

r
− Yk−1,

∂Yk

∂(x/r)
=

∂Yk−1

∂(x/r)

x

r
+ Yk−1 +

∂Xk−1

∂(x/r)

y

r
,

∂Yk

∂(y/r)
=

∂Yk−1

∂(y/r)

x

r
+

∂Xk−1

∂(y/r)

y

r
+ Xk−1.

Çàâåðøèâ ôîðìèðîâàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂U1

∂x
,

∂U1

∂y
,

∂U1

∂z
,

âû÷èñëèì ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà óñêîðåíèÿ F ′
x , F ′

y , F ′
z â çåìíîé ñèñòåìå, à çà-

òåì ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ (36) ïîëó÷èì âåêòîð óñêîðåíèÿ ~FE â
ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ èí-
äåêñà k îò k = 0 äî k = Nmax âûïîëíÿåòñÿ öèêë ïî èíäåêñó n îò n = k äî
n = Nmax .

Ñâåòîâîå äàâëåíèå.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñêîðåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî äàâëåíèåì ñîëíå÷íîãî èçëó÷å-

íèÿ, âû÷èñëÿþò âåêòîð ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêà ~r(t)− ~rS(t′) îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà ñ
ó÷�åòîì âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà. Óñêîðåíèå èìååò âèä

~Fr = Cr

(
aE

|~r(t)− ~rS(t′)|
)2

· ~r(t)− ~rS(t′)
|~r(t)− ~rS(t′)| , t′ = t− |~r(t)− ~rS(t)|

c
, (161)

ãäå aE � àñòðîíîìè÷åñêàÿ åäèíèöà, c � ñêîðîñòü ñâåòà.
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Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ
Cr ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ñîìíîæèòåëåé, îäèí èç êîòîðûõ åñòü ïîñòîÿí-

íàÿ âåëè÷èíà P0 , à çíà÷åíèå âòîðîãî � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, îïðåäåëÿåìàÿ
êîíñòðóêòèâíûìè îñîáåííîñòÿìè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà. Âåëè÷èíà P0 ñîîòâåò-
ñòâóåò äàâëåíèþ ñîëíå÷íîãî ñâåòà íà ñðåäíåì ðàññòîÿíèè Çåìëè îò Ñîëíöà:

P0 = 4.5606 · 10−6 í/ì2.

Ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî îäíîé àñòðîíîìè÷åñêîé åäèíèöå aE .
Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ýôôåêòèâíîãî îòðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Cr = 10−3 · P0 · kr · As

ms
(êì/ñ2), (162)

ãäå
kr � ýìïèðè÷åñêèé êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ, 1 < kr < 1.5 ,
As � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáúåêòà, èçìåðÿåìàÿ â ì2 ,
ms � ìàññà îáúåêòà, èçìåðÿåìàÿ â êã.

Ïðîâåðüòå, ïîæàëóéñòà, ðàçìåðíîñòü â ôîðìóëå (162).

Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Â ìîíîãðàôèè 1977 ãîäà [5] ïðîôåññîð Å.Ï.Àêñ¼íîâ çàìå÷àåò, ÷òî �åñëè ââåñòè

ôóíêöèþ

Rr = −Cr
a2

E

|~r(t)− ~rS(t′)| = −Cr r0

(
aE

rS

)2 (
r

r0

)(
x

r

xS

rS
+

y

r

yS

rS
+

z

r

zS

rS

)
, (163)

òî îíà áóäåò âîçìóùàþùåé ôóíêöèåé, èáî å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíà-
òàì ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû ïðîåêöèÿì âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ (161) íà êîîðäè-
íàòíûå îñè�. Â âûðàæåíèè (163) èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (12) (ñ.12). Â ñèëó ìàëîñòè
îòíîøåíèÿ r0/rS â ðàçëîæåíèè îñòàâëåí òîëüêî îäèí ÷ëåí, çàâèñÿùèé îò ÷åòûð¼õ
ôóíêöèé (159). Êîîðäèíàòû Ñîëíöà äîëæíû áûòü âû÷èñëåíû íà ìîìåíò t′ .

Ïðîñòîå äîïóùåíèå.
Ñôåðè÷åñêèå îáúåêòû ñ îäíîðîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ñîõðàíÿþò ïîñòè ïîñòîÿííîå

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Cr . Ñïóòíèêè Ñòàðëåò, Ñòåëëà, Ëàãåîñ è Ýòàëîí, íàïðèìåð,
óäîâëåòâîðÿþò ýòèì óñëîâèÿì.

Ñäåëàåì ñëåäóþùåå äîïóùåíèå: ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí Cr ðàçëè÷íû äëÿ
ðàçíûõ îáúåêòîâ, ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âî âðåìåíè è ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ íà
îñíîâå íàáëþäåíèé.

Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà ýôôåêòèâíîãî îòðàæåíèÿ êîñ-
ìè÷åñêèõ èçäåëèé ñëîæíîé êîíôèãóðàöèè ìîæåò ñòàòü îäíîé èç òåì Âàøèõ áó-
äóùèõ ñàìîñòîÿòåëüíûõ èññëåäîâàíèé.
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Óòî÷íåíèå îðáèò.
Äëÿ ïðîâåðêè àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîé ìîäåëè äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóò-

íèêîâ Çåìëè èñïîëüçóéòå íàâèãàöèîííûå äàííûå ñèñòåìû GPS [226]. Íàáîðû
äàííûõ ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ î ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ îáúåêòîâ â çåìíîé
îïîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà è ïàðàìåòðàõ âðàùåíèÿ Çåìëè íà çàäàííóþ äàòó ïîë¼òà.

Èç ñïèñêà ñïóòíèêîâ âûáåðèòå ëþáîé îáúåêò. Âûáåðèòå îäíó èç äàò â äâóõ ïðî-
øåäøèõ ìåñÿöàõ. Â ñîâîêóïíîñòè ôàéëîâ, ðàñïðåäåë¼ííûõ ïî äàòàì è íîìåðàì,
íàéäèòå ôàéë ñ äàííûìè äëÿ âàøåãî ñïóòíèêà íà âûáðàííóþ äàòó. Çíà÷åíèÿ òð¼õ
êîîðäèíàò îáúåêòà, âû÷èñëåííûå â òå÷åíèå ñóòîê ñ øàãîì 15 ìèíóò, áóäóò èçìå-
ðÿåìûìè ïàðàìåòðàìè.

Íà ýïîõó, áëèçêóþ ê çàäàííîé äàòå, âîçüìèòå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ �ñðåäíèõ ýëå-
ìåíòîâ� êåïëåðîâñêîé îðáèòû [224] â ôîðìàòå �äâóñòðî÷íûå ýëåìåíòû�.

Çíà÷åíèÿ �ñðåäíèõ ýëåìåíòîâ� áëèçêè ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû,
îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáù¼ííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ. Âîñïîëü-
çóéòåñü ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì è âû÷èñëèòå âåêòîð ïîëîæåíèÿ è âåêòîð ñêîðîñòè
îáúåêòà íà íà÷àëî ñóòîê âûáðàííîé Âàìè äàòû â ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé ñè-
ñòåìå îòñ÷¼òà.

Øåñòü ïàðàìåòðîâ � òðè êîîðäèíàòû è òðè ñêîðîñòè, çàäàííûå íà îïðåäåë¼í-
íûé ìîìåíò âðåìåíè â íåáåñíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà � áóäóò óëó÷øàåìûìè ïàðàìåò-
ðàìè. Â ÷èñëî óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ âêëþ÷èòå òàêæå ýôôåêòèâíûé êîýôôè-
öèåíò îòðàæåíèÿ Cr .

Âûïîëíèòå ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè çíà-
÷åíèÿìè óëó÷øàåìûõ ïàðàìåòðîâ. Íà êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, íà êîòîðûé
èçâåñòíû çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëèòå êîîðäèíàòû îáúåêòà â
íåáåñíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Âûïîëíèòå ïðåîáðàçîâàíèå â çåìíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà
è îáðàçóéòå ðàçíîñòè èçìåðÿåìûõ ïàðàìåòðîâ è âû÷èñëåííûõ êîîðäèíàò.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èçîõðîííûõ ïðîèçâîäíûõ ïðèìåíèòå ìåòîä âàðèàöèé. Ïðîöåäó-
ðó ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèä¼òñÿ ïîâòîðèòü åù¼ 7 ðàç, ïðè êàæäîì ïîâòîðå
äîáàâëÿÿ íåáîëüøóþ ïîïðàâêó ê íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ îäíîãî èç óëó÷øàåìûõ ïà-
ðàìåòðîâ. Íà îñíîâå íàéäåííûõ ðàçíîñòåé è èçîõðîííûõ ïðîèçâîäíûõ ñîñòàâüòå
ñèñòåìó 7 íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé ñ 7 íåèçâåñòíûìè. Ðåøèòå ýòó ñèñòåìó è íàéäèòå
ïîïðàâêè ê íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì óòî÷íÿåìûõ âåëè÷èí.

Âûïîëíèòå íåñêîëüêî èòåðàöèé. Êàê Âû ïîëàãàåòå, ñõîäèòñÿ ëè ïðîöåññ äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ îðáèòû âûáðàííîãî Âàìè ñïóòíèêà?

Ïîâòîðèòå ðàñ÷¼òû äëÿ äðóãèõ äàò è äðóãèõ îáúåêòîâ. Îáðàòèòå âíèìàíèå,
÷òî îöåíêà âåëè÷èíû Cr äëÿ ðàçíûõ ñïóòíèêîâ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà çíà÷å-
íèþ 10−10 êì/ñ2 . Ýòîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò îòíîøåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè
îáúåêòà ê åãî ìàññå, ðàâíîå 0.02 ì2/êã .
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Çàìå÷àíèÿ

Ïðåäâàðèòåëüíûå êà÷åñòâåííûå èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîâåäåíû â ðàáîòå àâòî-
ðà [10]. Ïîäðîáíûé êà÷åñòâåííûé àíàëèç â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå (σ = 0) äëÿ
îòðèöàòåëüíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííîé ýíåðãèè (α1 < 0) áûë äàí â ðàáî-
òå Å.Ï.Àêñ¼íîâà, Å.À.Ãðåáåíèêîâà è Â.Ã.Ä�åìèíà [12] è â îáùåì ñëó÷àå â ðàáîòå
Â.Ì.Àëåêñååâà [24]. Êà÷åñòâåííûå èññëåäîâàíèÿ íåîãðàíè÷åííîãî äâèæåíèÿ áûëè
âûïîëíåíû Â.Ì.×åïóðîâîé [179]. Ïîëÿðíûå îðáèòû áûëè ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû
â ðàáîòå Â.Ñ.Óðàëüñêîé [167]. Ìíîãèå èç óêàçàííûõ çäåñü èññëåäîâàíèé èçëîæåíû
â êíèãàõ Â.Ã.Ä�åìèíà [69] è Â.Â.Áåëåöêîãî [30].

Íåäîñòàòêè ïðîìåæóòî÷íûõ ïîòåíöèàëîâ, ïðåäëîæåííûõ Ò.Øòåðíîì, Á.Ãàð-
ôèíêåëåì è Ê.Àêñíåñîì, çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì. Âñå îíè çàâèñÿò íå òîëüêî
îò õàðàêòåðèñòèê ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè, íî è îò ýëåìåíòîâ îðáèòû ñïóò-
íèêà. Ïîýòîìó òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàçíûõ îðáèò áóäåò ðàçíîé. Âî âñåõ
ñëó÷àÿõ âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå ÷ëåíû ïåðâîãî
ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî J2 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîìåæóòî÷íûå îðáèòû íå ó÷èòûâàþò
ýòèõ âîçìóùåíèé, è èõ íóæíî îïðåäåëÿòü ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé.

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ
Çåìëè � îòäåëüíàÿ, èíòåðåñíàÿ è òðóäíàÿ çàäà÷à. Çäåñü âûäåëÿþòñÿ çàìå÷àòåëü-
íûå èññëåäîâàíèÿ Ì.Ñ.ßðîâà-ßðîâîãî [187, 188, 189].

Â ìîíîãðàôèè Ò.Â.Áîðäîâèöûíîé [31] èçó÷åíû ñàìûå ñîâðåìåííûå ìåòîäû ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, äàíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ è ñðàâíèòåëü-
íûå îöåíêè òî÷íîñòè.

Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ îðèãèíàëüíûé ìåòîä [144], ðàçðàáîòàííûé Í.À.Ñîðîêè-
íûì. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â âèäå, ïîçâîëèâøåì îáúåäèíèòü ìåòîä
Ýíêå è ïðîìåæóòî÷íóþ îðáèòó, ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå ðåøåíèÿ îáîáù�åííîé çà-
äà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ.

Êîëëåêòèâ àâòîðîâ â ñîñòàâå Ñ.Ê.Òàòåâÿí, Í.À.Ñîðîêèíà è Ñ.Ô.Çàë�åòêèíà â
ñòàòüÿõ [157, 158] òåîðåòè÷åñêè è ïðàêòè÷åñêè ðàçâèâàåò íåÿâíûé îäíîøàãîâûé
ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, áåðóùèé íà÷àëî îò ðàáîò Å.Ýâåðõàðòà [208] è
Þ.Â.Ïëàõîâà [131].

Ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü
íåçàâèñèìóþ ïðîâåðêó ðåçóëüòàòîâ îòäåëüíûõ ýòàïîâ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé
òåîðèè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ îáúåêòîâ. Îá ýòîì àñïåêòå èññëåäîâàíèé ñìîòðèòå,
íàïðèìåð, ðàáîòû Å.Ï.Àêñ¼íîâà è Ë.Ì.Äîìîæèëîâîé [17, 18], Í.Â.Åìåëüÿíîâà [78,
79], Ñ.Ì.Êóäðÿâöåâà [100, 101].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âî âñåõ öåíòðàõ îáðàáîòêè âûñîêîòî÷íûõ ëàçåðíûõ íàáëþ-
äåíèé ÈÑÇ ïðèìåíÿþò ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Ëåêöèÿ 5. Îáðàùåíèå êâàäðàòóð

Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè. � Îïðåäåëåíèå êîîðäèíà-
òû ξ . � Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàòû η . � Ñâÿçü ìåæäó ϕ̃

è ψ . � Íåÿâíûé âèä ñîîòíîøåíèé. � Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ
ìíîãî÷ëåíîâ.

Íà òðåòüåé ëåêöèè áûëè íàéäåíû ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé
ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë
çàäà÷è â êâàäðàòóðàõ. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè F (η) è Φ(ξ) , âõîäÿùèå
â ôîðìóëû (110), ñóòü ìíîãî÷ëåíû ÷åòâ�åðòîé ñòåïåíè, òî ïîëó÷åí-
íûå êâàäðàòóðû ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè, âñëåäñòâèå ÷åãî îáùåå
ðåøåíèå äîëæíî âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû è ýë-
ëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïîýòîìó ïåðåä òåì, êàê ïðèñòóïèòü ê îáðà-
ùåíèþ êâàäðàòóð, ìû èçëîæèì îñíîâíûå ñâåäåíèÿ îá ýëëèïòè÷åñêèõ
èíòåãðàëàõ è ôóíêöèÿõ.

Ïóñòü èìååòñÿ èíòåãðàë âèäà
∫

dz√
R(z)

,

ãäå R(z) åñòü ìíîãî÷ëåí ÷åòâ�åðòîé ñòåïåíè. Âñåãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
äðîáíî-ëèíåéíàÿ ïîäñòàíîâêà, êîòîðàÿ ïðèâîäèò åãî ê âèäó

t∫

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

. (164)

Èíòåãðàë (164) íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëîì ïåðâîãî
ðîäà â íîðìàëüíîé ôîðìå Ëåæàíäðà. ×èñëî k (0 < k < 1) íàçûâà-
åòñÿ ìîäóëåì ýòîãî èíòåãðàëà, à k′ =

√
1− k2 åãî äîïîëíèòåëüíûì

ìîäóëåì.
Ïîäñòàíîâêîé t = sin ϕ ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïðèâîäèòñÿ ê íîð-
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ìàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå

F (ϕ, k) =

ϕ∫

0

dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

. (165)

Ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë, âçÿòûé â ïðåäåëàõ îò 0 äî π/2 , íàçû-
âàåòñÿ ïîëíûì ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà è îáîçíà÷à-
åòñÿ K(k) :

K(k) =

π/2∫

0

dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàâåíñòâî

u =

ϕ∫

0

dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

. (166)

Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíî îïðåäåëÿåò u êàê îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ âåðõ-
íåãî ïðåäåëà ϕ

u = F (ϕ, k).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü âåðõíèé ïðåäåë ϕ êàê
ôóíêöèþ ñàìîãî èíòåãðàëà u . Òàêàÿ ôóíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ

ϕ = am (u, k)

è íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé. Òàêèì îáðàçîì, am (u, k) åñòü ðåçóëü-
òàò îáðàùåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà â íîðìàëüíîé
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå Ëåæàíäðà.

Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëà-
ìè:

sn (u, k) = sin[ am (u, k)] ,

cn (u, k) = cos[ am (u, k)] ,

dn (u, k) =
√

1− k2 sn2(u, k) ,
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è íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ýëëèïòè÷åñêèì ñèíóñîì, ýëëèïòè÷å-
ñêèì êîñèíóñîì è äåëüòîé àìïëèòóäû.

×àñòî ìîäóëü k îïóñêàþò è ïèøóò ïðîñòî

am u, sn u, cn u, dn u,

íî âñåãäà íóæíî ïîìíèòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà k .
Ðàçëîæåíèå äëÿ K(k) èìååò âèä

K(k) =
π

2

{
1 +

(
1

2

)2

k2 + . . . +

[
(2n− 1)!!

(2n)!!

]2

k2n + . . .

}
. (167)

Ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè k < 1 .
Ïðèâåä�åì òåïåðü êâàäðàòóðû (110) ê âèäó (166).
Äâà êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà Φ(ξ) è íîâûå ïîñòîÿííûå a , e ñâÿçàíû

ôîðìóëàìè
ξ1 = a(1− e), ξ2 = a(1 + e).

Ïîëîæèì
ξ3 = p + iq, ξ4 = p− iq

è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Âèåòà, êîòîðàÿ äà�åò

2(a + p) = −fm

α1
,

a2(1− e2)(p2 + q2) =
c2(α2

3 − α2
2)

2α1
.

(168)

Ìíîãî÷ëåí Φ(ξ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Φ(ξ) = −2α1(ξ2 − ξ)(ξ − ξ1)
[
p2 + q2 − 2pξ + ξ2

]
, (169)

ãäå q2 â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ ξ3 è ξ4 áóäåò âåëè÷èíîé ïîëîæèòåëü-
íîé, à â ñëó÷àå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé � îòðèöàòåëüíîé.
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Íà îñíîâàíèè (110) è (169) çàïèøåì êâàäðàòóðó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïåðåìåííîé ξ â âèäå

ξ∫

ξ1

dξ√
(ξ2 − ξ)(ξ − ξ1)[p2 + q2 − 2pξ + ξ2]

=
√−2α1(τ + c4), (170)

ãäå c4 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Äåëàÿ ïîäñòàíîâêó

ξ =
ξ1 + ξ2

2
+

ξ1 − ξ2

2
· (n′ + n′′) cos ψ + (n′ − n′′)
(n′ − n′′) cos ψ + (n′ + n′′)

, (171)

ïðèâåä�åì óðàâíåíèå (170) ê âèäó
ψ∫

0

dψ√
1− k̄2

2 cos2 ψ
= σ̄2(τ + c4), (172)

à äëÿ ξ ïîëó÷èì âûðàæåíèå

ξ =
a[1− eē + (ē− e) cos ψ]

1 + ē cos ψ
, (173)

ãäå
σ̄2 =

√
−2α1n′n′′(1− k2

2) ,

k̄2
2 = − k2

2

1− k2
2

,

k2
2 =

(ξ2 − ξ1)
2 − (n′ − n′′)2

4n′n′′
,

ē =
n′ − n′′

n′ + n′′
,

n′ =
√

p2 + q2 − 2pξ2 + ξ2
2 ,

n′′ =
√

p2 + q2 − 2pξ1 + ξ2
1 .





(174)

Âåëè÷èíû p, p2 + q2, k̄2
2 ïðîïîðöèîíàëüíû ñæàòèþ.
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Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (173) ïî âðåìåíè t è ïðèíèìàÿ âî âíè-
ìàíèå âûðàæåíèÿ (109) è (172), íàéä�åì, ÷òî

dξ

dt
=

a e σ̄2(1− ē2) sin ψ

√
1− k̄2

2 cos2 ψ

(ξ2 + c2η2)(1 + ē cos ψ)2
. (175)

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïîëó÷åííûå çäåñü ôîðìóëû ñïðàâåäëè-
âû êàê â ñëó÷àå, êîãäà Φ(ξ) èìååò ïàðó êîìïëåêñíûõ êîðíåé è äâà
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, òàê è â ñëó÷àå, êîãäà âñå êîðíè ýòîãî ìíîãî-
÷ëåíà äåéñòâèòåëüíû. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî,
÷òî ïîäñòàíîâêîé (171) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ êàê ïðè ïîëîæèòåëüíûõ,
òàê è ïðè îòðèöàòåëüíûõ q2 .

Äâà êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà F (η) è íîâûå ïîñòîÿííûå δ , δ∗ ñâÿçàíû
ôîðìóëàìè

η1 = δ∗, η2 = δ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà

η3 + η4 + δ + δ∗ =
fm

α1

σ

c
,

δδ∗η3η4 =
(α2

3 − α2
2)

2α1c2
.

Ïóñòü
p′ =

η3 + η4

2
c2, q′2 − p′2 = −c2η3η4.

Ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

p′ =
fm

2α1
c σ − η1 + η2

2
c2,

q′2 − p′2 = − α2
2

2α1
+ c2(1− η2

2 − η1η2 − η2
1) +

2fmc σ(η1 + η2)

2α1
.

Ïîñêîëüêó η3η4 < 0 , òî q′2 > 0 , è ìíîãî÷ëåí F (η) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ôîðìå

F (η) = −2α1(η2 − η)(η − η1)[q
′2 − p′2 + 2p′η − c2η2]. (176)
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Íà îñíîâàíèè (110) è (176) çàïèøåì êâàäðàòóðó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïåðåìåííîé η â âèäå

η∫

η1

dη√
(η2 − η)(η − η1)[q′2 − p′2 + 2p′η − c2η2]

=
√−2α1(τ + c3), (177)

ãäå c3 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
×òîáû íàéòè îòñþäà η , âîñïîëüçóåìñÿ ïîäñòàíîâêîé

η =
η1 + η2

2
+

η1 − η2

2
· (m′ + m′′) cos ϕ̃ + (m′ −m′′)
(m′ −m′′) cos ϕ̃ + (m′ + m′′)

(178)

è ïðèâåä�åì óðàâíåíèå (177) ê âèäó

ϕ̃∫

0

dϕ̃√
1− k2

1 cos2 ϕ̃
= σ1(τ + c3), (179)

à äëÿ η ïîëó÷èì âûðàæåíèå

η =
−s cos ϕ̃ + γ

1− d cos ϕ̃
. (180)

Ïàðàìåòðû γ, d, k2
1 � ìàëûå âåëè÷èíû ïåðâîãî ïîðÿäêà,

m′ =
√

q′2 − p′2 + 2p′η2 − c2η2
2 ,

m′′ =
√

q′2 − p′2 + 2p′η1 − c2η2
1 .

(181)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (180) ïî âðåìåíè t è ïðèíèìàÿ âî âíè-
ìàíèå âûðàæåíèÿ (109) è (179), íàéä�åì, ÷òî

dη

dt
=

(s− γd) σ1 sin ϕ̃
√

1− k2
1 cos2 ϕ̃

(ξ2 + c2η2)(1− d cos ϕ̃)2
. (182)
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Ïàðàìåòðû â ôîðìóëàõ îïðåäåëåíû ÿâíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

σ1 =

√
−2α1m′m′′ (1 + k̂2

1),

k2
1 =

k̂2
1

1 + k̂2
1

,

k̂2
1 =

c2(η2 − η1)
2 + (m′ −m′′)2

4m′m′′ ,

s =
m′′η2 −m′η1

m′ + m′′ ,

γ =
m′′η2 + m′η1

m′ + m′′ ,

d =
m′′ −m′

m′ + m′′ .





(183)

Ïåðåìåííûå ψ è ϕ̃ ñâÿçàíû ñ τ óðàâíåíèÿìè (172) è (179). Ïðè
âçÿòèè èíòåãðàëîâ âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì

1√
1− k2 cos2 ϕ

= 1 +

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
k2n(cos ϕ)2n

è ïåðâîé èç äâóõ ôîðìóë

(cos ϕ)2n =
1

22n
Cn

2n +
1

22n−1

n∑
j=1

Cn+j
2n cos 2jϕ,

(cos ϕ)2n−1 =
1

22n−2

n∑
j=1

Cn+j−1
2n−1 cos (2j − 1)ϕ,





(184)

ãäå äëÿ �áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ� ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.
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Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì

σ̄2(τ + c4) =
2

π
K(k̄2) · ψ +

∞∑
n=1

1

22n

(2n− 1)!!

(2n)!!
(k̄2

2)
n

n∑
j=1

1

j
Cn+j

2n sin 2jψ ,

σ1(τ + c3) =
2

π
K(k1) · ϕ̃ +

∞∑
n=1

1

22n

(2n− 1)!!

(2n)!!
(k2

1)
n

n∑
j=1

1

j
Cn+j

2n sin 2jϕ̃ .

Åñëè èñêëþ÷èòü îòñþäà τ , òî ïîëó÷èì

ϕ̃ = (1 + ν)ψ + ω̃0 +

∞∑
j=1

κ2j sin 2jψ +

∞∑
j=1

κ̄2j sin 2jϕ̃, (185)

ãäå

ν = +
σ1

σ̄2

K(k̄2)

K(k1)
− 1,

κ2j = +
π

2

σ1

σ̄2

1

K(k1)

1

j

∞∑
n=j

1

22n

(2n− 1)!!

(2n)!!
Cn+j

2n (k̄2
2)

n,

κ̄2j = −π

2

1

K(k1)

1

j

∞∑
n=j

1

22n

(2n− 1)!!

(2n)!!
Cn+j

2n (k2
1)

n,





(186)

ω̃0 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ðàçíîñòè c3−c4 .
Ïàðàìåòð ν ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëü-
íî ñæàòèÿ. Ïàðàìåòðû κ2j , κ̄2j ïðîïîðöèîíàëüíû ñæàòèþ â ñòåïå-
íè j , èõ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ áûñòðî óáûâàþò ïðè óâåëè÷åíèè èíäåê-
ñà j . Ïî ýòîé ïðè÷èíå âåðõíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ, ðàâíûé áåñ-
êîíå÷íîñòè, ìîæíî ñ ó÷�åòîì âû÷èñëèòåëüíîé òî÷íîñòè çàìåíèòü íà
íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî J . Êîýôôèöèåíò ïðè âòîðîé çîíàëüíîé ãàð-
ìîíèêå ðàçëîæåíèÿ ãåîïîòåíöèàëà èìååò ïîðÿäîê 10−3 , è ÷èñëåííîå
çíà÷åíèå J = 7 îáåñïå÷èò òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ñ 20 çíà÷àùèìè
öèôðàìè.

Â ñëó÷àå êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû c = 0 , σ = 0 . Ïðè
ýòèõ óñëîâèÿõ

ξ = r, η =
z

r
, ē = e, s = δ = sin (óãîë íàêëîíåíèÿ).
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Óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ ψ àíàëîãè÷íà èñòèííîé àíîìàëèè, à ïåðåìåí-
íàÿ ϕ̃ è ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ω̃0 àíàëîãè÷íû àðãóìåíòó øè-
ðîòû è àðãóìåíòó ïåðèãåÿ, óâåëè÷åííûì íà π/2 .

Â çàäà÷å äâóõ òåë ñâÿçü àðãóìåíòà øèðîòû ñ èñòèííîé àíîìàëèåé
ëèíåéíàÿ. Â îáîáù�åííîé çàäà÷å äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ óãëîâûå
ïåðåìåííûå ψ è ϕ̃ ñâÿçàíû íåÿâíûì ñîîòíîøåíèåì (185). Íàõîæäå-
íèå çíà÷åíèÿ ϕ̃ ïî çàäàííûì ÷èñëåííûì çíà÷åíèÿì ψ è ω̃0 ìîæåò
áûòü âûïîëíåíî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Â ñèëó
ìàëîñòè âåëè÷èí κ2j è κ̄2j ïðèáëèæåíèÿ ñõîäÿòñÿ î÷åíü áûñòðî.

Òåïåðü, êîãäà âûïîëíåíî îáðàùåíèå êâàäðàòóð (110) è íàéäå-
íû ÿâíûå çàâèñèìîñòè ξ(ψ) è η(ϕ̃) , ìîæíî ïåðåéòè ê âû÷èñëå-
íèþ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ (111) è (112). Â ìîíîãðàôèè [5] ïî-
ëó÷åíû ôîðìóëû â áóêâåííîì âèäå. Çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåí-
íûìè â ýòèõ ôîðìóëàõ � ÿâíàÿ. Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé îãðàíè÷å-
íà âòîðûì ïîðÿäêîì ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî ñæàòèÿ Çåìëè. Ñ ïîìî-
ùüþ ñïåöèàëüíîé ïðîãðàììû �óíèâåðñàëüíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåñ-
ñîð� [39], ñîçäàííîé êîëëåêòèâîì ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.À.Áðóìáåðãà,
Í.Â.Åìåëüÿíîâ [76] äîâ�åë ðåøåíèå äî ÷åòâ�åðòîãî ïîðÿäêà.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè íåÿâíûõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü àëãî-
ðèòì äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷�åòîâ ñ òî÷íîñòüþ, îãðàíè÷åííîé òîëüêî
âîçìîæíîñòÿìè êîìïüþòåðà.

Ïóñòü èçâåñòíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí
α1, α2

2, α3.

Ñîîòíîøåíèÿ (137), (138), (139), (142) è ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé ïîìîãóò íàéòè çíà÷åíèÿ

a, e, δ, δ∗.

Çàòåì áóäóò âû÷èñëåíû ïàðàìåòðû (174), (183) è êîýôôèöèåíòû
(186). Ïîñëå ýòîãî âñå íåîáõîäèìûå íàì ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ ñ ÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïî ñòå-
ïåíÿì cos ψ èëè cos ϕ̃ .
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Ñåìèíàð 9. Àíàëèòè÷åñêèå îïåðàöèè

Ôóíêöèè Áåññåëÿ.
Îäíèì èç ìåòîäîâ íåáåñíîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèé ýëëèï-

òè÷åñêîãî äâèæåíèÿ â ïåðèîäè÷åñêèå ðÿäû ïî êðàòíûì ñðåäíåé àíîìàëèè l ñ
ïîìîùüþ áåññåëåâûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð:

a

r
= 1 + 2

∞∑

k=1

Jk(ke) cos k l, (187)

cos v = −e +
2 (1− e2)

e

∞∑

k=1

Jk(ke) cos k l, (188)

sin v =
√

1− e2
∞∑

k=1

[
Jk−1(ke)− Jk+1(ke)

]
sin k l, (189)

r

a
= 1 +

e2

2
+ e

∞∑

k=1

Jk+1(ke)− Jk−1(ke)

k
cos k l, (190)

sin E =
2

e

∞∑

k=1

Jk(ke)

k
sin k l. (191)

Ôóíêöèè Áåññåëÿ Jk(x) âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì x/2 :

Jk(x) =
∞∑

n=0

(−1)n

n!(n + k)!

(x

2

)2n+k

. (192)

Çàäàéòå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ kmax è nmax è ñîñòàâüòå àëãîðèòì âû÷èñëå-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè âåëè÷èíàõ (x/2)2n+k äëÿ êàæäîé ôóíêöèè Áåññåëÿ Jk(x)
îò k = 0 äî k = kmax è äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 0 6 n 6 nmax .

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóéòå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðÿäîâ ïî
êðàòíûì ñðåäíåé àíîìàëèè l äëÿ òð¼õ ôóíêöèé ýëëèïòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ a/r ,
cos v è sin v . Îáðàòèòå âíèìàíèå íà áîëüøîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ýòèõ ðÿäàõ. Ïðî-
âåðüòå ðàçëîæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé äëÿ íåñêîëüêèõ ÷èñëåííûõ
çíà÷åíèé ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû e è ñðåäíåé àíîìàëèè l . Óáåäèòåñü, ÷òî äà-
æå â òàêèõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî íàçíà÷èòü ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâ ðÿäà ñ òåì, ÷òîáû âû÷èñëåíèÿ íà îñíîâå ðàçëî-
æåíèé íå ïðèâîäèëè ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 0.0 6 e 6 0.2 ,
à ïðè çíà÷åíèÿõ e = 0.7 èñïîëüçîâàíèå ðÿäîâ íå äà�åò ðåçóëüòàòîâ, áëèçêèõ ê
äåéñòâèòåëüíûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèé.

Ïîïûòàéòåñü ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîå îòëè÷èå ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì èñòèííîé àíîìàëèè v (ñ.40), îò ðÿäîâ, ñîñòàâëåííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçëî-
æåíèé ïî êðàòíûì ñðåäíåé àíîìàëèè l .
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Ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû.
Âåðí¼ìñÿ ê ìàòåðèàëó ñ.89 è ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé îò

êîîðäèíàò âîçìóùàþùåãî òåëà (ôîðìóëû (158) íà ñ.88) â âèäå òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ðÿäîâ. Êëàññè÷åñêèå òåîðèè äâèæåíèÿ Ëóíû è Ñîëíöà ïîñòðîåíû â ñôåðè÷å-
ñêèõ êîîðäèíàòàõ â ñèñòåìå ìãíîâåííîé ýêëèïòèêè è ïîäâèæíîé òî÷êè âåñåííåãî
ðàâíîäåíñòâèÿ [1].

Ïóñòü rp � ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî âîçìóùàþùåãî òåëà, λp è βp � ýêëèïòè-
÷åñêàÿ äîëãîòà è ýêëèïòè÷åñêàÿ øèðîòà âîçìóùàþùåãî òåëà, εA � óãîë íàêëîíà
ìãíîâåííîé ýêëèïòèêè ê ïîäâèæíîìó ýêâàòîðó.

Ýêëèïòè÷åñêàÿ äîëãîòà Ëóíû ðàâíà ñóììå ñðåäíåé äîëãîòû FM+ΩM è âåëè÷è-
íû ∆λM , ñîñòîÿùåé èç ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ ñ ìàëûìè àìïëè-
òóäàìè. Ýêëèïòè÷åñêàÿ øèðîòà Ëóíû βM è âåëè÷èíà r0/rM òîæå ïðåäñòàâëÿþò
èç ñåáÿ ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ ñ ÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Â ñëó÷àå Ñîëíöà äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæ¼ííûå âûðàæåíèÿ [111]:

λS = FM −D + ΩM + 6895′′.3645 sin l′S + 72′′.0393 sin 2 l′S + 1′′.0436 sin 3 l′S,

β = 0′′.576 sin FM ,

aE/rS = 1.0 + 0.0167148 cos l′S + 0.0002794 cos 2 l′S + 0.0000052 cos 3 l′S.

Ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû âîçìóùàþùåãî òåëà xp , yp , zp â ñèñòåìå ïîäâèæ-
íîãî ýêâàòîðà äàòû îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè:

xp

rp
= cos λp cos βp,

yp

rp
= sin λp cos βp cos εA − sin βp sin εA,

zp

rp
= sin λp cos βp sin εA + sin βp cos εA.

Âîñïîëüçóéòåñü ìàëîñòüþ ïîïðàâêè ê ñðåäíåé äîëãîòå è ìàëîé âåëè÷èíîé ýêëèï-
òè÷åñêîé øèðîòû è ñîñòàâüòå àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòèõ ñîîòíîøåíèé â ñóì-
ìû ñëàãàåìûõ ñ ÷èñëåííûìè àìïëèòóäàìè è ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè óãëîâûõ
ïåðåìåííûõ (35) â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñ ïîìî-
ùüþ ðàçëîæåíèé äëÿ íóòàöèè â äîëãîòå ∆ψ è íóòàöèè â íàêëîíå ∆ε è ôîðìó-
ëû (152) (ñ.86) ïåðåâåäèòå Âàøè ðÿäû â ñèñòåìó èñòèííîãî ýêâàòîðà.

Äàëåå ñëåäóåò ïðèìåíèòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàí-
äðà è ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé Ëåæàíäðà è ïðåäñòàâèòü ôîðìóëû (158) â âèäå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, àðãóìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå êîìáèíà-
öèè ôóíäàìåíòàëüíûõ àðãóìåíòîâ.

Ïîíðàâèëèñü ëè Âàì òàêèå �ïðîñòåéøèå� àíàëèòè÷åñêèå îïåðàöèè?
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Ýëåìåíòàðíîå ñëàãàåìîå.
Ïóñòü a , e , i � êåïëåðîâñêèå ýëåìåíòû îðáèòû ñïóòíèêà (25), l , g , h � êàíî-

íè÷åñêèå óãëîâûå ýëåìåíòû Äåëîíå (27).
Îïðåäåëèì ýëåìåíòàðíîå ñëàãàåìîå êàê ñòðóêòóðó âèäà

A ·
( a

r0

)j1
ej2 sinj3 i cosj4 i ·

(
cos
sin

)
ϑ, (193)

ãäå

ϑ = k1l + k2g + k3h + k4S⊕ + k5lM + k6l
′
S + k7FM + k8D + k9ΩM , (194)

A � îäíîìåðíûé ìàññèâ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à ïîêàçàòåëè ñòåïåíè j1 , j2 , j3 , j4

è êîýôôèöèåíòû k1 , k2 , k3 , k4 , k5 , k6 , k7 , k8 , k9 ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå è
îòðèöàòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ è íóëü. Íà äàííîì ýòàïå âñå ýëåìåíòû ìàññèâà A ,
êðîìå ïåðâîãî, ðàâíû íóëþ.

Äâà ýëåìåíòàðíûõ ñëàãàåìûõ íàçîâ¼ì �ïîäîáíûìè�, åñëè ó íèõ ñîâïàäàþò òè-
ïû è àðãóìåíòû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé è ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòå-
ëåé ñòåïåíè ïîçèöèîííûõ ïåðåìåííûõ. �Ïîäîáíûå� ñëàãàåìûå ìîæíî ñêëàäûâàòü.
Ñëîæåíèþ ïîäëåæàò òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû îäíîìåðíûõ ìàññèâîâ.

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ñëàãàåìûõ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì: ïåðâûå ýëåìåíòû îäíîìåðíûõ ìàññèâîâ ïåðåìíîæàþòñÿ, ïîêàçàòåëè ñòåïåíè
ñêëàäûâàþòñÿ, à òèïû ôóíêöèé è àðãóìåíòû ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëàì óìíî-
æåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, âûïîëíÿåìûå
íàä ýëåìåíòàðíûìè ñëàãàåìûìè, íå ìåíÿþò èõ âèäà.

Ïðîâåðüòå, ïîæàëóéñòà, ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: âçÿòèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïî ïîçèöèîííûì ýëåìåíòàì a , e , i è ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì l , g , h íå ìåíÿ-
åò âèäà ýëåìåíòàðíîãî ñëàãàåìîãî, íî ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî êàíîíè÷åñêèì
ýëåìåíòàì Äåëîíå L , G , H ñòðóêòóðà (193) íå ñîõðàíÿåòñÿ.

Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë îò ñëàãàåìîãî ïî ïåðåìåííîé t ðàâåí

1

ϑ̇
· A ·

( a

r0

)j1
ej2 sinj3 i cosj4 i ·

(
+ sin
− cos

)
ϑ, (195)

ãäå òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå óãëîâûõ ïåðåìåííûõ ïî âðåìåíè:

ϑ̇ = k1l̇ + k2ġ + k3ḣ + k4Ṡ⊕ + k5l̇M + k6l̇
′
S + k7ḞM + k8Ḋ + k9Ω̇M . (196)

Âû, êîíå÷íî, äîãàäàëèñü, ÷òî ôîðìóëà (195), êàê è ìíîãèå äðóãèå ñîîòíîøå-
íèÿ, ïîðîæäàåìûå àíàëèòè÷åñêèì ïîäõîäîì, ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæ¼ííîé. Ïðè êàêîì
óñëîâèè, íàëàãàåìîì íà âåëè÷èíó ϑ̇ , ýòà ôîðìóëà áóäåò òî÷íîé?
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�Íà÷àëüíûå� ôóíêöèè.
Èñïîëüçóÿ ïåðèîäè÷åñêèå ðÿäû ïî êðàòíûì ñðåäíåé àíîìàëèè, ïðåäñòàâëåííûå

íà ñ.106, ïðåäñòàâèì êàæäóþ èç ïÿòè ôóíêöèé
r0

r
=

(r0

a

)(a

r

)
,

r

r0
=

( a

r0

)(r

a

)
,

x

r
,

y

r
,

z

r
(197)

â âèäå ñóììû ýëåìåíòàðíûõ ñëàãàåìûõ. Ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü ýêñöåíòðèñèòåòà
îðáèòû îãðàíè÷èì ÷èñëîì 10, òî åñòü ïîëîæèì max j2 = 10 .

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (187) ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ âåëè÷èíû r0/r

èìåþò ïîñòîÿííûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè j1 = −1 , j3 = 0 , j4 = 0 , íóëåâûå çíà÷åíèÿ
âñåõ êîýôôèöèåíòîâ, êðîìå k1 , è ñîäåðæàò ôóíêöèþ êîñèíóñ. Îò ñëàãàåìîãî ê
ñëàãàåìîìó ìåíÿþò ñâîè ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíò A , ïîêàçàòåëü ñòåïå-
íè j2 è ïåðâûé êîýôôèöèåíò k1 .

Àíàëîãè÷íî, èç ôîðìóëû (190) ñëåäóåò, ÷òî ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ r/r0 èìåþò
ôèêñèðîâàííûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè j1 = +1 , j3 = 0 , j4 = 0 , íóëåâûå çíà÷åíèÿ
âñåõ êîýôôèöèåíòîâ, êðîìå ïåðâîãî, è ñîäåðæàò ôóíêöèþ êîñèíóñ. Îò ñëàãàå-
ìîãî ê ñëàãàåìîìó èçìåíÿþòñÿ ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò A , âòîðîé ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè j2 è êîýôôèöèåíò k1 .

Ðàçëîæåíèÿ (188) äëÿ cos v è (189) äëÿ sin v ÿâëÿþòñÿ ñóììîé ñëàãàåìûõ, èìå-
þùèõ ñòðóêòóðó (193). ×èñëîâûå çíà÷åíèÿ âñåõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè, êðîìå j2 , è
âñåõ êîýôôèöèåíòîâ, êðîìå k1 , ðàâíû íóëþ.

Ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé (26) íà ñ.18 è (27) íà ñ.21 çàïèøåì
x

r
= cos v ·Xc + sin v ·Xs,

y

r
= cos v · Ys + sin v · Yc,

z

r
= cos v · (− sin i cos g

)
+ sin v · (+ sin i sin g

)
,

(198)

ãäå êàæäóþ èç âåëè÷èí Xc , Xs , Yc , Ys , ñîñòàâëÿþò ÷åòûðå ñëàãàåìûõ:
Xc = 0.5 · (− cos(g − h) + cos(g + h) + cos i cos(g − h) + cos i cos(g + h)

)
,

Xs = 0.5 · (+ sin(g − h)− sin(g + h)− cos i sin(g − h)− cos i sin(g + h)
)
,

Yc = 0.5 · (+ cos(g − h) + cos(g + h)− cos i cos(g − h) + cos i cos(g + h)
)
,

Ys = 0.5 · (+ sin(g − h) + sin(g + h)− cos i sin(g − h) + cos i sin(g + h)
)
.

Âûïîëíÿÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, ñëîæåíèÿ è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, ïî-
ëó÷èì ðàçëîæåíèÿ �íà÷àëüíûõ� ôóíêöèé (198) â ðÿäû, ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòàð-
íûõ ñëàãàåìûõ. Ðÿäû ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæ¼ííûìè è ÷èñëî ñëàãàåìûõ íåâåëèêî â
ñèëó ïðåíåáðåæåíèÿ ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû â ñòåïåíè,
ïðåâûøàþùåé âûáðàííîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå max j2 = 10 .
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Àëãîðèòìû ðåêóðñèè.
Ïðîñòàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ, îáóñëîâëåííóþ

äåéñòâèåì íà ñïóòíèê ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
ñëàãàåìûõ, îáëàäàþùèõ ñòðóêòóðîé (193).

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé çâ¼çäíîãî âðåìåíè S⊕ (ôîðìóëû (155) íà ñ.87) íå çàâèñèò
îò êîîðäèíàò îáúåêòà è ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ñëàãàåìûõ.

Ôóíêöèè îò êîîðäèíàò Ëóíû è Ñîëíöà (ôîðìóëû (158) íà ñ.88) â ðåçóëüòàòå
àíàëèòè÷åñêèõ îïåðàöèé (ñ.107) ïðåîáðàçîâàíû ê ñóììå ÷ëåíîâ òèïà (193).

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò êî-
îðäèíàò ñïóòíèêà, ê ñóììå ýëåìåíòàðíûõ ñëàãàåìûõ. Â êà÷åñòâå ñòàðòîâûõ óñëî-
âèé ðåêóððåíòíûõ àëãîðèòìîâ ïðèìåì �íà÷àëüíûå� ôóíêöèè (197).

Ñîñòàâüòå ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ïðîèçâîëüíóþ öåëóþ ïîëîæè-
òåëüíóþ ñòåïåíü è ïðèìåíèòå åãî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ðàçëîæåíèé:

(r0

r

)k+1
=

(r0

r

)
·
(r0

r

)k

,
( r

r0

)k+1
=

( r

r0

)
·
( r

r0

)k

,
(z

r

)k+1
=

(z

r

)
·
(z

r

)k

.

(199)
Ñîñòàâüòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðÿäîâ äëÿ ôóíêöèé óãëà äîëãîòû w :
[
1−

(z

r

)2
]k+1

2
(

cos
sin

)
(k + 1) w = +

x

r

[
1−

(z

r

)2
]k

2
(

+ cos
+ sin

)
kw

+
y

r

[
1−

(z

r

)2
]k

2
( − sin

+ cos

)
kw.

(200)

Â òàáë.3 äàíî êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ öåëîãî ÷èñëà k

è max j2 = 10 . Â êðàéíèõ êîëîíêàõ äëÿ òð¼õ çíà÷åíèé ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû

Òàáëèöà 3: Íåñêîëüêî ÷èñåë

k
(r0

r

)k ( r

r0

)k (z

r

)k
[
1−

(z

r

)2
] k

2
(

cos
sin

)
kw e = 0.01 e = 0.07 e = 0.1

1 27 29 53 204 15 14 13
2 36 34 78 410 15 14 12
7 36 36 260 3529 14 11 8

10 36 36 347 5208 13 7 3
13 36 36 458 7428 13 5 2

ïðèâåäåíû îöåíêè êîëè÷åñòâà âåðíûõ öèôð â ÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ðàçëîæåíèé íà îñíîâå ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë (200). Îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû
ïðè ñðàâíåíèè ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé äîëãîòû w , âû÷èñëåííûìè äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ îðáèòû i , l , g , h .
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Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé Ëåæàíäðà (13) (ñ.12) çàïè-

øåì ïðîèçâîëüíîå ñëàãàåìîå âîçìóùàþùåãî ïîòåíöèàëà (154) (ñ.87)

fm

r0

(r0

r

)n+1 dkPn(z/r)

d(z/r)k

[
1−

(z

r

)2
]k

2

cos kw · Ĉnk

è âûäåëèì â í¼ì äâà ñîìíîæèòåëÿ.
Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàò ñïóòíèêà. ×èñëåííûé êî-

ýôôèöèåíò fm/r0 âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðèíÿòûõ çíà÷åíèé ãåîäèíàìè÷åñêèõ
ïîñòîÿííûõ (ñ.34). Âåëè÷èíà r0/r â ñòåïåíè n+1 è ôóíêöèÿ óãëà äîëãîòû cos kw
âìåñòå ñ âåëè÷èíîé

√
1− (z/r)2 , âîçâåä¼ííîé â ñòåïåíü k , âõîäÿò â ýòîò ñîìíî-

æèòåëü ÿâíî. Ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà k ïî àðãóìåíòó z/r îò ïîëèíîìà Ëåæàíä-
ðà Pn(z/r) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïîðÿäêà n − k îòíîñèòåëüíî z/r . Ïîñëå èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ðàçëîæåíèé (199) è (200) è îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ðÿäîâ ïåðâûé ñî-
ìíîæèòåëü ïðèìåò âèä ñóììû ýëåìåíòàðíûõ ñëàãàåìûõ.

Âòîðîé ñîìíîæèòåëü Ĉnk = Cnk cos kS⊕− Snk sin kS⊕ (ôîðìóëà (155)) òàê æå
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ñëàãàåìûõ ñî ñòðóêòóðîé (193).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàïèøèòå ïðîèçâîëüíîå ñëàãàåìîå âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèè, îáóñëîâëåííîé ïðèòÿæåíèåì Ëóíû è Ñîëíöà (ôîðìóëà (157) íà ñ.88), è âû-
ðàæåíèÿ (160) íà ñ.89, ó÷èòûâàþùåãî âîçìóùåíèÿ îò ïðèëèâíûõ äåôîðìàöèé, è
ïðåäñòàâüòå åãî êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîìíîæèòåëåé.

Ñîñòàâüòå àëãîðèòì âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, ñëîæåíèÿ è ïðèâåäå-
íèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ íàä ðÿäàìè, ñîñòàâëÿþùèìè ïåðâûé è âòîðîé ñîìíîæè-
òåëü. Ïðîâåäèòå âû÷èñëåíèÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé öåëûõ ÷èñåë n è k , óêàçàííûõ â
ôîðìóëàõ ñóììèðîâàíèÿ (154), (157), (160).

Óáåäèòåñü, ÷òî Âû âûïîëíèëè ðàçëîæåíèå ôóíêöèé R⊕ , RM +RMt , RS +RSt

â ðÿäû, ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòàðíûõ ñëàãàåìûõ. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â ïîëó-

Òàáëèöà 4: ×èñëî ñëàãàåìûõ
ôóíêöèÿ n k N

R⊕ 2 � 13 0 9689
R⊕ 2 � 13 1 � n 443447

RM + RMt 2 � 6 0 � n 80829
RS + RSt 2 � 4 0 � n 2941

÷åííûõ ðÿäàõ ñîõðàíåíà çàâèñèìîcòü â áóêâåííîì âèäå êàê îò ïîçèöèîííûõ a , e ,
i , òàê è îò óãëîâûõ l , g , h ýëåìåíòîâ îðáèòû ñïóòíèêà. Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ N

è äèàïàçîíû èçìåíåíèé n è k ïðè óñëîâèè max j2 = 10 ïðåäñòàâëåíû â òàáë.4.

� 111�



Ñåìèíàð 10

Ñåìèíàð 10. Âëèÿíèå ïðèëèâîâ

Ïðèëèâíûå ñìåùåíèÿ.
Â ôîðìóëå (29) íà ñ.24 âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ íàçåìíûõ ïóíêòîâ îáîçíà÷åíà

∑

i

∆~Ri(t). (201)

Â ïóáëèêàöèè Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáû âðàùåíèÿ Çåìëè [211] ïðåäëîæåí ñëåäó-
þùèé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ îòäåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ýòîé ñóììû.

Ñèñòåìà îòñ÷¼òà.
Êîîðäèíàòû ñòàíöèè íàáëþäåíèé, Ëóíû, Ñîëíöà è âåêòîð ñìåùåíèÿ ∆~Ri âû-

÷èñëÿþòñÿ â çåìíîé îïîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü

fm � ãåîöåíòðè÷åñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ,
fm2 � ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð Ëóíû,
fm3 � ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð Ñîëíöà,

r, ϕ, λ � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû íàçåìíîãî ïóíêòà,
r2, ϕ2, λ2 � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû Ëóíû,
r3, ϕ3, λ3 � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû Ñîëíöà,

r̂ � ãåîöåíòðè÷åñêèé åäèíè÷íûé âåêòîð íàçåìíîãî ïóíêòà,
r̂2 � ãåîöåíòðè÷åñêèé åäèíè÷íûé âåêòîð Ëóíû,
r̂3 � ãåîöåíòðè÷åñêèé åäèíè÷íûé âåêòîð Ñîëíöà,
ê � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé ê âîñòîêó,

n̂ = [r̂ × ê ] � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé íà ñåâåð.

r̂ =




cos ϕ cos λ
cos ϕ sin λ

sin ϕ


 , ê =



− sin λ
cos λ

0


 , n̂ =



− sin ϕ cos λ
− sin ϕ sin λ

cos ϕ


 .

Óñïåõè ãåîôèçèêè.
Â ðàìêàõ ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðóãîñòè Çåìëè, ðàçðàáîòàííîé ãåîôèçèêàìè,

îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ÷èñåë Ëÿâà k2 , k3 , h2 , h3 è Øèäà l2 , l3 äëÿ âòîðîé è
òðåòüåé ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ðàçëîæåíèÿ ïðèëèâíîãî ïîòåíöèàëà. Îñîáåííîñòü
òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïàðàìåòðû k , h , l èìåþò äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ
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÷àñòè, çàâèñÿùèå îò ÷àñòîòû ïðèëèâíîé âîëíû. ×èñëà h2 è l2 çàâèñÿò îò øèðîòû
íàçåìíûõ ïóíêòîâ:

h2(ϕ) = 0.6078− 0.0006 ·
(

3

2
sin2 ϕ− 1

2

)
,

l2(ϕ) = 0.0847 + 0.0002 ·
(

3

2
sin2 ϕ− 1

2

)
.

Îñíîâíûå ñëàãàåìûå.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñóììû (201) âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëå

∆~R1 =
3∑

j=2

fmj r4

fmr3
j

{
h2(ϕ) r̂

(
3

2
(r̂j · r̂)2 − 1

2

)

+ 3 l2(ϕ) (r̂j · r̂)
[
r̂j − (r̂j · r̂) r̂

]}
.

(202)

Âòîðîå ñëàãàåìîå ñóììû (201) îáóñëîâëåíî òðåòüåé ñôåðè÷åñêîé ãàðìîíèêîé
ðàçëîæåíèÿ ïðèëèâíîãî ïîòåíöèàëà Ëóíû:

∆~R2 =
fm2 r5

fm r4
2

{
h3 r̂

(
5

2
(r̂2 · r̂)3 − 3

2
(r̂2 · r̂)

)

+ l3

(
15

2
(r̂2 · r̂)2 − 3

2

) [
r̂2 − (r̂2 · r̂) r̂

]}
,

(203)

ãäå
h3 = 0.292, l3 = 0.015.

Äîëãîòíàÿ ÷àñòü.
Çàâèñèìîñòü îò äîëãîòû ó÷òåíà ñ ïîìîùüþ äâóõ ïàðàìåòðîâ:

l
(1)
21 = 0.0012, l

(1)
22 = 0.0024.

Âêëàäû â ñìåùåíèå ïóíêòà, ïðîïîðöèîíàëüíûå l
(1)
21 , l

(1)
22 , ðàâíû

∆~R3 = −l
(1)
21 sin ϕ

3∑
j=2

fmj r4

fmr3
j

P
(1)
2 (sin ϕj) ~qj1 ,

∆~R4 = −1

2
l
(1)
22 sin ϕ cos ϕ

3∑
j=2

fmj r4

fm r3
j

P
(2)
2 (sin ϕj) ~qj2 ,

ãäå P
(1)
2 , P

(2)
2 � ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà,

~qj1 = sin ϕ cos(λ− λj) n̂− cos 2ϕ sin(λ− λj) ê ,

~qj2 = cos 2(λ− λj) n̂ + sin ϕ sin 2(λ− λj) ê .

� 113�



Ñåìèíàð 10

Ìíèìàÿ ÷àñòü.
Äëÿ ìíèìûõ ÷àñòåé ÷èñåë h è l ïðåäëîæåíû çíà÷åíèÿ:

h
(I)
21 = −0.0025, l

(I)
21 = −0.0007,

h
(I)
22 = −0.0022, l

(I)
22 = −0.0007.

Âêëàäû â ñìåùåíèå ïóíêòà, ïðîïîðöèîíàëüíûå ýòèì ïàðàìåòðàì, ðàâíû

∆~R5 = −3

4
h

(I)
21

3∑
j=2

fmj r4

fm r3
j

sin 2ϕj sin 2ϕ sin(λ− λj) r̂,

∆~R6 = −3

4
h

(I)
22

3∑
j=2

fmj r4

fm r3
j

cos2 ϕj cos2 ϕ sin 2(λ− λj) r̂,

∆~R7 = −3

2
l
(I)
21

3∑
j=2

fmj r4

fmr3
j

sin 2ϕj ~qj3,

∆~R8 = +
3

4
l
(I)
22

3∑
j=2

fmj r4

fm r3
j

cos2 ϕj ~qj4,

ãäå
~qj3 = cos 2ϕ sin(λ− λj) n̂ + sin ϕ sin(λ− λj) ê,

~qj4 = sin 2ϕ sin 2(λ− λj) n̂− 2 cos ϕ cos 2(λ− λj) ê.

×àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü.
Çàâèñèìîñòü äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé ÷èñåë Ëÿâà è Øèäà îò ÷àñòîòû

ïðèëèâíîé âîëíû ω âíîñèò ñâîé âêëàä â ñìåùåíèå íàçåìíûõ ïóíêòîâ:

∆~R9 =
∑

ω(2,0)

(
a

(ω)
2,0 P2(sin ϕ) r̂ + b

(ω)
2,0 sin 2ϕ n̂

)

∆~R10 =
∑

ω(2,1)

(
a

(ω)
2,1 sin 2ϕ r̂ + b

(ω)
2,1 cos 2ϕ n̂ + c

(ω)
2,1 sin ϕ ê

)
,

ãäå
a

(ω)
2,0 = δR

(ω)
0,1 cos θ

(ω)
20 + δR

(ω)
0,2 sin θ

(ω)
20 ,

b
(ω)
2,0 = δT

(ω)
0,1 cos θ

(ω)
20 + δT

(ω)
0,2 sin θ

(ω)
20 ,

a
(ω)
2,1 = δR

(ω)
1,1 sin

(
θ

(ω)
21 + λ

)
+ δR

(ω)
1,2 cos

(
θ

(ω)
21 + λ

)
,

b
(ω)
2,1 = δT

(ω)
1,1 sin

(
θ

(ω)
21 + λ

)
+ δT

(ω)
1,2 cos

(
θ

(ω)
21 + λ

)
,

c
(ω)
2,1 = δT

(ω)
1,1 cos

(
θ

(ω)
21 + λ

)− δT
(ω)
1,2 sin

(
θ

(ω)
21 + λ

)
.

Â ñáîðíèêå [211] îïóáëèêîâàíû ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

δR
(ω)
0,1 , δR

(ω)
0,2 , δR

(ω)
1,1 , δR

(ω)
1,2 , δT

(ω)
0,1 , δT

(ω)
0,2 , δT

(ω)
1,1 , δT

(ω)
1,2 .
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Öåíòðîáåæíûå ñèëû.
Âàðèàöèè ïîòåíöèàëà öåíòðîáåæíûõ ñèë âûçûâàþò ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ êî-

îðäèíàò îáñåðâàòîðèé â ìèëëèìåòðàõ:
∆~R11 = −32 am sin 2ϕ r̂ − 9 am cos 2ϕ n̂ + 9 bm sin ϕ ê,

ãäå
am = m1 cos λ + m2 sin λ , bm = m1 sin λ−m2 cos λ ,

è
m1 = xp − 0.054− 0.00083 δt, m2 = −yp + 0.357 + 0.00395 δt.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ òåêóùèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ïîëþñà xp , yp èçìåðÿþòñÿ â ñå-
êóíäàõ äóãè, ðàçíîñòü δt èñ÷èñëÿåòñÿ â ãîäàõ îò ýïîõè J2000.

Îêåàíè÷åñêèå ïðèëèâû.
Â îò÷¼òå Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáû âðàùåíèÿ Çåìëè [211] ïðåäñòàâëåíà ñõåìà

ó÷¼òà äåôîðìàöèé çåìíîé ïîâåðõíîñòè, îáóñëîâëåííûõ ïðèëèâàìè â îêåàíàõ.
Îòêëèê âîäíîé ïîâåðõíîñòè Çåìëè íà ïðèëèâíûé ïîòåíöèàë (78) áûë àïïðîê-

ñèìèðîâàí ðÿäàìè Ôóðüå. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè áûëè èñïîëüçîâàíû áîëüøèå ìàñ-
ñèâû àëüòèìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé, âûïîëíåííûõ ñ áîðòà êîñìè÷åñêèõ àïïàðà-
òîâ [206]. Îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè îêåàíîâ îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ ïðèâîäèò
ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíîãî ïîòåíöèàëà. Âîçíèêàåò ïîâåðõíîñòíàÿ íàãðóçêà è,
êàê ðåçóëüòàò, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò îáñåðâàòîðèé.

Ê ñîæàëåíèþ, òàêèå èçìåíåíèÿ íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðîñòûìè ôîðìóëàìè.
Êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ Ôóðüå, àïïðîêñèìèðóþùèå äåôîðìàöèè çåìíîé ïîâåðõíî-
ñòè âñëåäñòâèå îêåàíè÷åñêèõ ïðèëèâîâ, ñëîæíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò äîëãîòû è
øèðîòû îáñåðâàòîðèè. Äëÿ êàæäîãî ïóíêòà íà Çåìëå ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü
ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä è ôàç, õàðàêòåðèçóþùèõ âëèÿ-
íèå îñíîâíûõ ïðèëèâíûõ âîëí.

Â ïóáëèêàöèè [228] è â êíèãå [230] ïðèâîäÿòñÿ òàáëèöû, ïîçâîëÿþùèå íà ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè âû÷èñëèòü âåëè÷èíó ðàäèàëüíûõ ñìåùåíèé, îáóñëîâëåííûõ îêå-
àíè÷åñêèìè ïðèëèâàìè, äëÿ íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ïóíêòîâ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè.

Â ñòàíäàðòíûõ ñîãëàøåíèÿõ 2000 ãîäà [211] ðåêîìåíäóåòñÿ âû÷èñëÿòü ñîñòàâ-
ëÿþùèå ñìåùåíèé â òð¼õ íàïðàâëåíèÿõ: ïî ðàäèóñó, ïî äîëãîòå è ïî øèðîòå.

Îöåíêà âåëè÷èí.
Âîñïîëüçóéòåñü ëþáûì íàáîðîì äàííûõ, ñîäåðæàùèé ëàçåðíûå èçìåðåíèÿ ðàñ-

ñòîÿíèé äî ÈÑÇ â ôîðìàòå �Quick Look� (ñ.70). Îöåíèòå âàðèàöèè êîîðäèíàò ïóíê-
òîâ íà êàæäûé ìîìåíò íàáëþäåíèé. Ïîïûòàéòåñü îòâåòèòü íà âîïðîñ: â êàêèõ ñëó-
÷àÿõ íåîáõîäèì ó÷¼ò èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèé îáñåðâàòîðèé âñëåäñòâèå ïðèëèâíûõ
äåôîðìàöèé, à êîãäà ýòèì ýôôåêòîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü?
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Äîïîëíèòåëüíûå âîçìóùåíèÿ.
Â òàáë.4 íà ñ.111 ïðèâîäèòñÿ ÷èñëî ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõñÿ â ðàçëîæåíèè

âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé RMt è RSt , îáóñëîâëåííûõ ïðè-
ëèâíûìè äåôîðìàöèÿìè, âûçûâàåìûìè, ñîîòâåòñòâåííî, Ëóíîé è Ñîëíöåì, âû-
ïîëíåíî íà îñíîâå ôîðìóëû (160). Â àëãîðèòìå èñïîëüçîâàíû íîìèíàëüíûå çíà-
÷åíèÿ ïðèëèâíûõ ÷èñåë Ëÿâà k

R(0)
2k , k

I(0)
2k , k30 , k31 , k32 , k33 [211], íå çàâèñÿùèå

îò ÷àñòîòû ïðèëèâíîé âîëíû.
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ôîðìóëà (160) çàïèñàíà â ñèñòåìå èñòèííîãî ýêâàòî-

ðà. Âèä ôóíêöèè â çåìíîé îïîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ïðèâåä¼í íà ñ.49. Èìåííî
òàêîé âèä ôóíêöèè áûë èñïîëüçîâàí àâòîðàìè ñòàíäàðòà âû÷èñëåíèé [228]. Óãîë
äîëãîòû Ëóíû è óãîë äîëãîòû Ñîëíöà ïðèâÿçàíû ê ãðèíâè÷ñêîìó ìåðèäèàíó.
Äëÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå, èñïîëüçóþùåå ïîïðàâêè
ê ÷èñëåííûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ ãåîïîòåíöèàëà (84). Â çåìíîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà ôóíêöèÿ, îáóñëîâëåííàÿ ïðèëèâíûìè äåôîðìàöèÿìè, èìååò ïåðèîäû èç-
ìåíåíèÿ, ïðèáëèçèòåëüíî êðàòíûå çâ¼çäíûì ñóòêàì. Â èñõîäíîé ôîðìóëå (160),
ñâÿçàííîé ñ èñòèííûì ýêâàòîðîì äàòû, òàêèõ ïåðèîäîâ íåò è íèêîãäà íå áûëî.

Èñïîëüçîâàíèå çåìíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà óäîáíî â àëãîðèòìàõ ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ: âëèÿíèå ïðèëèâîâ íà äâèæåíèå ñïóòíèêîâ ó÷èòûâàåòñÿ âìåñòå ñ âû-
÷èñëåíèåì óñêîðåíèé îò ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè. Ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïîäõî-
äå âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåííûå ïðèëèâàìè óïðóãîé Çåìëè, ðàññìàòðèâàþòñÿ âìå-
ñòå ñ ïðÿìûìè âîçìóùåíèÿìè îò Ëóíû è Ñîëíöà.

Â ñòàíäàðòíûõ ñîãëàøåíèÿõ [211] âîçìóùåíèÿ, âûçûâàåìûå çàâèñèìîñòüþ ÷è-
ñåë Ëÿâà îò ÷àñòîòû ïðèëèâíîé âîëíû è îêåàíè÷åñêèìè ïðèëèâàìè, ðåêîìåí-
äîâàíî ó÷èòûâàòü òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è îñíîâíûå ïðèëèâíûå ýôôåêòû: ïóò¼ì
âû÷èñëåíèÿ âàðèàöèé ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ãðàâèòàöè-
îííîãî ïîëÿ Çåìëè â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì (ôîðìóëû (87) è (88), ñ.50).
Âàðèàöèè çàâèñÿò îò çâ¼çäíîãî âðåìåíè è ïÿòè ôóíäàìåíòàëüíûõ àðãóìåíòîâ.

Âûïîëíèì ïåðåõîä â ñèñòåìó èñòèííîãî ýêâàòîðà. Äëÿ ïðèìåðà èñïîëüçóåì
òîëüêî äâà ñëàãàåìûõ ñóììû (87). Çàïèøåì èõ â íåíîðìèðîâàííîì âèäå è ó÷ò¼ì
óãîë ôàçû, ðàâíûé 180◦ . Ñäåëàåì îäíî äîïóùåíèå: áóäåì ïðåíåáðåãàòü îòëè÷èÿ-
ìè ñðåäíåãî è èñòèííîãî çâ¼çäíîãî âðåìåíè è âåëè÷èíó Sm

⊕ çàìåíèì íà S⊕ :

∆C21 =

√
5

3
·
[
−b1 cos

(
S⊕ − ϑ

)− a1 sin
(
S⊕ − ϑ

)]
,

∆S21 =

√
5

3
·
[
+b1 sin

(
S⊕ − ϑ

)− a1 cos
(
S⊕ − ϑ

)]
,

ãäå
ϑ = j1lM + j2l

′
S + j3FM + j4D + j5ΩM .

� 116�



Âëèÿíèå ïðèëèâîâ

Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ
∆Ĉ21 = ∆C21 cos S⊕ −∆S21 sin S⊕ ,

∆Ŝ21 = ∆C21 sin S⊕ + ∆S21 cos S⊕ ,

àíàëîãè÷íûå ôîðìóëàì (155), è ïîëó÷èì

∆Ĉ21 =

√
5

3
·
[
−b1 cos ϑ + a1 sin ϑ

]
,

∆Ŝ21 =

√
5

3
·
[
−b1 sin ϑ− a1 cos ϑ

]
.

Óãëîâàÿ âåëè÷èíà ϑ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôóíäàìåíòàëüíûõ àðãóìåí-
òîâ. Çàâèñèìîñòü îò çâ¼çäíîãî âðåìåíè ó âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáóñëîâëåííîé
÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ÷èñåë Ëÿâà ê ÷àñòîòå ïðèëèâíîé âîëíû, èñ÷åçàåò ïðè ïåðåõîäå
ê ñèñòåìå èñòèííîãî ýêâàòîðà. Ýòî æå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ âîçìóùà-
þùåé ôóíêöèè, îáóñëîâëåííîé îêåàíè÷åñêèìè ïðèëèâàìè.

Ïåðåìåííûå Äóäñîíà.
Ó÷¼íûå-ãåîôèçèêè ñ áîëüøèì âíèìàíèåì îòíîñÿòñÿ ê ñîñòàâëÿþùèì ïðèëèâ-

íîãî ïîòåíöèàëà. Õîðîøî èçâåñòíû îöåíêè ñðåäíèõ çíà÷åíèé àìïëèòóä è ÷àñòîò
îñíîâíûõ ïðèëèâíûõ âîëí. Ìíîãèå èç ïðèëèâíûõ âîëí îáîçíà÷åíû äàæå ñïåöè-
àëüíûìè ñèìâîëàìè, M0 , Mf , O1 , K1 , M2 , S2 , íàïðèìåð [112]. Âìåñòî ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ àðãóìåíòîâ èñïîëüçóþòñÿ ïåðåìåííûå Äóäñîíà [228]:

τ = S⊕ + 180◦ − FM − ΩM − ñðåäíåå ëóííîå âðåìÿ,
s = FM + ΩM − ñðåäíÿÿ äîëãîòà Ëóíû,

h = FM −D + ΩM − ñðåäíÿÿ äîëãîòà Ñîëíöà,
p = −lM + FM + ΩM − ñðåäíÿÿ äîëãîòà ïåðèãåÿ Ëóíû,

N ′ = −ΩM , − îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå äîëãîòû
âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû Ëóíû,

p1 = −l′S + FM −D + ΩM − ñðåäíÿÿ äîëãîòà ïåðèãåëèÿ Ñîëíöà.
Àðãóìåíòû ïðèëèâíûõ âîëí ðàçëè÷àþò ñ ïîìîùüþ êîäîâûõ ÷èñåë Äóäñîíà [112].
Íàïðèìåð, àðãóìåíòíîå ÷èñëî Äóäñîíà 135,655 ñîîòâåòñòâóåò ñóòî÷íîé âîëíå,
îáîçíà÷àåìîé ñèìâîëîì Q1 è èìåþùåé àðãóìåíò, ðàâíûé âûðàæåíèþ

1 · τ − 2 · s + 0 · h + 1 · p + 0 ·N ′ + 0 · p1 = S⊕ + 180◦ − lM − 2FM − 2 ΩM .

Îáû÷íîå ÿâëåíèå: èññëåäîâàòåëè, ñîçäàþùèå îñíîâû íîâîãî ðàçäåëà íàóêè, ñî-
çäàþò è íîâóþ òåðìèíîëîãèþ. Íàì îñòà¼òñÿ òîëüêî óëîâèòü ñìûñë èõ óñèëèé è
èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå çíàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñâîèõ çàäà÷.
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Çàìå÷àíèÿ

Ïîäðîáíåå îá ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëàõ è ôóíêöèÿõ ñìîòðèòå êíèãè
Þ.Ñ.Ñèêîðñêîãî [141] è Í.È.Àõèåçåðà [26].

Ïðè âûâîäå ôîðìóë (174), (183) íèêàêèõ ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó
íå ïðîâîäèëîñü. Åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå: ïîäñòàíîâêè (171) è (178) äîïóñòèìû
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé k̄2 < 1 è k1 < 1 .

Ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé Âåéåðøòðàññà Ï.Àíäðëå âûïîëíèë îá-
ðàùåíèå êâàäðàòóð è âû÷èñëåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ, âîçíèêàþùèõ â
îáîáù�åííîé çàäà÷å äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ [195].

È.À.Ãåðàñèìîâó óäàëîñü íàéòè îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåí-
òðîâ â ôóíêöèÿõ Âåéåðøòðàññà [59].

Ñòàòüÿ Ì.Ä.Êèñëèêà [94] ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, îäíîé èç ïåðâûõ âàæíûõ ïóá-
ëèêàöèé, â êîòîðîé âìåñòî âûâîäà áóêâåííûõ ôîðìóë ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå
àëãîðèòìû îáðàùåíèÿ êâàäðàòóð è âçÿòèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. Êàê è â
íàøèõ ëåêöèÿõ, àëãîðèòìû, ðåàëèçîâàííûå Ì.Ä.Êèñëèêîì, îñíîâàíû íà îïåðà-
öèÿõ ñ ìíîãî÷ëåíàìè îòíîñèòåëüíî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Èíòåðåñíûé âêëàä â ðàñøèðåíèå àëãîðèòìè÷åñêîé ÷àñòè òåîðèè ïðîìåæóòî÷-
íûõ îðáèò âí�åñ Þ.Õ.Æàãàð [81]. Èì ñîñòàâëåíà è îòëàæåíà ïðîãðàììà, ïîñòðî-
åííàÿ íà ïðÿìîì âû÷èñëåíèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ßêîáè.

Å.Ï.Àêñ¼íîâûì ïîëó÷åíû ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå âñå êîýôôèöèåíòû è ïåðå-
ìåííûå ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñ äâóìÿ ïîñòîÿííûìè c , σ è òðåìÿ ïàðàìåòðà-
ìè a , e , s . Èññëåäîâàíèÿ Å.Ï.Àêñ¼íîâà, Í.Â.Åìåëüÿíîâà è Â.À.Òàìàðîâà [21]
ïîêàçàëè, ÷òî ôîðìóëû óäîâëåòâîðÿþò ìíîãèì ïðàêòè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì. Äî-
ïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòè ôîðìóë ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ïðîâ�åë
Í.Â.Åìåëüÿíîâ [79].

Äëÿ êà÷åñòâåííûõ èññëåäîâàíèé, ïðè íàõîæäåíèè îáëàñòåé âîçìîæíûõ äâèæå-
íèé, íàïðèìåð, ÿâíûé âèä ôóíêöèé ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçåí, â ÷�åì ìû óáåäèëèñü â
õîäå ëåêöèè 4. Òåïåðü æå çàäà÷à èíàÿ: êàê ìîæíî òî÷íåå ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèå
ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû, îïèðàÿñü íà ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí fm ,
c , σ è ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ α1 , α2

2 è
α3 . Â ýòîì ñëó÷àå ñîâîêóïíîñòü ôîðìóë, âûðàæàþùàÿ êàê ÿâíûå, òàê è íåÿâíûå
çàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè, ñòàíîâèòñÿ àëãîðèòìîì äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâ-
ëåííîé çàäà÷è è ìîæåò áûòü çàïðîãðàììèðîâàíà. Âõîäíûìè äàííûìè âû÷èñëè-
òåëüíîé ïðîöåäóðû áóäóò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ Çåìëè fm , r0 , J2 , J3 è ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èí-
òåãðèðîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòîì å�å ðàáîòû ñòàíóò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âñåõ âåëè÷èí,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.
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Ëåêöèÿ 6. Ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû

Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàòû w . � Íîâàÿ óãëîâàÿ ïåðåìåí-
íàÿ E . � Ñâÿçü ìåæäó âðåìåíåì t è óãëîâûìè ïåðåìåí-
íûìè E , ψ è ϕ̃ .

Ïåðåéä�åì òåïåðü ê âûâîäó ôîðìóëû äëÿ äîëãîòû w . Íà îñíîâà-
íèè (111) èìååì

w = α3

τ∫

0

dτ

1− η2
− α3c

2

τ∫

0

dτ

ξ2 + c2
+ c5, (204)

ãäå c5 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Çàéì�åìñÿ ñíà÷àëà âû÷èñëåíèåì ïåðâîãî èíòåãðàëà. Ñîãëàñíî (179)

dτ =
1

σ1

1√
1− k2

1 cos2 ϕ̃
dϕ̃,

èëè
dτ =

1

σ1

[
1 +

∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
k2n

1 (cos ϕ̃)2n

]
dϕ̃. (205)

Âåðõíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ, ðàâíûé ∞ , çàìåíèì íà ÷èñëî J = 7 .
Ïîëó÷àåì òàêæå, ÷òî

1

1− η2
=

1− 2d cos ϕ̃ + d2 cos2 ϕ̃

A + B cos ϕ̃ + C cos2 ϕ̃
,

ãäå
A = 1− γ2, B = 2(sγ − d), C = d2 − s2.

Óñëîâèìñÿ òåïåðü, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè
âåëè÷èí k2

1 , d , A , B , C . Âûðàæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñ
÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ òàêèõ îáúåêòîâ îïðåäåëåíû îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è âûäåëåíèÿ öåëîé ÷àñòè.

Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ îïóáëèêîâàí â ìîíîãðàôèè
Í.Â.Åìåëüÿíîâà [74]. Ïóñòü çàäàíû ìíîãî÷ëåíû ïåðåìåííîé z

a0 +
I∑

i=1

aiz
i, b0 +

J∑
j=1

bjz
j
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ñ ÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ai , bj . Ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ ïî-
ëèíîìîâ áóäåò ìíîãî÷ëåí ñ ÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ck :

c0 +
I+J∑
k=1

ckz
k, (206)

ïðè÷¼ì

c0 = a0b0, c1 = a0b1 + a1b0, ck =
k∑

i=0

aibk−i, i 6 I, k − i 6 J.

Èíòåðåñåí è àëãîðèòì äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,
àëãîðèòì âûäåëåíèÿ öåëîé ÷àñòè. Ïóñòü I > J , òîãäà

a0 +
I∑

i=1

aiz
i

b0 +
J∑

j=1

bjzj

=

d0 +
J−1∑
k=1

dkz
k

b0 +
J∑

j=1

bjzj

+ g0 +
I−J∑
n=1

gnz
n. (207)

Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ dk è gn ïðîèñõîäèò çà I − J + 1 øàãîâ.
Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ dk = ak , 0 6 k 6 I è gn = 0 .

Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ (206) ê ìíîãî÷ëå-
íó (205) è âûðàæåíèþ

1− 2d cos ϕ̃ + d2 cos2 ϕ̃,

à çàòåì àëãîðèòì âûäåëåíèÿ öåëîé ÷àñòè (207), òî åñòü äåëåíèÿ íà

A + B cos ϕ̃ + C cos2 ϕ̃,

ïîëó÷èì
τ∫

0

dτ

1− η2
=

1

σ1

ϕ̃∫

ϕ̃0

[
(S −R cos ϕ̃)dϕ̃

A + B cos ϕ̃ + C cos2 ϕ̃
+ r0 +

2J−2∑
i=1

ri(cos ϕ̃)i

]
dϕ̃,

(208)
ãäå ϕ̃0 åñòü çíà÷åíèå ϕ̃ ïðè τ = 0 .

� 120�



Ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû

Ïðåäñòàâèì çíàìåíàòåëü äðîáè, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè, â âèäå

A + B cos ϕ̃ + C cos2 ϕ̃ =
1

γ̄
[1 + β2 − 2αβ cos ϕ̃− (1− α2) cos2 ϕ̃],

ãäå α , β , γ̄ îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé
1 + β2 = Aγ̄, 2αβ = −Bγ̄, 1− α2 = −Cγ̄,

òî åñòü
α = ±1

2

√
γ̄

(√
A−B + C +

√
A + B + C

)
,

β = ±1

2

√
γ̄

(√
A−B + C −√A + B + C

)
,

γ̄ =
4(√

A−B + C +
√

A + B + C
)2 − 4C

.

Ïðèäàâàÿ ïîñòîÿííûì èíòåãðèðîâàíèÿ α1 , α2
2 , α3 ðàçëè÷íûå äîïó-

ñòèìûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

R

S
=

β

α
è α3

σ1
· γ̄

α
· S = ±1.

Âåëè÷èíàì α è β ïðèïèøåì çíàê ïîñòîÿííîé α3 , òîãäà

α =
1

2

√
γ̄ sign(α3)

(√
A−B + C +

√
A + B + C

)
,

β =
1

2

√
γ̄ sign(α3)

(√
A−B + C −√A + B + C

)
,

γ̄ =
4(√

A−B + C +
√

A + B + C
)2 − 4C

,





(209)

è
α3

σ1
· R− S cos ϕ̃

A + B cos ϕ̃ + C cos2 ϕ̃
=

α− β cos ϕ̃

1 + β2 − 2αβ cos ϕ̃− (1− α2) cos2 ϕ̃
.

Íî ∫
(α− β cos ϕ̃) dϕ̃

1 + β2 − 2αβ cos ϕ̃− (1− α2) cos2 ϕ̃
= arctg

(
sin ϕ̃

α cos ϕ̃− β

)
,
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ïîýòîìó, èíòåãðèðóÿ (208) è èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (184), ïîëó÷èì

α3

τ∫

0

dτ

1− η2
= arctg

(
sin ϕ̃

α cos ϕ̃− β

)
+ β0ϕ̃ +

2J∑
i=1

β′i sin iϕ̃ + c′5, (210)

ãäå β′i � ÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû, c′5 � ïîñòîÿííàÿ.
Ïåðåéä�åì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ âòîðîãî èíòåãðàëà (204). Âîñïîëü-

çóåìñÿ óðàâíåíèåì

dτ =
1

σ̄2

[
1 +

J∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
k̄2n

2 (cos ψ)2n

]
dψ, (211)

â êîòîðîì âåðõíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ, ðàâíûé ∞ , çàìåí�åí íà ÷èñ-
ëî J , è âûïîëíèì ðàçëîæåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â ðÿä ïî
ñòåïåíÿì c/ξ

c2

ξ2 + c2
=

c2

ξ2
·
[
1 +

J−1∑
n=1

(−1)n
(

c2

ξ2

)n
]

. (212)

Îòíîøåíèå c2/ξ2 ñ ïîìîùüþ (173) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ìíîãî÷ëåíà ïî ñòåïåíÿì cos ψ . Äåéñòâèòåëüíî

c

ξ
=

c

a(1− eē)
· 1 + ē cos ψ

1− q̄ cos ψ
,

q̄ =
e− ē

1− eē
,

1

1− q̄ cos ψ
= 1 +

J∑
n=1

q̄n cosn ψ.

ãäå q̄ � âåëè÷èíà ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî ñæàòèÿ.
Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ðÿäó è âûðàæåíèþ â ÷èñëèòåëå 1 + ē cos ψ àëãî-
ðèòì óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è ó÷èòûâàÿ ìíîæèòåëü c/[a(1 − eē)] ,
ïîëó÷àåì

c

ξ
= q0 +

J+1∑

k=1

qk cosk ψ. (213)
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Ïîñëå âîçâåäåíèÿ (213) â êâàäðàò áóäåì èìåòü èñêîìûé ìíîãî÷ëåí ñ
÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

c2

ξ2
= q′0 +

J+2∑

k=1

q′k cosk ψ. (214)

Âûïîëíÿÿ J − 1 ðàç îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ òåêóùåãî ìíîãî÷ëåíà
íà âûðàæåíèå (214) è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí äëÿ ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè (212). Óìíîæèì åãî íà äèôôåðåíöèàë (211) è
ïðîèíòåãðèðóåì, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (184). Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî

−α3c
2

τ∫

0

dτ

ξ2 + c2
= α′0ψ +

2J∑
i=1

α′i sin iψ + c′′5, (215)

ãäå c′′5 � çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïðè τ = 0 .
Ïîäñòàâèì, íàêîíåö, ôîðìóëû (210) è (215) â (204). Òîãäà îêîí÷à-

òåëüíî ïîëó÷èì

w = arctg

(
sin ϕ̃

α cos ϕ̃− β

)
+ Ω̃,

ãäå

Ω̃ = α′0ψ + β0ϕ̃ +

2J∑
i=1

(α′i sin iψ + βi sin iϕ̃) + c̃5,

ïðè÷�åì c̃5 = c5 + c′5 + c′′5 . Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (185) è îïðåäåëÿÿ ïà-
ðàìåòðû

µ = α′0 + (1 + ν)β0, αp
i = α′i + β0κi, βf

i = βi + β0κ̄i, (216)
ïðèäàäèì ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ âèä

Ω̃ = µψ +

2J∑
i=1

(
αp

i sin iψ + βf
i sin iϕ̃

)
+ Ω̃0. (217)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòîÿííóþ Ω̃0 = c̃5 + β0ω̃0 ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü
êàê ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ, âìåñòî ïîñòîÿííîé c5 .
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Ëåêöèÿ 6

Çàïèøåì w â âèäå
w = w̃ + Ω̃, (218)

ãäå
w̃ = arctg

(
sin ϕ̃

α cos ϕ̃− β

)
. (219)

Òîãäà
sin w̃ =

sin ϕ̃√
1 + β2 − 2αβ cos ϕ̃− (1− α2) cos2 ϕ̃

,

cos w̃ =
α cos ϕ̃− β√

1 + β2 − 2αβ cos ϕ̃− (1− α2) cos2 ϕ̃
.

Íî
1− η2 =

1 + β2 − 2αβ cos ϕ̃− (1− α2) cos2 ϕ̃

γ̄(1− d cos ϕ̃)2
,

ïîýòîìó √
1− η2 sin w̃ =

1√
γ̄

sin ϕ̃

1− d cos ϕ̃
,

√
1− η2 cos w̃ =

1√
γ̄

α cos ϕ̃− β

1− d cos ϕ̃
.





(220)

Íàéä�åì òåïåðü ñâÿçü âðåìåíè t è óãëîâûõ ïåðåìåííûõ ψ è ϕ̃ .
Äëÿ íà÷àëà ôîðìóëîé

tg
ψ

2
=

√
1 + ē

1− ē
tg

E

2

îïðåäåëèì íîâóþ óãëîâóþ ïåðåìåííóþ E , àíàëîãè÷íóþ ýêñöåíòðè-
÷åñêîé àíîìàëèè êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî

sin ψ =

√
1− ē2 sin E

1− ē cos E
, sin E =

√
1− ē2 sin ψ

1 + ē cos ψ
,

cos ψ =
cos E − ē

1− ē cos E
, cos E =

cos ψ + ē

1 + ē cos ψ
,
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à èç ôîðìóëû (173) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

ξ = a(1− e cos E) è dξ = a e sin E dE,

ïîçâîëÿþùèå äðóãèì ñïîñîáîì çàïèñàòü êàê ìíîãî÷ëåí Φ(ξ) (ôîð-
ìóëà (169))

Φ(ξ) = −2α1 a2 e2 sin2 E
[
ξ2 − 2pξ + p2 + q2

]
,

òàê è äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå

dξ√
Φ(ξ)

=
1√−2α1

1

ξ

(
1− 2 p

ξ
+

p2 + q2

ξ2

)(−1
2)

dE. (221)

Âåëè÷èíû p è p2 + q2 èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè. Ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå

(
1− 2 p

ξ
+

p2 + q2

ξ2

)(−1
2)

= 1 +
p

ξ
− p2 + q2

2ξ2

+
J∑

n=2

(2n− 1)!!

(2n)!!

(
2 p

ξ
− p2 + q2

ξ2

)n

.

(222)
Íà îñíîâàíèè (112) óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå âðåìÿ t ñ ïðîìåæó-

òî÷íîé ïåðåìåííîé τ , èìååò âèä

t− t0 =

τ∫

0

ξ2dτ + c2

τ∫

0

η2dτ + c6, (223)

ãäå t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, à c6 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâà-
íèÿ.

Çàéì�åìñÿ âû÷èñëåíèåì ïåðâîãî èíòåãðàëà. Îáúåäèíèì (108), (221)
è ðàçëîæåíèå (222), òîãäà

∫
ξ2dτ =

1√−2α1

∫
(ξ + p) dE +

a√−2α1

∫
IE

a

ξ
dE ,
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Ëåêöèÿ 6

IE = −p2 + q2

2a2
+

J∑
n=2

(2n− 1)!!

(2n)!!

(
a

ξ

)n−2 (
2p

a
− p2 + q2

a2

a

ξ

)n

.

Ñ ó÷�åòîì (168) èìååì

ξ + p = a + p− ae cos E =
fm

(−2α1)
− ae cos E.

Îïðåäåëèì íîâûå ïàðàìåòðû n0 , e∗ ôîðìóëàìè

n0 =

√
(−2α1)3

fm
, e∗ =

(−2α1) a e

fm
(224)

è çàïèøåì
1√−2α1

∫
(ξ + p)dE =

1

n0
· (E − e∗ sin E). (225)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà IE ó÷ò�åì, ÷òî

dE =

√
1− ē2

1 + ē cos ψ
dψ,

a

ξ
=

1 + ē cos ψ

(1− eē)(1− q̄ cos ψ)
,

è ïðåäñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíî âûðàæåíèÿ
a

ξ
,

√
1− ē2

1− eē

1

1− q̄ cos ψ
è 2p

a
− p2 + q2

a2

a

ξ

â âèäå ïîëèíîìîâ ïî ñòåïåíÿì cos ψ . Äàëåå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ ñîñòàâèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå è ïðî-
èíòåãðèðóåì åãî. Óìíîæèì ðåçóëüòàò íà ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü è äî-
áàâèì åãî ê âûðàæåíèþ (225)

τ∫

0

ξ2dτ =
1

n0

[
(E − e∗ sin E) + γ0ψ +

2J∑
i=1

γi sin iψ

]
+ c′6,

ãäå ÷åðåç c′6 îáîçíà÷åíî çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïðè τ = 0 .
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî èíòåãðàëà â (223) çàìåòèì, ÷òî η2 ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäåíèå ïîëèíîìîâ

η2 =
(
γ2 − 2sγ cos ϕ̃ + s2 cos2 ϕ̃

)
(

1 +

J∑
n=1

ndn cosn ϕ̃

)
,
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à äëÿ äèôôåðåíöèàëà dτ èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (205). Äâàæäû ïðè-
ìåíÿåì àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
ïîëó÷àåì

c2

τ∫

0

η2dτ =
1

n0

[
γ′0ϕ̃ +

2J∑
i=1

γ′i sin iϕ̃

]
+ c′′6,

ãäå c′′6 � çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïðè τ = 0 .
Ñíîâà ïðèìåì âî âíèìàíèå ôîðìóëó (185), îïðåäåëèì ïàðàìåòðû

λ = −γ0 − (1 + ν)γ′0, γp
i = γi + γ′0κi, γf

i = γ′i + γ′0κ̄i (226)
è ïðèäàäèì èíòåãðàëó (223) îêîí÷àòåëüíûé âèä

n0 ·(t−t0)+M̃0 = E−e∗ sin E−λψ+

2J∑
i=1

(
γp

i sin iψ + γf
i sin iϕ̃

)
, (227)

ãäå
M̃0 = −n0(c6 + c′6 + c′′6)− γ′0ω̃0

øåñòàÿ è ïîñëåäíÿÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Âåëè÷èíû β1 , β2 è β3 , âõîäÿùèå â ñîîòíîøåíèÿ (107), ñâÿçàíû ñ

íîâûìè ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè ïðîñòûìè ôîðìóëàìè

β1 =
M̃0

n0
− t0, β2 =

α2

σ1

π

2
K(k1) ω̃0, β3 = Ω̃0.

Âûðàæåíèå (227) àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ Êåïëåðà â ýëëèïòè÷åñêîì
äâèæåíèè. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåøàòü åãî íàäî ñîâìåñòíî ñ
óðàâíåíèåì (185).

Â ñëó÷àå c = 0 , σ = 0 , êîãäà ïðîìåæóòî÷íàÿ îðáèòà îáîáù�åííîé
çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ñòàíîâèòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé îðáè-
òîé, çàâèñÿùåé îò ñðåäíåé àíîìàëèè M0 â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè t0 , àðãóìåíòà ïåðèãåÿ ω è äîëãîòû âîñõîäÿùåãî óçëà Ω , ïðîèç-
âîëüíûå ïîñòîÿííûå M̃0 , ω̃0 , Ω̃0 ðàâíû

M̃0 = M0, ω̃0 = ω +
π

2
, Ω̃0 = Ω− π

2
.
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Ñåìèíàð 11

Ñåìèíàð 11. Îñðåäí¼ííûå óðàâíåíèÿ

Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ
âîçìóùàþùåé ôóíêöèè (òàáë.4, ñ.111) î÷åíü âåëèêî. Ïðè÷èíà ïðîñòà: òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèé ðÿä ïîëó÷åí â îáùåì âèäå. Êàæäîå ýëåìåíòàðíîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé øåñòè îðáèòàëüíûõ ýëåìåíòîâ, çâ¼çäíîãî âðåìåíè è ïÿòè ôóíäàìåí-
òàëüíûõ àðãóìåíòîâ. Ðàçëîæåíèå ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ çíà÷åíèé áîëüøîé ïîëó-
îñè îðáèòû îò 7000 êèëîìåòðîâ äî 50000 êèëîìåòðîâ, ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû, íå
ïðåâûøàþùåãî çíà÷åíèÿ 0.1, è ëþáîãî óãëà íàêëîíåíèÿ.

Åñëè Âû åù¼ íå ïðèâûêëè ê îñîáåííîñòÿì àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà, òî ñëå-
äóþùàÿ ôðàçà íåìíîãî îãîð÷èò Âàñ: ïîñòðîåííûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä íå
èñïîëüçóåòñÿ â ÿâíîì âèäå. Íåîáõîäèìî óìåòü èíòåãðèðîâàòü êàæäûé ÷ëåí ðÿ-
äà ïî âðåìåíè t è âû÷èñëÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî
ñëàãàåìîãî ïî ïàðàìåòðàì îðáèòû.

Àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ.
Èíòåãðèðîâàíèå ýëåìåíòàðíûõ ñëàãàåìûõ âûïîëíÿþò ïî ôîðìóëå (195) (ñ.108).

Â çíàìåíàòåëå ïîÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò àðãóìåíòà ϑ :

ϑ̇ = k1l̇ + k2ġ + k3ḣ + k4Ṡ⊕ + k5l̇M + k6l̇
′
S + k7ḞM + k8Ḋ + k9Ω̇M .

Ìîæíî ëè îáúÿñíèòü ïðîñòûì ñîâïàäåíèåì òî, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé èíäåêñà k4 ,
îòëè÷íûõ îò íóëÿ, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî k4 = −k3 ?

Âåêîâûå èçìåíåíèÿ çâ¼çäíîãî âðåìåíè è ôóíäàìåíòàëüíûõ àðãóìåíòîâ èçâåñò-
íû. Âåëè÷èíû ġ è ḣ â ñëó÷àå êåïëåðîâñêîé îðáèòû ðàâíû íóëþ. Ïðîèçâîäíàÿ
îò ñðåäíåé àíîìàëèè l̇ ðàâíà çíà÷åíèþ ñðåäíåãî äâèæåíèÿ è çàâèñèò îò áîëüøîé
ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà. Äëÿ ýéëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñêîðîñòè èç-
ìåíåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ l , g , h ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïîçèöèîííûõ
ïàðàìåòðîâ a , e , δ . Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû ϑ̇ (1/ñ) è
ïåðèîäà π/(43200 · ϑ̇) (ñóòîê) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû òîëüêî äëÿ êîíêðåòíûõ
çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ îðáèòû.

Èíòåãðèðîâàíèå âîçìîæíî íå âñåãäà. Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò ñëàãà-
åìûå êàê êîðîòêîãî, îò äîëåé îáîðîòà äî íåñêîëüêèõ ñóòîê, òàê è äîëãîãî, ïîðÿäêà
íåñêîëüêèõ ìåñÿöåâ è ëåò, ïåðèîäîâ, è, ÷òî âàæíî, ñëàãàåìûå ñ î÷åíü áîëüøèìè
ïåðèîäàìè è âåêîâîé ÷ëåí. Åñëè îöåíêà âåëè÷èíû ϑ̇ ìåíüøå çàðàíåå âûáðàííîé
÷àñòîòû è, ñîîòâåòñòâåííî, îöåíêà ïåðèîäà ïðåâûøàåò çàäàííîå ãðàíè÷íîå çíà-
÷åíèå ïåðèîäà, èçìåðÿåìîå â ñóòêàõ, òî àíàëèòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå íå âûïîë-
íÿåòñÿ, à ñëàãàåìîå ïîñòóïàåò â �âåêîâîé� ãàìèëüòîíèàí, ñîñòàâëÿþùèé îñíîâó
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ �îñðåäí¼ííûõ� óðàâíåíèé äâèæåíèÿ [107].
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Àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä
òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ ïðåîáðàçîâàíèé èñõîäíûõ óðàâíåíèé.
Âíà÷àëå ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò ~r è îáîáù¼ííûõ èìïóëüñîâ ~p çà-

ïèøåì êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (ñ.86):

d~r

d t
=

∂
(
K0 −K2

)

∂ ~p
,

d~p

d t
= −∂

(
K0 −K2

)

∂ ~r
. (228)

Â âåêòîðíûõ óðàâíåíèÿõ (228) K0 ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì îáîáù¼ííîé çàäà÷è
äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ, à âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ K2 ñîñòîèò èç ñëàãàåìûõ,
èìåþùèõ âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî ñæàòèÿ (ôîðìóëà (150)):

K0 =
1

2

∣∣~p
∣∣2 −W, (229)

K2 = ~Ω · [~r × ~p
]
+ R⊕ + RM + RS + Rt + Ro. (230)

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ñ ãàìèëüòîíèàíîì K0 èçëîæåíî â ïðåäûäóùèõ ëåê-
öèÿõ. Íà ñ.56 ýòà âåëè÷èíà îáîçíà÷åíà ñèìâîëîì K . Õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ K ïðèðàâíÿëè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé α1 (ôîðìóëà (102)). Âûïîëíèëè
ïåðåõîä ê ñæàòûì ñôåðîèäàëüíûì êîîðäèíàòàì è ïîëó÷èëè óðàâíåíèå Ãàìèëü-
òîíà � ßêîáè (103) (ñ.57). Ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ áûë íàéäåí ìåòîäîì ðàç-
äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì áûëî ïîëó÷åíî ðåøåíèå îáîáù¼ííîé çàäà÷è äâóõ
íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ áåç ó÷¼òà ýôôåêòîâ, îáóñëîâëåííûõ íåèíåðöèàëüíîñòüþ
ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Òàêèå ýôôåêòû ó÷òåíû ïîÿâëåíèåì ñëàãàåìîãî ~Ω · [~r × ~p

]
â

âîçìóùàþùåé ôóíêöèè K2 (ôîðìóëà (230)).
Â ñëåäóþùåé ëåêöèè íà ñ.146 áóäóò âûâåäåíû óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

êàíîíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ L , G , H , l , g , h ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû, ïîñòðîåííîé
íà îñíîâå ðåøåíèÿ îáîáù¼ííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ:

dL

dt
= +

∂K

∂l
,

dG

dt
= +

∂K

∂g
,

dH

dt
= +

∂K

∂h
,

dl

dt
= −∂K

∂L
,

dg

dt
= −∂K

∂G
,

dh

dt
= −∂K

∂H
,

(231)

ãäå K = −α1 + K2 � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû.
Ïðè âíåøíåì ñõîäñòâå ñ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè â ýëåìåíòàõ Äåëîíå (61)

(ñåìèíàð 3, ñ.42), óðàâíåíèÿ (231) îòëè÷àþòñÿ îò íèõ âíóòðåííèì ñîäåðæàíèåì.
Íàéäèòå, ïîæàëóéñòà, íåñêîëüêî òàêèõ îòëè÷èé.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íåîáõîäèìî çíàòü òîëüêî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ãà-
ìèëüòîíèàíà K ïî êàíîíè÷åñêèì ýëåìåíòàì, ïðåäñòàâëÿòü æå ãàìèëüòîíèàí â
âèäå ÿâíîé ôóíêöèè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ L , G , H íåò íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè.
Áîëåå òîãî, äàæå ÿâíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (231) èñêàòü íå ñëåäóåò.
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�Ñãëàæåííûå� ïàðàìåòðû.
Äëÿ ýòîé öåëè, êàê è íà ñåìèíàðå 3, âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì êàíîíè÷åñêèõ ïðå-

îáðàçîâàíèé [174]. Îðèãèíàëüíóþ âåðñèþ ìåòîäà ïðåäëîæèë ïðîôåññîð Ñîðáîííû
Àíðè Ïóàíêàðå [138]. Ïðåäñòàâèòåëü Ïóëêîâñêîé øêîëû àñòðîìåòðèè äèðåêòîð
îáñåðâàòîðèè â ãîðîäå Óïñàëà Õóãî ôîí Öàéïåëü äîïîëíèë ìåòîä èäååé îá èñ-
êëþ÷åíèè èç âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ñëàãàåìûõ êîðîòêîãî ïåðèîäà è ñîõðàíåíèè
â íîâîì �âåêîâîì� ãàìèëüòîíèàíå äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ è ðåçîíàíñíûõ ÷ëåíîâ.

Âûïîëíèì ïåðåõîä îò îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ L , G , H , l , g , h ê íîâûì
ïåðåìåííûì L′ , G′ , H ′ , l′ , g′ , h′ . Ôóíêöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ è âåêîâîé ãàìèëü-
òîíèàí îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, S2 è K∗

2 . Ýòè ôóíêöèè, êàê è âîçìóùàþùèé
ãàìèëüòîíèàí K2 , èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî ñæàòèÿ. Âñïîì-
íèòå, ïîæàëóéñòà, ñ êàêîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ïàðàìåòðà íà÷èíàëîñü
ðåøåíèå ãëàâíîé ïðîáëåìû, ðàññìîòðåííîå íà ñåìèíàðå 3 (ñ.43).

Â íîâîì ãàìèëüòîíèàíå K∗
2 ( t, L′, G′, H ′, l′, g′, h′) îñòàâèì òó ÷àñòü ñëàãàåìûõ

âîçìóùàþùåé ôóíêöèè K2 , ïåðèîä èçìåíåíèÿ êîòîðûõ ïðåâûøàåò íåñêîëüêî ñó-
òîê. Ôóíêöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ S2 íàéä¼ì ïî ôîðìóëå

S2 =

∫
(K2 −K∗

2) d t. (232)

Ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ïàðàìåòðà, ñæàòèÿ Çåìëè,
âûðàæåíèÿ S2 , K2 , K∗

0 = −α1 , K∗
2 ìîæíî ñ÷èòàòü ôóíêöèÿìè êàê îñêóëèðóþ-

ùèõ ýëåìåíòîâ L , G , H , l , g , h , òàê è íîâûõ ïåðåìåííûõ L′ , G′ , H ′ , l′ , g′ , h′ .
Íîâûå ïåðåìåííûå ìîãóò áûòü íàçâàíû �ñðåäíèìè� èëè �ñãëàæåííûìè� ýëåìåí-

òàìè îðáèòû. Â èçìåíåíèÿõ �ñãëàæåííûõ� ïàðàìåòðîâ îòñóòñòâóþò âàðèàöèè ñ
ìàëûì ïåðèîäîì. Ìåæäó äâóìÿ íàáîðàìè ïåðåìåííûõ ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ñâÿçü:

L = L′ +
∂S2

∂l′
, G = G′ +

∂S2

∂g′
, H = H ′ +

∂S2

∂h′
,

l = l′ − ∂S2

∂L′
, g = g′ − ∂S2

∂G′ , h = h′ − ∂S2

∂H ′ .
(233)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, çàïèñàííûå â íîâûõ ïåðåìåííûõ, íàçîâ¼ì �îñðåäí¼ííû-
ìè� óðàâíåíèÿìè. Îíè ñîõðàíÿþò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó è èìåþò âèä:

dL′

dt
= +

∂K∗
2

∂l′
,

dl′

dt
= +

∂α1

∂L′
− ∂K∗

2

∂L′
,

dG′

dt
= +

∂K∗
2

∂g′
,

dg′

dt
= +

∂α1

∂G′ −
∂K∗

2

∂G′ ,

dH ′

dt
= +

∂K∗
2

∂h′
,

dh′

dt
= +

∂α1

∂H ′ −
∂K∗

2

∂H ′ .

(234)
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�Íåñèíãóëÿðíûå� ïåðåìåííûå.
Íå óäèâëÿéòåñü, ïîæàëóéñòà, íî óðàâíåíèÿ âèäà (234) òîæå íå íàäî èíòåãðè-

ðîâàòü. Èõ íàäî ïðåîáðàçîâàòü.
Âîñïîëüçóåìñÿ íàáîðîì �íåñèíãóëÿðíûõ� ýëåìåíòîâ:

a′ , l′ + g′ + h′ , e′ cos(g′ + h′) , e′ sin(g′ + h′) , δ′ cos h′ , δ′ sin h′ , (235)

ãäå a′ , e′ , δ′ � ïîçèöèîííûå ïàðàìåòðû ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû, îñíîâàííîé íà
ðåøåíèè îáîáù¼ííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ (ñ.79). Øòðèõè îçíà÷àþò,
÷òî ïîçèöèîííûå ïàðàìåòðû, êàê è ïåðåìåííûå L′ , G′ , H ′ , ÿâëÿþòñÿ �ñðåäíè-
ìè�. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ïîçèöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ïî
êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì äåéñòâèÿ èçëîæåí â ëåêöèè 7 íà ñ.147 è ñ.148.

Îáîçíà÷èì K∗ = −α1 + K∗
2 è ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (234) ïîëó÷èì äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â íåñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòàõ:
d a′

d t
= +

∂ a′

∂L′
∂K∗

2

∂l′
+

∂ a′

∂G′
∂K∗

2

∂g′
+

∂ a′

∂H ′
∂K∗

2

∂h′
,

d (l′ + g′ + h′)
d t

= +
∂ α1

∂L′
+

∂ α1

∂G′ +
∂ α1

∂H ′ −
∂K∗

2

∂L′
− ∂K∗

2

∂G′ −
∂K∗

2

∂H ′ ,

d
[
e′ cos(g′ + h′)

]

d t
= +

d e′

d t
cos(g′ + h′) + e′ sin(g′ + h′)

(
∂K∗

∂G′ +
∂K∗

∂H ′

)
,

d
[
e′ sin(g′ + h′)

]

d t
= +

d e′

d t
sin(g′ + h′)− e′ cos(g′ + h′)

(
∂K∗

∂G′ +
∂K∗

∂H ′

)
,

d
[
δ′ cos h′

]

d t
= +

d δ′

d t
cos h′ + δ′ sin h′

∂K∗

∂H ′ ,

d
[
δ′ sin h′

]

d t
= +

d δ′

d t
sin h′ − δ′ cos h′

∂K∗

∂H ′ .

(236)

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò âåëè÷èíû α1 ïîëó÷åíû íà ñ.146 (ôîðìóëà (249)), ïðè÷¼ì
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ n0 , ν , µ , λ íàäî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëàì (186), (216), (224)
è (226) íà îñíîâå �ñðåäíèõ� çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ a′ , e′ , δ′ :

∂ α1

∂L′
=

n0

1− λ
,

∂ α1

∂G′ =
n0ν

1− λ
,

∂ α1

∂H ′ =
n0µ

1− λ
. (237)

Ïðîèçâîäíûå îò ïàðàìåòðîâ e′ è δ′ ïî âðåìåíè t ðàâíû
d e′

d t
= +

1

2 e′

(
∂ e′2

∂L′
∂K∗

2

∂l′
+

∂ e′2

∂G′
∂K∗

2

∂g′
+

∂ e′2

∂H ′
∂K∗

2

∂h′

)
,

d δ′

d t
= +

1

2 δ′

(
∂ δ′2

∂L′
∂K∗

2

∂l′
+

∂ δ′2

∂G′
∂K∗

2

∂g′
+

∂ δ′2

∂H ′
∂K∗

2

∂h′

)
.

(238)
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Ïðîñòàÿ ñâÿçü
ìåæäó îñêóëèðóþùèìè è �ñãëàæåííûìè� ïàðàìåòðàìè îðáèòû, îïðåäåëÿåìàÿ

ôîðìóëîé (233), äëÿ �íåñèíãóëÿðíûõ� ýëåìåíòîâ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a = a′ +
∂ a′

∂L′
∂S2

∂l′
+

∂ a′

∂G′
∂S2

∂g′
+

∂ a′

∂H ′
∂S2

∂h′
,

l + g + h = l′ + g′ + h′ − ∂S2

∂L′
− ∂S2

∂G′ −
∂S2

∂H ′ ,

e cos(g + h) = e′ cos(g′ + h′)

+ { e′, S2 } cos(g′ + h′)− e′ sin(g′ + h′) { g′ + h′, S2 },
e sin(g + h) = e′ sin(g′ + h′)

+ { e′, S2 } sin(g′ + h′) + e′ cos(g′ + h′) { g′ + h′, S2 },
δ cos h = δ′ cos h′ + { δ′, S2 } cos h′ − δ′ sin h′ {h′, S2 },
δ sin h = δ′ sin h′ + { δ′, S2 } sin h′ + δ′ cos h′ {h′, S2 },

(239)

ãäå ñêîáêè Ïóàññîíà ðàâíû [174]

{ e′, S2 } = +
1

2 e′

(
∂ e′2

∂L′
∂S2

∂l′
+

∂ e′2

∂G′
∂S2

∂g′
+

∂ e′2

∂H ′
∂S2

∂h′

)
,

{ g′ + h′, S2 } = − ∂S2

∂G′ −
∂S2

∂H ′ ,

{ δ′, S2 } = +
1

2 δ′

(
∂ δ′2

∂L′
∂S2

∂l′
+

∂ δ′2

∂G′
∂S2

∂g′
+

∂ δ′2

∂H ′
∂S2

∂h′

)
,

{h′, S2 } = − ∂S2

∂H ′ .

(240)

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
Â îïðåäåëåíèè ýëåìåíòàðíîãî ñëàãàåìîãî (193) (ñ. 108) ñäåëàåì çàìåíó: âìå-

ñòî sin i è cos i çàïèøåì, ñîîòâåòñòâåííî, ïàðàìåòðû îáîáù¼ííîé çàäà÷è äâóõ
íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ s′ (ñ.103) è α′ (ñ.121):

Xc = A ·
(a′

r0

)j1 · e′j2 · s′j3 · α′j4 · cos ϑ,

Xs = A ·
(a′

r0

)j1 · e′j2 · s′j3 · α′j4 · sin ϑ,

ϑ = k1l
′ + k2g

′ + k3h
′ + k4S⊕ + k5lM + k6l

′
S + k7FM + k8D + k9ΩM .

(241)

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì l′ , g′ , h′ îò ñëàãàåìûõ, âõîäÿ-
ùèõ â ðÿäû K∗

2 è S2 , îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Ïðîâåäèòå,
ïîæàëóéñòà, òàêîå âû÷èñëåíèå íà ïðèìåðå ýëåìåíòàðíîãî ñëàãàåìîãî (241).
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Ïðîèçâîäíûå ïî êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì äåéñòâèÿ L′ , G′ , H ′ ñëåäóåò âû-
÷èñëÿòü ïî ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, íàïðèìåð:

∂Xc

∂L′
=

∂Xc

∂a′
∂a′

∂L′
+

∂Xc

∂e′
∂e′

∂L′
+

∂Xc

∂s′
∂s′

∂L′
+

∂Xc

∂α′
∂α′

∂L′
,

∂s′

∂L′
=

∂s′

∂a′
∂a′

∂L′
+

∂s′

∂e′
∂e′

∂L′
+

∂s′

∂δ′
∂δ′

∂L′
,

∂α′

∂L′
=

∂α′

∂a′
∂a′

∂L′
+

∂α′

∂e′
∂e′

∂L′
+

∂α′

∂δ′
∂δ′

∂L′
,

∂Xc

∂a′
= j1

1

a′
Xc ,

∂Xc

∂e′
= j2

1

e′
Xc ,

∂Xc

∂s′
= j3

1

s′
Xc ,

∂Xc

∂α′
= j4

1

α′
Xc .

(242)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîãî èç ñëàãàåìûõ ôóíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ S2 íåîáõîäèìî
ïðîèíòåãðèðîâàòü Xc ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé � âðåìåíè t . Ðåçóëüòàò èíòå-
ãðèðîâàíèÿ èìååò âèä Xs/ϑ̇ . ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî L′ ðàâíà âûðàæåíèþ:

∂

∂L′

(
Xs

ϑ̇

)
=

1

ϑ̇

∂Xs

∂L′
− Xs

ϑ̇2

[
k1

∂

∂L′

(
n0

1− λ

)
+ k2

∂

∂L′

(
n0ν

1− λ

)
+ k3

∂

∂L′

(
n0µ

1− λ

)]
.

(243)
×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ëþáûõ ïàðàìåòðîâ îáîáù¼ííîé çàäà÷è äâóõ íåïî-

äâèæíûõ öåíòðîâ, s , α , n0 , ν , µ , λ , íàïðèìåð, ïî ïîçèöèîííûì ïåðåìåííûì
äëÿ êîíêðåòíûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé a , e , δ îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-
ìà, îáîáùàþùåãî ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ýéëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû. Êàæäîé âåëè÷èíå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìàññèâ èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ.
Ïåðâûé ýëåìåíò ìàññèâà ñîäåðæèò ÷èñëîâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, âòîðîé, òðåòèé
è ÷åòâ¼ðòûé ýëåìåíòû ñîäåðæàò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ïà-
ðàìåòðà ïî ïåðåìåííûì a , e , δ .

Çàïîëíèì ýëåìåíòû òð¼õ ìàññèâîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîçèöèîííûì ïåðåìåí-
íûì (a, 1, 0, 0) , (e, 0, 1, 0) , (δ, 0, 0, 1) , è íà÷í¼ì ñ óðàâíåíèÿ (137) (ñ.80). Îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü âûïîëíÿþò àëãîðèòìû, ðàáîòàþùèå
ñ ìàññèâàìè ÷èñåë (x0, x1, x2, x3) , (y0, y1, y2, y3) è (z0, z1, z2, z3) :

z0 = x0 + y0, | z0 = x0 · y0, | z0 = xb
0,

z1 = x1 + y1, | z1 = x1 · y0 + x0 · y1, | z1 = b · xb−1
0 · x1,

z2 = x2 + y2, | z2 = x2 · y0 + x0 · y2, | z2 = b · xb−1
0 · x2,

z3 = x3 + y3; | z3 = x3 · y0 + x0 · y3; | z3 = b · xb−1
0 · x3.

Ïîäñ÷èòàéòå, ïîæàëóéñòà, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ìàññèâà íåîáõîäèìî äëÿ ó÷¼òà
âñåõ íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêîâ.
(Ïîäñêàçêà: 1 + 3 + 6 + 10 + 15 ). Êàê â ýòîì ñëó÷àå áóäóò âûãëÿäåòü àëãîðèòìû
ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è âîçâåäåíèÿ â ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü?
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Ñåìèíàð 12. Ïðîáà ïåðà

Ïîðÿäîê äåéñòâèé.
Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 èçâåñòíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ �ñðåäíèõ�

ýëåìåíòîâ îðáèòû a′(t0) , e′(t0) , δ′(t0) , l′(t0) , g′(t0) , h′(t0) .
Ïî ôîðìóëàì (235) íàõîäèì íà÷àëüíûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ �íåñèíãóëÿðíûõ�

ïåðåìåííûõ â ìîìåíò âðåìåíè t0 .
Äàëåå ñ áîëüøèì øàãîì ïî âðåìåíè âûïîëíÿåì ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå

îñðåäí¼ííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â �íåñèíãóëÿðíûõ� ýëåìåíòàõ (236).
Íàõîæäåíèå ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïðàâûõ ÷àñòåé â ìîìåíò âðåìåíè t íà÷èíàåò-
ñÿ ñ ðàñ÷¼òà �ñãëàæåííûõ� ïàðàìåòðîâ îðáèòû e′(t) , δ′(t) , l′(t) , g′(t) , h′(t) ïî
ôîðìóëàì

e′(t) =
√[

e′ cos(g′ + h′)
]2

+
[
e′ sin(g′ + h′)

]2
,

δ′(t) =
√(

δ′ cos h′
)2

+
(
δ′ sin h′

)2
,

cos h′(t) =
δ′ cos h′

δ′(t)
,

sin h′(t) =
δ′ sin h′

δ′(t)
,

cos(g′(t) + h′(t)) =
e′ cos(g′ + h′)

e′(t)
,

sin(g′(t) + h′(t)) =
e′ sin(g′ + h′)

e′(t)
,

g′(t) = (g′(t) + h′(t))− h′(t) ,

l′(t) = (l′ + g′ + h′)− (g′(t) + h′(t)) .

(244)

Ïðè ðàñ÷¼òå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî èñ-
ïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ (237), (238), (251) è àëãîðèòìû, ïðåäñòàâëåííûå íà ñ.133.
Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé íàõîäÿòñÿ �ñðåäíèå� èëè �ñãëàæåííûå� ïàðàìåòðû îð-
áèòû íà çàäàííîì èíòåðâàëå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îñðåäí¼ííûõ óðàâíåíèé.

Íà îñíîâå �ñðåäíèõ� ïàðàìåòðîâ îðáèòû ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (239), (240),
(242), (243) íà ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè âíóòðè èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäå-
ëÿåì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ îñêóëèðóþùèõ �íåñèíãóëÿðíûõ� ýëåìåíòîâ:

a , l + g + h , e cos(g + h) , e sin(g + h) , δ cos h , δ sin h .

Îñêóëèðóþùèå ýëåìåíòû ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû e , δ , l , g , h âû÷èñëÿþòñÿ èç
ñîîòíîøåíèé, àíàëîãè÷íûõ ôîðìóëàì (244).

� 134�



Ïðîáà ïåðà

Ñâåòîâîå äàâëåíèå.
Âûðàæåíèå (163) (ñ. 94) çàïèøåì â âèäå:

Rr = −10−3 P0 r0

(
kr

As

ms

) ( r

r0

)[
A10 ·

(z

r

)
+ A11 ·

(x

r

)
+ B11 ·

(y

r

) ]
, (245)

ãäå âåëè÷èíû A10 , A11 , B11 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ Ñîëíöà

A10 =
(aE

rS

)2 (zS

rS

)
, A11 =

(aE

rS

)2 (xS

rS

)
, B11 =

(aE

rS

)2 (yS

rS

)
.

Â ôîðìóëó (245) âõîäÿò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ÷åòûð¼õ ôóíêöèé êîîðäèíàò ñïóò-
íèêà (159) (ñ.88). Àëãîðèòì âû÷èñëåíèé âåëè÷èí A10 , A11 , B11 èçëîæåí íà ñ.107.
Ïåðâûå ñëàãàåìûå âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

A10 = 0.39772158 · sin (FM −D + ΩM) + 0.01329539 · sin ( l′S + FM −D + ΩM) ,

A11 = 0.99986030 · cos(FM −D + ΩM) + 0.03342418 · cos ( l′S + FM −D + ΩM) ,

B11 = 0.91735389 · sin (FM −D + ΩM) + 0.03066608 · sin ( l′S + FM −D + ΩM) .

Íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè (245) ïðåäñòàâëåíû â òàáë.5. ×èñëîâûå

Òàáëèöà 5: Íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ
àìïë-äà ñòåïåíè ô-ÿ àðãóìåíòû

10−5 a e sin i cos i l g h S⊕ lM l′S FM D ΩM

+2.0913 +1 +1 0 +1 cos 0 +1 −1 0 0 0 +1 −1 +1
−2.0913 +1 +1 0 0 cos 0 +1 −1 0 0 0 +1 −1 +1
+2.0913 +1 +1 0 +1 cos 0 +1 +1 0 0 0 −1 +1 −1
+2.0913 +1 +1 0 0 cos 0 +1 +1 0 0 0 −1 +1 −1
−0.8677 +1 +1 +1 0 sin 0 +1 0 0 0 0 +1 −1 +1
+0.8677 +1 +1 +1 0 sin 0 +1 0 0 0 0 −1 +1 −1
−0.5785 +1 0 +1 0 sin +1 +1 0 0 0 0 −1 +1 −1
+0.5785 +1 0 +1 0 sin +1 +1 0 0 0 0 +1 −1 +1
+0.0698 +1 +1 0 0 cos 0 +1 +1 0 0 −1 −1 +1 −1
−0.0698 +1 +1 0 0 cos 0 +1 −1 0 0 +1 +1 −1 +1
+0.0698 +1 +1 0 +1 cos 0 +1 −1 0 0 +1 +1 −1 +1
+0.0698 +1 +1 0 +1 cos 0 +1 −1 0 0 −1 −1 +1 −1
+0.0289 +1 +1 +1 0 sin 0 +1 0 0 0 −1 −1 +1 −1
−0.0289 +1 +1 +1 0 sin 0 +1 0 0 0 +1 +1 −1 +1

çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû êàæäîãî ñëàãàåìîãî, ïðèâåä¼ííûå â ïåðâîé êîëîíêå, íå ñî-
äåðæàò ýìïèðè÷åñêèé ïàðàìåòð � ìíîæèòåëü ksat = kr

As

ms
.
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Òåíü Çåìëè.
Ôóíêöèþ (245), îáóñëîâëåííóþ äåéñòâèåì ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ, ñëåäóåò äîáà-

âèòü â âîçìóùàþùèé ãàìèëüòîíèàí (230).
Ïðè ðàñ÷¼òàõ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ýôôåêò, îáóñëîâëåííûé ïðîõîæäåíèåì

ñïóòíèêà â òåíè Çåìëè. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ çàõîäà â òåíü è âûõîäà
èç òåíè èçëîæåí, íàïðèìåð, â ëåêöèÿõ ïðîôåññîðà Â.Â.Íåñòåðîâà [119].

Ïóñòü ~r(t) è ~R¯(t′) � âåêòîðû ïîëîæåíèÿ îáúåêòà è Ñîëíöà îòíîñèòåëüíî
öåíòðà Çåìëè â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà. Êîîðäèíàòû Ñîëíöà ñëåäóåò âû÷èñëèòü
íà áîëåå ðàííèé ïî îòíîøåíèþ ê t ìîìåíò t′ ñ ó÷¼òîì âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ñâåòà. Ïåðåíåñ¼ì öåíòð ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ñïóòíèê è îïðåäåëèì êîñèíóñ óãëà
ìåæäó íàïðàâëåíèåì íà Ñîëíöå è íà öåíòð Çåìëè:

cos υ = − ~r(t) · (~R¯(t′)− ~r(t)
)

∣∣~r(t)
∣∣ ∣∣~R¯(t′)− ~r(t)

∣∣ .

Îáúåêò íàõîäèòñÿ â òåíè Çåìëè ïðè âûïîëíåíèè äâóõ íåðàâåíñòâ
cos υ > 0 ,

∣∣~r⊥
∣∣ < 6402 êì ,

ãäå ~r⊥ � ïåðïåíäèêóëÿð ê ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé Ñîëíöå è ñïóòíèê:

~r⊥ =
~r(t) + q ~R¯(t′)

1 + q
, q =

∣∣~r(t)
∣∣ cos υ∣∣~R¯(t′)− ~r(t)
∣∣−

∣∣~r(t)
∣∣ cos υ

.

Íà çàòåí¼ííîì ó÷àñòêå îðáèòû ñèëà ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ ðàâíà íóëþ. Àëãîðèòì
ó÷¼òà ýôôåêòà òåíè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîöåäóðå âíåñåíèÿ ïîïðàâîê â ÷èñëîâûå çíà-
÷åíèÿ êàê ñðåäíèõ, òàê è îñêóëèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ îðáèòû.

Â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îñðåäí¼ííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè-
íèìàþò âî âíèìàíèå âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåííûå ãàìèëüòîíèàíîì (230) (ñ.129) è
ôóíêöèåé (245). Íà èíòåðâàëå î÷åðåäíîãî øàãà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà-
õîäÿò âñå ñëó÷àè ïðîõîæäåíèÿ ñïóòíèêà â òåíè Çåìëè. Äëÿ êàæäîãî çàòåí¼ííîãî
ó÷àñòêà îðáèòû ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè (245) îïðåäåëÿþò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ èçìå-
íåíèé �íåñèíãóëÿðíûõ� ýëåìåíòîâ, îáóñëîâëåííûõ äåéñòâèåì ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ.
Âñå èçìåíåíèÿ ñóììèðóþò è ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ âû÷èòàþò èç ÷èñëîâûõ
çíà÷åíèé �íåñèíãóëÿðíûõ� ýëåìåíòîâ, ïîëó÷åííûõ íà êîíöå î÷åðåäíîãî øàãà ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèì ñïîñîáîì âûïîëíÿþò êîððåêöèþ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé äëÿ âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ îñðåäí¼ííûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ.

Ïîÿâèëîñü ëè ó Âàñ æåëàíèå ïðîäóìàòü è ïðåäëîæèòü àëãîðèòì âíåñåíèÿ
ïîïðàâîê, îáóñëîâëåííûõ ýôôåêòîì òåíè, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî ïî-
ëó÷èòü îöåíêè îñêóëèðóþùèõ �íåñèíãóëÿðíûõ� ýëåìåíòîâ îðáèòû â ëþáîé òî÷êå
î÷åðåäíîãî øàãà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ?
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Äåéñòâèå ïîðÿäêà.
Â õîäå ðàçðàáîòêè îñíîâíûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà áû-

ëî ñäåëàíî íåñêîëüêî äîïóùåíèé. Âîò íåêîòîðûå èç íèõ.
Ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè ãåîïîòåíöèàëà ó÷òåíû òîëüêî äî 13-ãî ïîðÿäêà è ñòå-

ïåíè (ñ.111). Ìîäåëè äâèæåíèÿ Ëóíû è Ñîëíöà áûëè çàìåíåíû ïðèáëèæ¼ííûìè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè ñ ÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè (ñ.89). Ðàçëîæåíèå
âîçìóùàþùåé ôóíêöèè âûïîëíåíî íà îñíîâå ôîðìóë êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷-
íîé îðáèòû (ñ.106). Ïðè ïîëó÷åíèè îñðåäí¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíà áûë âûïîëíåí
òîëüêî îäèí øàã ìåòîäà êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñ.130). Íåðàâåíñòâà, êîì-
áèíèðîâàííûå ñ âîçìóùåíèÿìè îò ñæàòèÿ Çåìëè, íå áûëè ïðèíÿòû âî âíèìàíèå.
Îñðåäí¼ííàÿ âîçìóùàþùàÿ ôóêöèÿ è êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå íåðàâåíñòâà ïîëó-
÷åíû â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

Ñäåëàåì î÷åðåäíîå äîïóùåíèå. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ýìïèðè÷åñêèé êîýôôèöè-
åíò óñêîðåíèÿ M̈ : l(t) = l(t)+M̈ ·(t−t0)

2 , ãäå l(t) � ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ñðåäíåé
àíîìàëèè. ×èñëåííîå çíà÷åíèå M̈ , êàê è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ýìïèðè÷åñêîãî ïà-
ðàìåòðà îòðàæåíèÿ ksat ñëåäóåò íàõîäèòü â ïðîöåññå îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ íà-
áëþäåíèé. Ñ ïîìîùüþ ýìïèðè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà óñêîðåíèÿ ìîæíî ÷àñòè÷íî
ó÷åñòü ýôôåêò, îáóñëîâëåííûé òîðìîæåíèåì â âåðõíåé àòìîñôåðå (ñ.85).

Äëÿ îáúåêòîâ èç ñïèñêà òàáë.2 (ñ.72) ïîäãîòîâüòå èçìåðåíèÿ òîïîöåíòðè÷å-
ñêèõ äàëüíîñòåé â ôîðìàòå �Quick Look�, îõâàòûâàþùèå èíòåðâàëû âðåìåíè îêîëî
îäíîãî ìåñÿöà. Ñ öåëüþ ïðîâåðêè ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ïðåäëàãàåìûõ
àëãîðèòìîâ ìîäåëè äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè ïðîâåäèòå îáðà-
áîòêó ïîäãîòîâëåííûõ Âàìè äàííûõ íàáëþäåíèé. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå
Âû ìîæåòå ïîëó÷èòü, ïðåäñòàâëåíû â òàáë.6. Â ñòîëáöàõ òàáëèöû èñïîëüçîâàíû

Òàáëèöà 6: Îáðàáîòêà èçìåðåíèé
Ñïóòíèê hmin Nsec Nsh ∆ρmin ∆ρmax ksat M̈

9306102 Ñòåëëà 800 1160 201084 -195.2 274.7 1.16 · 10−3 23.52 · 10−8

7501001 Ñòàðëåò 900 1086 191623 -208.7 209.8 8.16 · 10−3 9.26 · 10−8

8606101 Ýéäæèñàè 1500 1189 175526 -71.8 77.7 5.27 · 10−3 3.98 · 10−8

7603901 Ëàãåîñ 6000 1224 150842 -5.6 6.2 0.76 · 10−3 0.23 · 10−8

8900103 Ýòàëîí-1 19500 1127 43896 -11.1 12.7 1.03 · 10−3 �

ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Nsec � ÷èñëî ñëàãàåìûõ â îñðåäí¼ííîì ãàìèëüòîíèàíå K∗

2 ,
Nsh � ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ôóíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ S2 ,
∆ρmin è ∆ρmax � ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå íåâÿçêè â ìåòðàõ,
åäèíèöà èçìåðåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà M̈ � îáîðîòû/ñóòêè2 .
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�Ñòàöèîíàðíûå� ñïóòíèêè
ñîâåðøàþò ïðèáëèçèòåëüíî îäèí îáîðîò çà îäíè çåìíûå ñóòêè. Â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ìíîãèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿåìûìè îáúåêòàìè. Ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëü-
íûõ äâèãàòåëåé íåñêîëüêî ðàç â ãîä âûïîëíÿåòñÿ êîððåêöèÿ ñðåäíåãî äâèæåíèÿ
è óãëà íàêëîíåíèÿ îðáèòû ñïóòíèêà. Â ðåçóëüòàòå òàêèõ äåéñòâèé îáúåêò ïðî-
äîëæèòåëüíîå âðåìÿ íàõîäèòñÿ â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè Çåìëè è ñ òî÷íîñòüþ
äî íåñêîëüêèõ óãëîâûõ ìèíóò èìååò çàäàííóþ ãåîãðàôè÷åñêóþ äîëãîòó. Êîãäà
óïðàâëåíèå ïàðàìåòðàìè äâèæåíèÿ îáúåêòà ïðåêðàùàþò, íà÷èíàåòñÿ ýâîëþöèÿ
ýëåìåíòîâ îðáèòû ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííûõ ñèë è ñèë, âûçûâàåìûõ äàâëå-
íèåì ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ýâîëþöèè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåì-
ëè, íàõîäÿùèõñÿ íà �ñòàöèîíàðíûõ� îðáèòàõ, ïðèìåíèì ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêóþ
ìîäåëü.

Îäíèì èç òàêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ COMSTAR 4 (íîìåð 81018A ïî êàòàëîãó
ÊÎÑÏÀÐ). Îí áûë çàïóùåí íà �ñòàöèîíàðíóþ� îðáèòó â 1981 ãîäó è 20 ëåò îò-
ðàáîòàë â �òî÷êå ñòîÿíèÿ� íàä âîñòî÷íûì ïîáåðåæüåì Þæíîé Àìåðèêè. Ïîñëå
îêîí÷àíèÿ àêòèâíîé ñòàäèè ðàáîòû îáúåêò áûë ïåðåâåä¼í â îáëàñòü îðáèòû ñ
ãåîãðàôè÷åñêîé äîëãîòîé îêîëî 75◦ . Êàê Âû ïîëàãàåòå, çà÷åì?

Íà îñíîâå ñðåäíèõ ýëåìåíòîâ îðáèòû â ôîðìàòå �NORAD� (ñ.68) âû÷èñëèòå
íà÷àëüíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñïóòíèêà. Íà èíòåðâàëå âðåìåíè 55 ëåò âûïîëíèòå
÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå îñðåäí¼ííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ñ ó÷¼òîì óñêîðåíèé, îáóñëîâëåííûõ ãåîïîòåíöèàëîì, ïðèòÿæåíèåì Ëóíû è Ñîëí-
öà, ïðèëèâàìè óïðóãîé Çåìëè, ñâåòîâûì äàâëåíèåì è ýôôåêòîì òåíè. Â ïðîöåññå
èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëèòå ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà �ñòàöèîíàðíûé� îáúåêò ïå-
ðåñåêàåò ïëîñêîñòü ýêâàòîðà â âîñõîäÿùåì óçëå ñâîåé îðáèòû. Ýòî ñîáûòèå ïðî-
èñõîäèò îäèí ðàç â ñóòêè, ïî÷åìó?

Íà ðèñóíêå 5 (ñ.139) ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ îñêóëèðóþùèõ ýëåìåí-
òîâ îðáèòû è ãåîãðàôè÷åñêîé äîëãîòû ñïóòíèêà, âû÷èñëåííûõ â ìîìåíò ïðîõî-
æäåíèÿ âîñõîäÿùåãî óçëà. Ìîæåòå ëè Âû âûäåëèòü íà ãðàôèêàõ êîðîòêîïåðèî-
äè÷åñêèå âàðèàöèè ñ ïåðèîäàìè, íå ïðåâûøàþùèìè îäíèõ ñóòîê? Íàäî äóìàòü,
÷òî ìîæåòå, îñîáåííî â âàðèàöèÿõ áîëüøîé ïîëóîñè è ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû.

Ïîïûòàéòåñü îöåíèòü ïåðèîäû è àìïëèòóäû äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.
Ñîãëàñíû ëè Âû, ÷òî îäèí èç ïåðèîäîâ èçìåíåíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû áëèçîê
ê 11 ãîäàì, à ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà
ðàçëè÷àþòñÿ áîëåå ÷åì â 5 ðàç? Â ñëó÷àå ñ óãëîì íàêëîíåíèÿ ñèòóàöèÿ åù¼ áîëåå
èíòåðåñíàÿ: â ïðîäîëæåíèå 27 ëåò ýòîò ýëåìåíò îðáèòû óáûâàë îò 15 ãðàäóñîâ äî
ïî÷òè íóëåâîãî çíà÷åíèÿ, à çàòåì íà÷àë âîçðàñòàòü. Îáðàòèòå òàêæå âíèìàíèå íà
ñäâèã ïî ôàçå â âàðèàöèÿõ áîëüøîé ïîëóîñè è ãåîãðàôè÷åñêîé äîëãîòû.
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Ïðîáà ïåðà

áîëüøàÿ ïîëóîñü (êèëîìåòðû)

-

6

ýêñöåíòðèñèòåò

-

6

óãîë íàêëîíåíèÿ (ãðàäóñû)

-

6

ãåîãðàôè÷åñêàÿ äîëãîòà (ãðàäóñû)

-

6

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
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Ëåêöèÿ 6

Çàìå÷àíèÿ

Íåÿâíàÿ ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè è ìåæäó êîîðäèíàòàìè è âðåìåíåì ÿâëÿåò-
ñÿ îäíîé èç îñîáåííîñòåé çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè. Ýòî ïîä÷�åðêèâàåò À.Ïóàíêàðå
â ïðåäèñëîâèè ê ìåìóàðó [138].

Îïèñàíèå îñîáûõ, ðåçîíàíñíûõ äâèæåíèé íåáåñíûõ òåë ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çà-
äà÷åé íåáåñíîé ìåõàíèêè. Ñ çàïóñêîì èñêócñòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè ÷èñëî òà-
êèõ çàäà÷ ïîïîëíèëîñü ïðîáëåìîé �êðèòè÷åñêîãî� íàêëîíà. Ðåøåíèþ èõ â ñëó÷àå
áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ïîñâÿùåíû ñòàòüè Ñ.Í.ßøêèíà [190] è [191].

Ñðåäè ïåðâûõ òåîðèé äâèæåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñïóòíèêîâ ñëåäóåò îòìåòèòü ðà-
áîòû Ì.À.Âàøêîâüÿêà [44] è Ñ.Ã.Æóðàâë�åâà [82, 83].

Ðàçâèâàÿ ýòî íàïðàâëåíèå, Ñ.Ã.Æóðàâë�åâ ñîçäàë è îïóáëèêîâàë â ìîíîãðà-
ôèè [86] îðèãèíàëüíûé è äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ îñòðî-
ðåçîíàíñíûõ çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè.

Îñîáîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò ðàáîòû À.Ñ.Ñî÷èëèíîé [149, 150, 151] ïî ýâî-
ëþöèè îðáèòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ãåîñòàöèîíàðíûõ îáúåêòîâ è ñïóòíèêîâ íà îðáèòàõ
ñ êðèòè÷åñêèìè íàêëîíåíèÿìè.

Â èíòåðåñíîé ñòàòüå À.Ñ.Ñî÷èëèíîé è È.Ñ.Ãàÿçîâà [152] ïðåäëîæåí íîâûé
ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ ëóííî-ñîëíå÷íûõ âîçìóùåíèé. Îðèãèíàëüíûé ìåòîä ó÷�åòà
òàêèõ âîçìóùåíèé, ðåàëèçîâàííûé ïåðâîíà÷àëüíî Ì.À.Âàøêîâüÿêîì [45], ñóùå-
ñòâåííî óëó÷øèë À.À.Êàíòåð [90, 91]. Íåòðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ, ïðèíèìàþ-
ùàÿ âî âíèìàíèå ïðèòÿæåíèå Ëóíû è Ñîëíöà, ïîñòðîåíà Â.Ï.Äîëãà÷�åâûì [70, 71].
Ýòà òåîðèÿ âåñüìà êîìïàêòíà è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà íà íåáîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

Îöåíêà âëèÿíèÿ íåñôåðè÷íîñòè Ëóíû íà äâèæåíèå ÈÑÇ âûïîëíåíà â ñòàòüÿõ
Ñ.Í.Âàøêîâüÿê [53] è Í.À.Ñîðîêèíà [147].

Â öèêëå ðàáîò Å.Í.Ïîëÿõîâîé ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû âîçìóùåíèÿ â äâèæå-
íèè ñïóòíèêà, îáóñëîâëåííûå ñâåòîâûì äàâëåíèåì. Ïðåêðàñíûé îáçîð ðåçóëüòà-
òîâ îïóáëèêîâàí â ñïåöèàëüíîì èçäàíèè [135].

Äèôôåðåíöèàëüíîìó èñïðàâëåíèþ îðáèò è ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
ïîñâÿùåíû îòäåëüíûå ãëàâû â êíèãå Ä.Áðàóýðà è Äæ.Êëåìåíñà [38]. Ìíîãî
èíòåðåñíûõ, ïîëåçíûõ è ïîó÷èòåëüíûõ äåòàëåé ñîäåðæèòñÿ â áîëüøîé ðàáîòå
Å.Ì.Ãàïîøêèíà [58]. Â ìîíîãðàôèè [67] Â.Ñ.Ãóáàíîâ äà�åò èçëîæåíèå ìàòåðèàëà
â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîâðåìåííûì óðîâíåì íàóêè è òåõíèêè.

Ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè íàáëþäåíèé èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè ñîäåðæàò-
ñÿ â ðàáîòàõ Å.Ï.Àêñ¼íîâà, Ñ.Í.Âàøêîâüÿê è Í.Â.Åìåëüÿíîâàà [15, 16].

Çàìå÷àòåëüíàÿ ìîíîãðàôèÿ [184] ñîçäàíà Ï.Å.Ýëüÿñáåðãîì íà îñíîâå îãðîìíî-
ãî îïûòà ôèëüòðàöèè íàâèãàöèîííûõ èçìåðåíèé.
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Ëåêöèÿ 7. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Ïàðàìåòðû αk è βk . � Êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû Ak è Bk . �
Âû÷èñëåíèå âåëè÷èí A1 , A2 . � Ýëåìåíòû L , G , H , l , g ,
h . � ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå. � �Áûñòðûå� è �ìåäëåííûå� ïå-
ðåìåííûå.

Íà ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ áûëî ïîäðîáíî èçó÷åíî ïðîìåæóòî÷íîå
äâèæåíèå èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà. Áûëà ðàññìîòðåíà êà÷åñòâåííàÿ
êàðòèíà äâèæåíèÿ, ââåäåíû ýëåìåíòû ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû è ïî-
ëó÷åíû âñå íåîáõîäèìûå ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëÿòü ïîëî-
æåíèå ñïóòíèêà è åãî ñêîðîñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè.
Â íàñòîÿùåé ëåêöèè áóäóò ðàññìîòðåíû ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ ïåðå-
ìåííûõ äåéñòâèå�óãîë è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â êàíîíè÷å-
ñêîé ôîðìå, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàõîäèòü âîçìóùåíèÿ, íå ïðèíÿòûå
âî âíèìàíèå ïðè ïîñòðîåíèè ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.

Ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî èìååò ìåñòî â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùå-
íèé, ìû ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ çà èñêîìûå
ôóíêöèè ïðèìåì ýëåìåíòû ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæåíèÿ. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â âîçìóù¼ííîì äâèæåíèè êîîðäèíàòû
è ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè ñïóòíèêà îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ïðî-
ìåæóòî÷íîãî äâèæåíèÿ, â êîòîðûõ ýëåìåíòû îðáèòû íå ÿâëÿþòñÿ
ïîñòîÿííûìè, à ñóòü íåêîòîðûå ôóíêöèè âðåìåíè.

Ïóñòü âîçìóùàþùèå ñèëû èìåþò ñèëîâóþ ôóíêöèþ R , òîãäà ïî-
òåíöèàë çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü êàê ñóììó W + R , ãäå W � ñè-
ëîâàÿ ôóíêöèÿ îáîáù�åííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ. Â
íåâîçìóù�åííîì äâèæåíèè R = 0 , ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ è ñèñòå-
ìà èìååò îáùèé èíòåãðàë (107), çàâèñÿùèé îò øåñòè ïðîèçâîëüíûõ
ïîñòîÿííûõ

α1, α2, α3, β1, β2, β3.

Â âîçìóù�åííîì äâèæåíèè ýòè âåëè÷èíû ñòàíóò ôóíêöèÿìè âðåìåíè,
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óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì:
dαk

dt
=

∂R

∂βk
,

dβk

dt
= − ∂R

∂αk
, (k = 1, 2, 3).

Ïàðàìåòðû αk è βk àíàëîãè÷íû êàíîíè÷åñêèì ýëåìåíòàì ßêîáè â
êåïëåðîâñêîì äâèæåíèè. Èçâåñòíî, ÷òî ýëåìåíòû ßêîáè íå ÿâëÿþòñÿ
óäîáíûìè ïåðåìåííûìè ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé âîçìóù�åííîãî äâè-
æåíèÿ. Èõ íåäîñòàòîê çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîÿâëÿþòñÿ ñìåøàííûå ÷ëåíû, òî åñòü
÷ëåíû âèäà t sin γt , ãäå γ � ïîñòîÿííàÿ. Ïî àíàëîãè÷íûì ïðè÷èíàì
ýëåìåíòû αk è βk íåîáõîäèìî çàìåíèòü äðóãèìè, áîëåå óäîáíûìè
êàíîíè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè. Â òåîðèè êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ òà-
êèìè ýëåìåíòàìè ñëóæàò ýëåìåíòû Äåëîíå. Â íàøåì ñëó÷àå çàäà÷à
ñóùåñòâåííî îñëîæíÿåòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ
ïðîìåæóòî÷íàÿ îðáèòà õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ ÷àñòîòàìè, â òî âðåìÿ
êàê êåïëåðîâñêàÿ îðáèòà çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé ÷àñòîòû. Çàäà÷à,
òåì íå ìåíåå, è çäåñü óñïåøíî ðàçðåøàåòñÿ, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îá-
ùåé òåîðèåé óñëîâíî�ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, ïðåêðàñíî ðàçâèòîé
â êíèãå Ê.Øàðëüå [181].

Ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ A1 , A2 , A3 îïðåäåëèì ôîðìóëàìè

A1 =
1

π

ξ2∫

ξ1

√
Φ(ξ)dξ

ξ2 + c2
, A2 =

1

π

η2∫

η1

√
F (η)dη

1− η2
, A3 = α3, (246)

ãäå Φ(ξ) è F (η) äàþòñÿ ðàâåíñòâàìè (105), ξ1 è ξ2 � êîðíè ìíîãî-
÷ëåíà Φ(ξ) , ìåæäó êîòîðûìè èçìåíÿåòñÿ êîîðäèíàòà ξ , à η1 è η2 �
êîðíè ìíîãî÷ëåíà F (η) , ëåæàùèå â ïðîìåæóòêå [−1, +1] .

Âòîðóþ ãðóïïó ýëåìåíòîâ � ïåðåìåííûå óãîë B1 , B2 , B3 , ñî-
ïðÿæ�åííûå ïåðåìåííûì äåéñòâèÿ A1 , A2 , A3 , îïðåäåëèì ôîðìó-
ëàìè

B1 =
∂S

∂A1
, B2 =

∂S

∂A2
, B3 =

∂S

∂A3
,
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ãäå S � âûðàæåíèå (104), â êîòîðîì α1 , α2 , α3 ñ÷èòàþòñÿ ôóíêöè-
ÿìè A1 , A2 , A3 .

Òðè ïåðâûõ óðàâíåíèÿ îáùåãî èíòåãðàëà (106) òåïåðü ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå




t + β1

β2

β3


 =




∂A1

∂α1

∂A2

∂α1

∂A3

∂α1

∂A1

∂α2

∂A2

∂α2

∂A3

∂α2

∂A1

∂α3

∂A2

∂α3

∂A3

∂α3







B1

B2

B3


 .

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (104), (107) è (246), ñðàçó ïîëó÷àåì ôîðìóëû
äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂A1

∂α1
= +

1

π

ξ2∫
ξ1

ξ2dξ√
Φ(ξ)

,
∂A2

∂α1
=

1

π

η2∫
η1

c2η2dη√
F (η)

,

∂A1

∂α2
= −1

π

ξ2∫
ξ1

α2dξ√
Φ(ξ)

,
∂A2

∂α2
=

1

π

η2∫
η1

α2dη√
F (η)

,

∂A1

∂α3
= −1

π

ξ2∫
ξ1

c2α3dξ

(ξ2 + c2)
√

Φ(ξ)
,

∂A2

∂α3
=

1

π

η2∫
η1

α3dη

(1− η2)
√

F (η)
.

Âçÿòèå èíòåãðàëîâ, ñòîÿùèõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ êàæäîãî èç ðàâåíñòâ,
ñîñòàâëÿëî ïðåäìåò äâóõ ïðåäûäóùèõ ëåêöèé. Ó÷èòûâàÿ ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ, èìååì

∂A1

∂α1
=

1 + γ0

n0
,

∂A2

∂α1
=

γ′0
n0

,
∂A3

∂α1
= 0,

∂A1

∂α2
= −α2

σ̄2

2

π
K(k̄2),

∂A2

∂α2
=

α2

σ1

2

π
K(k1),

∂A3

∂α2
= 0,

∂A1

∂α3
= −α′0,

∂A2

∂α3
= −(1 + β0),

∂A3

∂α3
= 1.

Îáðàùåíèå ìàòðèöû ïðèâîäèò ê ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì îò ïàðàìåò-
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ðîâ αk ïî ýëåìåíòàì Ak :

∂α1

∂A1
=

1

∆

α2

σ1

2

π
K(k1),

∂α1

∂A2
=

1

∆

α2

σ̄2

2

π
K(k̄2),

∂α1

∂A3
=

1

∆

[
α2

σ̄2

2

π
K(k̄2) (1 + β0) +

α2

σ1

2

π
K(k1) α′0

]
,

∂α2

∂A1
= − 1

∆

γ′0
n0

,

∂α2

∂A2
=

1

∆

1 + γ0

n0
,

∂α2

∂A3
=

1

∆

[
1 + γ0

n0
(1 + β0)− γ′0

n0
α′0

]
,

∆ =
α2

σ1

2

π
K(k1)

1− λ

n0
.

Âûðàæåíèÿ (246) ïåðåïèøåì â âèäå

A1 =
1

π

ξ2∫

ξ1

Φ(ξ)dξ

(ξ2 + c2)
√

Φ(ξ)
, A2 =

1

π

η2∫

η1

F (η)dη

(1− η2)
√

F (η)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ÿâíûé âèä ôóíêöèé Φ(ξ) , F (η) (105) è ñðàâíèâàÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (107), çàìå÷àåì, ÷òî ïî÷òè
âñå èíòåãðàëû, êðîìå äâóõ íîâûõ, íàì óæå èçâåñòíû:

A1 =
2α1

n0
(1 + γ0)− α2

2

σ̄2

2

π
K(k̄2)− α′0α3 +

1

π
2fm

ξ2∫
ξ1

ξ dτ,

A2 =
α2

2

σ1

2

π
K(k1) +

2α1

n0
γ′0 − (1 + β0)α3 − 1

π
2fmc σ

η2∫
η1

η dτ.
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Èç ôîðìóë (108), (179), (180), (221), (222) è (224) ñëåäóåò, ÷òî

A1 =
fm√−2α1

(1− γ0)− α2
2

σ̄2

2

π
K(k̄2)− α′0α3 + Iξ,

A2 =
α2

2

σ1

2

π
K(k1)− fm√−2α1

γ′0 − (1 + β0)α3 − Iη,

ãäå

Iξ =
2fm√−2α1

1

π

J∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!

π∫
0

(
a

ξ

)n−1 (
2p

a
− p2 + q2

a2

a

ξ

)n
a

ξ
dE,

Iη =
2fmcσ

σ1

1

π

π/2∫
−π/2

−s cos ϕ̃ + γ

1− d cos ϕ̃

1√
1− k2

1 cos2 ϕ̃
dϕ̃.

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ Iξ è Iη íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ óìíî-
æåíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îòíîñèòåëüíî cos ψ è cos ϕ̃ ñî-
îòâåòñòâåííî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ÷èñëî π

â çíàìåíàòåëå ñîêðàùàåòñÿ.
Ñîãëàñíî òåîðèè êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ Ak è Bk áóäóò èìåòü âèä
dAk

dt
=

∂(−α1 + R)

∂Bk
,

dBk

dt
= −∂(−α1 + R)

∂Ak
, (k = 1, 2, 3).

Êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû Ak è Bk ñâîáîäíû îò òîãî íåäîñòàòêà, êî-
òîðûé èìåþò ïåðâîíà÷àëüíûå ýëåìåíòû αk è βk . Â ïðîìåæóòî÷íîì
äâèæåíèè îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç óãëîâûõ ïåðåìåííûõ Bk êîîðäè-
íàòû ñïóòíèêà áóäóò ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïåðèîäîì 2π .

Ââåä�åì íîâûå ýëåìåíòû L , G , H , l , g , h ïî ôîðìóëàì
L = A1 + A2 + A3, l = B1,

G = A2 + A3, g = B2 − B1,

H = A3, h = B3 − B2.

Ïîñêîëüêó, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,
3∑

i=1

AidBi − (Ldl + Gdg + Hdh) = 0,
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òî íîâûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè, è äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, èõ îïðåäåëÿþùèå, èìåþò âèä

dL

dt
= +

∂K

∂l
,

dG

dt
= +

∂K

∂g
,

dH

dt
= +

∂K

∂h
,

dl

dt
= −∂K

∂L
,

dg

dt
= −∂K

∂G
,

dh

dt
= −∂K

∂H
,





(247)

ãäå K = −α1 + R � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ L , G , H

èìååì ôîðìóëû

L =
fm√−2α1

(1 + λ) + νG + µH + Iξ − (1 + ν)Iη,

G =
α2

2

σ1

2

π
K(k1)− fm√−2α1

γ′0 − β0H − Iη,

H = α3,





(248)

ãäå ν, µ, γ′0, β0, λ, Iξ, Iη � âåëè÷èíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñè-
òåëüíî ñæàòèÿ. Åñëè ïðèðàâíÿòü íóëþ ïàðàìåòðû c è σ îáîáù�åííîé
çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ, òî, êàê íåòðóäíî âèäåòü,

L =
√

fma, G =
√

fma(1− e2), H =
√

fma(1− e2) cos i,

òî åñòü ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû ýëåìåíòàì Äåëîíå êåïëå-
ðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ α1 , α2 , α3

ïî ïåðåìåííûì äåéñòâèÿ L , G , H ïðèíèìàþò âèä
∂α1

∂L
=

n0

1− λ
,

∂α2

∂L
= − 1

∆

γ′0
n0

,
∂α3

∂L
= 0,

∂α1

∂G
=

n0ν

1− λ
,

∂α2

∂G
= +

1

∆

1 + γ0 + γ′0
n0

,
∂α3

∂G
= 0,

∂α1

∂H
=

n0µ

1− λ
,

∂α2

∂H
= +

1

∆

(1 + γ0)β0 − γ′0α
′
0

n0
,

∂α3

∂H
= 1.





(249)
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Ïåðâîå ïîëåçíîå ñâîéñòâî ñîâîêóïíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ (249) ïðîÿâëÿåòñÿ â àëãîðèòìå âû÷èñëåíèÿ íàáîðîâ âåëè÷èí a ,
e , δ è 2α1 , α2

2 , α3 íà îñíîâå èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ýëåìåí-
òîâ L , G , H . Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì L1 = L , L2 = G , L3 = H .
Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåì

(α1)0 = −1

2

(
fm

L1

)2

, (α2)0 = L2, (α3)0 = L3.

Äàëåå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé íà îñíîâå óðàâíåíèé
(137)-(142) íàõîäèì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí (a)0 , (e)0 , (δ)0 , à
çàòåì, òàêæå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåì
äðóãèå ïàðàìåòðû çàäà÷è: ýëåìåíòû (L)0 , (G)0 è ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå îò âåëè÷èí α1 , α2 ïî ýòèì ýëåìåíòàì. Óòî÷í�åííûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ íàõîäèì ïî ôîðìóëå ëèíåéíûõ ðàçíîñòåé

αj = (αj)0 +
2∑

i=1

∂αj

∂Li

[
Li − (Li)0

]
, j = 1, 2. (250)

Ïðîöåññ ñõîäèòñÿ î÷åíü áûñòðî, çà äâå � òðè èòåðàöèè.
Âòîðîå ïîëåçíîå ñâîéñòâî ñîîòíîøåíèé (249) òîæå äîñòàòî÷íî î÷å-

âèäíî. Ñ èõ ïîìîùüþ âûïîëíÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîçèöèîí-
íûõ ïàðàìåòðîâ a , e , δ ïî êàíîíè÷åñêèì ýëåìåíòàì äåéñòâèÿ L ,
G , H . Àëãîðèòì ñîñòîèò èç òð�åõ øàãîâ. Âíà÷àëå íàäî ïðîäèôôå-
ðåíöèðîâàòü êàæäóþ èç ôîðìóë (137), (138), (139) ïî ÿâíî âõîäÿùèì
âåëè÷èíàì a , e2 , δ2 è âû÷èñëèòü ìàòðèöó



∂α1

∂a

∂α1

∂e2

∂α1

∂δ2

∂α2

∂a

∂α2

∂e2

∂α2

∂δ2

∂α3

∂a

∂α3

∂e2

∂α3

∂δ2




.

×èñëåííîå îáðàùåíèå ýòîé ìàòðèöû äàñò çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ îò ïàðàìåòðîâ a , e2 , δ2 ïî α1 , α2 , α3 , è, íàêîíåö, ÷èñëåí-
íûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî êàíîíè÷åñêèì ýëåìåíòàì ïîëó÷àåì â
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Ëåêöèÿ 7

ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèé
∂a

∂Lj
=

3∑
k=1

∂a

∂αk

∂αk

∂Lj
,

∂e2

∂Lj
=

3∑
k=1

∂e2

∂αk

∂αk

∂Lj
,

∂e

∂Lj
=

1

2 e

∂e2

∂Lj
,

∂δ2

∂Lj
=

3∑
k=1

∂δ2

∂αk

∂αk

∂Lj
,

∂δ

∂Lj
=

1

2 δ

∂δ2

∂Lj
.

(251)

Óñòàíîâèì òåïåðü çàâèñèìîñòü ìåæäó óãëîâûìè ýëåìåíòàìè.
Ïðè R = 0 , òî åñòü â ñëó÷àå ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæåíèÿ, èç óðàâ-
íåíèé (247) è (249) íàõîäèì

l =
n0

1− λ
(t− t0) + l0(t0),

g =
n0ν

1− λ
(t− t0) + g0(t0),

h =
n0µ

1− λ
(t− t0) + h0(t0),

(252)

ãäå l0(t0) , g0(t0) , h0(t0) � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, â ïðîìåæóòî÷íîì äâèæåíèè âðåìÿ t âõîäèò â ÿâíîì âèäå â
ôîðìóëó (227). Åñëè ïîëîæèòü

M̃0 = l0(1− λ), g0 = ω̃0 + νl0, h0 = Ω̃0 + µl0,

òî ñîîòíîøåíèÿ (227), (185) , (217) ïðèíèìàþò âèä

l = E − e∗ sin E − λ(ψ − l) +
2J∑
i=1

(
γp

i sin iψ + γf
i sin iϕ̃

)
,

ϕ̃ = ψ + g + ν(ψ − l) +
J∑

j=1

(κ2j sin 2jψ + κ̄2j sin 2jϕ̃) ,

Ω̃ = h + µ(ψ − l) +
2J∑
i=1

(
αp

i sin iψ + βf
i sin iϕ̃

)
.





(253)

Íàçîâ¼ì àíîìàëèñòè÷åñêèì ïåðèîäîì ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæ-
äó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè êàñàíèÿìè âíåøíåãî (âíóòðåííåãî) ýë-
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Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

ëèïñîèäà. Çà àíîìàëèñòè÷åñêèé ïåðèîä óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ ψ èç-
ìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó 2π ðàäèàí. Äðàêîíè÷åñêèì ïåðèîäîì íàçîâ¼ì
ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿ-
ìè ñïóòíèêîì ïëîñêîñòè z = c σ . Ýòîìó ïðîìåæóòêó âðåìåíè áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü èçìåíåíèå óãëîâîé ïåðåìåííîé ϕ̃ íà âåëè÷èíó 2π .
Íàçîâ¼ì ñèäåðè÷åñêèì ïåðèîäîì ïðîìåæóòîê âðåìåíè, â òå÷åíèå êî-
òîðîãî äîëãîòà w âîçðàñòàåò íà 2π ðàäèàí. Âñå òðè ïåðèîäà èçìåíÿ-
þòñÿ îò îáîðîòà ê îáîðîòó, ïîäâåðãàÿñü ìàëûì ïåðèîäè÷åñêèì êîëå-
áàíèÿì. Îäíàêî åñëè ïðåíåáðå÷ü ýòèìè ìàëûìè êîëåáàíèÿìè, òî ìû
ïîëó÷èì íåêîòîðûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äëÿ ýòèõ ïåðèîäîâ, êîòîðûå è
áóäóò õàðàêòåðèçîâàòü äâèæåíèå ñïóòíèêà íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ
âðåìåíè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ââåä¼ì ñðåäíåå àíîìàëèñòè÷åñêîå
äâèæåíèå n1 , ñðåäíåå äðàêîíè÷åñêîå äâèæåíèå n2 è ñðåäíåå ñèäåðè-
÷åñêîå äâèæåíèå n3 ïî ôîðìóëàì

n1 =
n0

1− λ
, n2 =

n0 (1 + ν)

1− λ
, n3 =

n0 (1 + ν + µ)

1− λ
.

Âåëè÷èíû n1 , n2 , n3 â èçâåñòíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿþò õàðàêòåð
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Åñëè n1 , n2 , n3 íåñîèçìåðèìû, òî òðàåêòîðèÿ
ñïóòíèêà áóäåò âñþäó ïëîòíî çàïîëíÿòü îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâè-
æåíèÿ. Êàðòèíà èçìåíÿåòñÿ, åñëè îòíîøåíèÿ ýòèõ ïîñòîÿííûõ ÿâëÿ-
þòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Â ýòîì ñëó÷àå îðáèòà ñïóòíèêà áóäåò
çàìêíóòîé êðèâîé, à åãî äâèæåíèå � ïåðèîäè÷åñêèì.

Ïåðèîä èçìåíåíèÿ óãëîâîé ïåðåìåííîé l ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì àíî-
ìàëèñòè÷åñêèì ïåðèîäîì. Ïåðèîäû èçìåíåíèÿ âåëè÷èí g è h , ïî-
êðàéíåé ìåðå, â 1000 ðàç áîëüøå. Èíîãäà l íàçûâàþò �áûñòðîé�, à g

è h � �ìåäëåííûìè� ïåðåìåííûìè. Â ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòå ó÷òåíà
ñàìàÿ ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ñèëîâîé ôóíêöèè. Âîçìóùàþùàÿ ôóíê-
öèÿ R ïðîïîðöèîíàëüíà âòîðîé ñòåïåíè ìàëîãî ïàðàìåòðà � ñæàòèÿ
Çåìëè. Äâà ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâà ïîçâîëÿþò ïðè ðåøåíèè êàíîíè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (247) óñïåøíî ïðèìå-
íÿòü ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé.
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Ñåìèíàð 13. Çîâ íåñáûâøåãîñÿ

Ëàãåîñ êëóá.
Èñêóññòâåííûå ñïóòíèêè Çåìëè � íàñòîÿùàÿ ëàáîðàòîðèÿ ìåòîäîâ íåáåñíîé

ìåõàíèêè, àñòðîìåòðèè è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Îòìåòèì îñíîâíûå îòëè-
÷èÿ îò äðóãèõ íåáåñíûõ îáúåêòîâ. Ýòî è ðàçíîîáðàçèå ïîçèöèîííûõ ïàðàìåòðîâ
îðáèò � áîëüøèõ ïîëóîñåé, ýêñöåíòðèñèòåòîâ è óãëîâ íàêëîíåíèé, è âîçìóùàþ-
ùèå ôàêòîðû ñàìîé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, îò ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ àòìîñôåðû äî
ñèëû ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ è ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåò.

Âîò óæå áîëåå òðèäöàòè ëåò ñåòü íàáëþäàòåëüíûõ ñòàíöèé, ðàñïîëîæåííûõ íà
âñåõ êîíòèíåíòàõ, ïðîâîäèò èçìåðåíèÿ íàêëîííîé äàëüíîñòè äî èñêóññòâåííîãî
ñïóòíèêà Çåìëè Ëàãåîñ ñ ïîìîùüþ ëàçåðíîé òåõíèêè. Ñ 1992 ãîäà ñðåäè îáúåêòîâ
íàáëþäåíèé ïîÿâèëñÿ åù¼ îäèí ãåîäèíàìè÷åñêèé ñïóòíèê � Ëàãåîñ-2. Ëàçåðíûå
óñòàíîâêè ñïîñîáíû èçìåðÿòü òîïîöåíòðè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ ñ îøèáêîé îò îäíî-
ãî äî äåñÿòè ñàíòèìåòðîâ ïðè âåëè÷èíå ñàìèõ ðàññòîÿíèé áîëåå òûñÿ÷è êèëî-
ìåòðîâ. Òàêîé óíèêàëüíûé íàáëþäàòåëüíûé ìàòåðèàë ïðèâëåêàë è ïðèâëåêàåò
âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé.

Âåäóùèå ñïåöèàëèñòû àñòðîíîìè÷åñêèõ èíñòèòóòîâ ìíîãèõ ñòðàí èìåþò áûñò-
ðûé è óäîáíûé äîñòóï ê íàêàïëèâàþùåéñÿ èíôîðìàöèè, êàê ïåðâè÷íîé � �ñûðûå�
íàáëþäåíèÿ è îñðåäí¼ííûå �íîðìàëüíûå� òî÷êè, òàê è íàó÷íîé � óëó÷øåííûå ìî-
äåëè äëÿ îïèñàíèÿ äåéñòâóþùèõ ôàêòîðîâ è íîâûå ñòàíäàðòíûå ñîãëàøåíèÿ. Ó÷¼-
íûå âñòðå÷àþòñÿ íà êîíôåðåíöèÿõ è âûñòóïàþò ñ âàæíûìè äîêëàäàìè. Ðåçóëü-
òàòû àíàëèçà íàáëþäåíèé, èçëàãàåìûå â âûñòóïëåíèÿõ, èìåþò ÿðêî âûðàæåííóþ
�âûåçäíóþ íàïðàâëåííîñòü� è ðàç çà ðàçîì âûãëÿäÿò âñ¼ áîëåå ñîâåðøåííûìè, òî
åñòü àäåêâàòíî ïðåäñòàâëÿþùèìè î÷åðåäíóþ ïîðöèþ èçìåðèòåëüíûõ äàííûõ.

Ïàêåòû âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì èìåþò ìíîãî îáùåãî. Âñå îíè îñíîâàíû íà
÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà è âåäóùèì àëãîðèò-
ìîì, çà ðåäêèì èñêëþ÷åíèåì, âûñòóïàåò ìåòîä ïðîôåññîðà Ýâåðõàðòà [208]. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïîëîæåíèé âîçìóùàþùèõ òåë, Ëóíû è Ñîëíöà, èñïîëüçóþò ñîâðåìåí-
íûå ÷èñëåííûå ìîäåëè äâèæåíèÿ áîëüøèõ ïëàíåò � ýôåìåðèäû â ôîðìå êîýôôè-
öèåíòîâ àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà. Îáÿçàòåëüíûìè óëó÷øàåìû-
ìè ïàðàìåòðàìè ïðè ôèëüòðàöèè íàáëþäåíèé ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
ÿâëÿþòñÿ äâà òð¼õìåðíûõ âåêòîðà ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè îáúåêòà â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè, íå ïîääàþùèåñÿ ìîäåëèðîâàíèþ ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò îò-
ðàæåíèÿ è êîýôôèöèåíò ýìïèðè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ, ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ Çåìëè
è êîîðäèíàòû ñòàíöèé íàáëþäåíèé. Çà ýòèìè ñòðîãèìè ñòàíäàðòíûìè ãðàíèöà-
ìè îñòà¼òñÿ åù¼ áîëüøîé ïðîñòîð äëÿ òâîð÷åñêîé ôàíòàçèè, è ó÷¼íûå íåóñòàííî
ïîêàçûâàþò å¼ â ñâîèõ äîêëàäàõ.
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Software Lenta.
Ladies and Gentlemån, may I introduce myself? My name is Lenta.

I am a Software. I have been created by unknown Astronomer with the
only purpose to help one who wants for analyse artificial satellite's
Observations. If you have a file with Lageos laser measurements I can
say it is that I like. I hope you have. Let us begin our process.

1. The First Programm for Run is PCM.EXE .
---- ----

Programm PCM -> to construct a Theory
You deal with the Satellite LAGEOS 7603901

now are 7231 short periodic terms limitation is 1.00E-10
now are 2656 long periodic terms limitation is 1.00E-16

2. The Second Programm for Run is PCME.EXE
----- ----

You deal with observations of the Satellite : 7603901
there are observations for January of 1990 year
4978 Observations on 18 Stations

in Interval from 47893.01 to 47922.94 in MJD

3. The Third Programm for Run is PCML.EXE
----- ----

The short periodic perturbations are calculated.

4. The Fourth Programm for Run is PCMLDOI.EXE
-------- ----

The results of LAGEOS Data processing
are presented in the next Table

Epoch Xpol Ypol LOD sigmaX sigmaY sigmaLOD sigmaRo
47894.00 -.13587 .16955 .001674 .000151 .000292 .0000128 .036
47899.00 -.14459 .18357 .001648 .000126 .000160 .0000078 .035
47904.00 -.15585 .19662 .001457 .000110 .000138 .0000072 .034
47909.00 -.16455 .21103 .001567 .000117 .000138 .0000083 .040
47914.00 -.17808 .22696 .001726 .000128 .000181 .0000127 .039
47919.00 -.18775 .24431 .001909 .000217 .000268 .0000104 .036

5. The Fifth Programm for Run is PCMLDOIS.EXE
--------- ----

mean Epoch for data is equal 47907 in MJD or 16.01.1990
dimensions of matrix to inverse is : 80 * 80
station 7835 : 1280 observations on 70 passages , fixed coordinates
corrections to station coordinates sigma
station d(X) d(Y) d(Z) X Y Z obs pass

7810 -.003 -.001 .000 .004 .005 .003 509 34
7840 -.002 -.001 -.001 .008 .007 .005 138 16
7090 .008 .000 -.007 .005 .005 .004 418 23
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Ïîëîæèòåëüíûé îïûò.
Ïåðâûé âçãëÿä íà òàáë.6 (ñ.137) ñ ðåçóëüòàòàìè îáðàáîòêè ëàçåðíûõ íàáëþäå-

íèé ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ äîëæåí áûë ñèëüíî ðàçî÷àðîâàòü Âàñ. Âòîðîé âçãëÿä �
òîæå. Íà èíòåðâàëå îäèí ìåñÿö íåâÿçêè äîñòèãàþò äâóõñîò ìåòðîâ.

Ïîñòàðàéòåñü, òåì íå ìåíåå, ïîñìîòðåòü íà òàáë.6 ñ ïîëîæèòåëüíîé ñòîðîíû.
Âû óæå î÷åíü ìíîãî óìååòå. Âû õîðîøî ñïðàâèëèñü ñ ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé. Øàã
çà øàãîì áûëà ïîñòðîåíà ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ èñêóññòâåí-
íûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè. Ìîäåëü áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ è ïðîãíîçà
ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ îáúåêòîâ íà îñíîâå íàáëþäåíèé.

Âûïîëíèòå òåïåðü äåòàëüíóþ îáðàáîòêó ìíîãîëåòíèõ ðÿäîâ ëàçåðíûõ íàáëþ-
äåíèé îáúåêòîâ Ëàãåîñ è Ëàãåîñ-2. �Äåòàëüíîñòü� çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: íà
ïÿòèñóòî÷íûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû 6 ÷èñëåííûõ çíà÷å-
íèé �ñãëàæåííûõ� ýëåìåíòîâ îðáèòû è òðè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âðàùåíèÿ Çåìëè.

ìåòðû Ëàãåîñ

-

6

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
ãîäû

ìåòðû Ëàãåîñ-2

-

6

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
ãîäû

0.022

0.057

0.091

0.024

0.052

0.080
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Ðèñ. 6: Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå

Íà ðèñ.6 ïðåäñòàâëåíû îöåíêè ñðåäíèõ êâàäðàòè÷åñêèõ ïîãðåøíîñòåé îäíîãî èç-
ìåðåíèÿ íà êàæäîì èç ïÿòèñóòî÷íûõ èíòåðâàëîâ. Âàì óäàëîñü ïîëó÷èòü âàæíóþ
ãåîäèíàìè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ. Íà èíòåðâàëå âðåìåíè 9 ëåò áûëè îïðåäåëåíû

� 152�



Çîâ íåñáûâøåãîñÿ

ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ Çåìëè: êîîðäèíàòû ïîëþñà xp , yp è âàðèàöèÿ ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè ñóòîê LOD [119]. Íà ðèñ.7 ïðåäñòàâëåíû ðàçíîñòè äâóõ ðÿäîâ êîîðäèíàò

ñåêóíäû äóãè ∆xp (Ëàãåîñ � Ëàãåîñ-2)

-

6

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
ãîäû

ñåêóíäû äóãè ∆yp (Ëàãåîñ � Ëàãåîñ-2)

-

6

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
ãîäû

-0.0051

-0.0010

0.0032

-0.0049

-0.0009

0.0030
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`

Ðèñ. 7: Ïîëîæåíèå ïîëþñà

ïîëþñà. Èç çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå íàáëþäåíèé Ëàãåîñ, áûëè âû÷òåíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè èçìåðåíèé äàëüíîñòåé äî ÈÑÇ Ëàãåîñ-2.
Âåðõíèé ãðàôèê ðèñ.8 äà¼ò ïðåäñòàâëåíèå î âàðèàöèÿõ óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùå-

ñåêóíäû âðåìåíè LOD (Ëàãåîñ)

-

6

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
ãîäû

ñåêóíäû âðåìåíè ∆LOD (Ëàãåîñ � Ëàãåîñ-2)

-

6

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
ãîäû

-0.00044

0.00128

0.00300

-0.00049

-0.00020

0.00009
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`

Ðèñ. 8: Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñóòîê

íèÿ Çåìëè çà 9 ëåò, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå íàáëþäåíèé ñïóòíèêà Ëàãåîñ.

� 153�



Ñåìèíàð 13

Îáúåäèíèòå äàëåå íåâÿçêè, ïîëó÷åííûå íà øåñòè èäóùèõ ïîäðÿä ïÿòèäíåâíûõ
èíòåðâàëàõ, â îäíó ñåðèþ. Äëÿ êàæäîé òàêîé ñåðèè äëèíîé 30 ñóòîê îïðåäåëèòå

ct (ì/ñ2) Ëàãåîñ

-

6

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
ãîäû

ct (ì/ñ2) Ëàãåîñ-2

-

6

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
ãîäû

-10.37

-2.42

5.53

-12.23

-1.36

9.50

a a a a a a
a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a
a a a a

a a a a
a
a a

a a aa a a
a
a
a a a a a a a a

a

a

a
a a a a a

a
a a

a a a a a a

a
a a a a a a a a

a a a
a
a a a

a a a a a a
a a

a a a a

a

a a
a a a a a a

a

a

a
a

a

a
a
a
a

a
a a a a

a a
a a a

a
a

a

a
a
a a a a a a a a

a a a a a
a a

a
a a a a

a

a
a a

a

a a
a
a a

a a
a a a

a
a

aa

a a a a a a
a a a a

a a
a
a a

a
a
a a a a

a
a a a

a
a a

a
a
a a a

a a

a

Ðèñ. 9: Êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ

êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ ct = −5.61 · 105 · a · M̈ (ðèñ.9), ýìïèðè÷åñêèé êîýôôèöè-
åíò îòðàæåíèÿ kr (ðèñ.10) è ïîïðàâêè ê êîîðäèíàòàì íàáëþäàòåëüíûõ ñòàíöèé.

kr Ëàãåîñ

-

6

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
ãîäû

kr Ëàãåîñ-2

-

6

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
ãîäû

1.08

1.16

1.25

1.06

1.10

1.13

a a
a a a a a a a a a

a
a
a
a a a a a

a a a a a a a a a a a
a

a
a a a a

a a

a aa
a a a a

a
a a a a a a

a
a

a
a a

a

a

a a a
a
a a

a

a a a a
a a a a a a a a a

a a a a a
a
a a a a a a a

a a
a

a a a
a a a a a

a
a a a

a a
a
a
a
a a

a
a a

a a
a a

a a

a

a a a a a a a a a a a
a
a
a a a a a a

a a
a
a a

a a a a
a a a a a a a a a a a a a a

a
a aa a

a a
a a

a a
a a a a a

a a a a a
a
a
a

a
a a

a

a a a a
a a a a a

a a
a

Ðèñ. 10: Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ

Ïî÷åìó ïîëîæåíèå îäíîé èç îáñåðâàòîðèé äîëæíî áûòü çàôèêñèðîâàíî?
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Çîâ íåñáûâøåãîñÿ

Ïîïðàâêè êîîðäèíàò íàáëþäàòåëüíûõ ñòàíöèé, âû÷èñëåííûå â çåìíîé ñèñòå-
ìå îòñ÷¼òà íà ýïîõó, áëèçêóþ ê ñåðåäèíå êàæäîãî òðèäöàòèñóòî÷íîãî èíòåðâàëà,
ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïîëå ñêîðîñòåé, òî åñòü îöåíêè âåêîâûõ èçìåíåíèé ïîëîæå-

Òàáëèöà 7: Ïîëå ñêîðîñòåé
Ẋ(ì/ãîä) Ẏ (ì/ãîä) Ż(ì/ãîä) σẊ(ì/ãîä) σẎ (ì/ãîä) σŻ(ì/ãîä)

Ñåâåðíàÿ Àìåðèêà, Fort Davis, 7080
λ = 255◦59′5′′.35, ϕ = +30◦41′48′′.96, H = 1998.9 ì

-0.0488 0.0085 -0.0071 0.0034 0.0011 0.0015 Lageos
-0.0064 -0.0069 -0.0155 0.0029 0.0018 0.0019 Lageos-2
-0.0126 -0.0009 -0.0053 0.0003 0.0004 0.0004 ITRF

Þæíàÿ Àìåðèêà, Arequipa, 7403
λ = 288◦30′25′′.42, ϕ = −16◦27′56′′.58, H = 2484.4 ì

-0.0690 -0.0164 -0.0170 0.0049 0.0019 0.0043 Lageos
-0.0427 -0.0009 -0.0383 0.0092 0.0022 0.0050 Lageos-2
0.0128 0.0043 0.0134 0.0012 0.0015 0.0010 ITRF

Òèõèé îêåàí, Monument Peak, 7110
λ = 243◦34′38′′.45, ϕ = +32◦53′30′′.26, H = 1835.1 ì

-0.0617 0.0429 0.0156 0.0029 0.0017 0.0014 Lageos
-0.0235 0.0154 0.0111 0.0025 0.0022 0.0020 Lageos-2
-0.0335 0.0247 0.0141 0.0005 0.0005 0.0005 ITRF

Àâñòðàëèÿ, Yarragadee, 7090
λ = 115◦20′48′′.35, ϕ = −29◦2′47′′.40, H = 237.4 ì

-0.0146 0.0258 0.0502 0.0030 0.0014 0.0015 Lageos
-0.0548 0.0168 0.0663 0.0026 0.0018 0.0018 Lageos-2
-0.0498 0.0110 0.0466 0.0009 0.0013 0.0010 ITRF

Àôðèêà, Helwan, 7831
λ = 31◦20′33′′.80, ϕ = +29◦51′32′′.43, H = 124.7 ì

0.0096 -0.0206 0.0161 0.0063 0.0108 0.0062 Lageos
-0.0250 0.0472 0.0298 0.0359 0.0116 0.0265 Lageos-2
-0.0179 0.0172 0.0231 0.0045 0.0032 0.0032 ITRF

Åâðîïà, Grasse, 7835
λ = 6◦55′16′′.11, ϕ = +43◦45′16′′.89, H = 1315.6 ì

-0.0065 -0.0135 0.0096 0.0011 0.0026 0.0014 Lageos
-0.0023 0.0072 0.0064 0.0020 0.0027 0.0023 Lageos-2
-0.0116 0.0208 0.0074 0.0072 0.0014 0.0069 ITRF

íèé ïóíêòîâ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Òàáë.7 âîçâðàùàåò íàñ ê ôîðìóëå (29) (ñ.24).
Âåëè÷èíû Ẋ , Ẏ , Ż � ýòî ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ~V . Íà òîé æå ñòðàíèöå ðàñêðû-
òà òàéíà ÷åòûð¼õ áóêâ �ITRF�. Îæèäàëè ëè Âû, ÷òî ïî õîäó îäíîãî èç çàíÿòèé
âíåñ¼òå ñâîé âêëàä â ãèïîòåçó ïåðåìåùåíèÿ ìàòåðèêîâ?
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Ñåìèíàð 14

Ñåìèíàð 14. Ïîñëåäíèå øòðèõè

Ïîâòîðåíèå ôîðìóëû.
Êâàäðàò èíòåðâàëà èìååò âèä (ôîðìóëà (30) íà ñ.25)

dτ 2 = −gαβ dxα dxβ.

Ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû gαβ íàõîäÿò â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïî-
ëÿ. Çàäà÷à èìååò ìàëûé ïàðàìåòð: îòíîøåíèå ñêîðîñòè ïðîáíîé ÷àñòèöû ê ñêî-
ðîñòè ñâåòà. Îòíîøåíèå ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîáíûõ ÷àñòèö ê êâàäðà-
òó ñêîðîñòè ñâåòà ïðîïîðöèîíàëüíî âòîðîé ñòåïåíè ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ðåøåíèå
óðàâíåíèé ïîëÿ â ïîñòíüþòîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ñî âñåé íåîáõîäèìîé òî÷íî-
ñòüþ ñîîòâåòñòâóåò äîñòàòî÷íî ìåäëåííûì äâèæåíèÿì íåáåñíûõ òåë Ñîëíå÷íîé
ñèñòåìû è îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì ñèëàì èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ.

Êîîðäèíàòíûå óñëîâèÿ.
Äåñÿòü êîìïîíåíò ñèììåòðè÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ñâÿçàíû ìåæäó ñî-

áîé ÷åòûðüìÿ ïðîèçâîëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, òàê íàçûâàåìûìè êîîðäèíàòíûìè
óñëîâèÿìè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äâóõ ÷àñòèö â ïîñòíüþòîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè
áûëè âïåðâûå ïîëó÷åíû Àëüáåðòîì Ýéíøòåéíîì íà îñíîâå èçîòðîïíûõ êîîð-
äèíàòíûõ óñëîâèé. Âñêîðå ïîñëå ýòîãî Â.À.Ôîê âûâåë ðåëÿòèâèñòñêèå óðàâíåíèÿ
ïîñòóïàòåëüíî�âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ñ èñïîëüçîâàíèåì ãàðìî-
íè÷åñêèõ êîîðäèíàòíûõ óñëîâèé.

Êâàäðàò èíòåðâàëà (30) ïåðåïèøåì â âèäå
dτ 2 = −c 2 g00 d t2 − 2 c g0i d t dxi − gij dxi dxj. (254)

Èíäåêñû i , j ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3 . Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì âûïîë-
íÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Çàïèñü gijdxidxj , íàïðèìåð, ðàâíîñèëüíà âûðàæåíèþ

3∑

i=1

3∑

j=1

gij dxi dxj.

Ñèìâîë Êðîíåêåðà δij = 1 äëÿ i = j , è δij = 0 äëÿ i 6= j .
Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ ïëàíåò, Ëóíû è Ñîëíöà, ïîñòðîåííàÿ â

áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå îòñ÷�åòà, ïîëó÷åíà ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ðåëÿ-
òèâèñòñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, çàïèñàííûõ â ïîñòíüþòîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè
ñ ïîìîùüþ èçîòðîïíûõ êîîðäèíàòíûõ óñëîâèé.

Ìåæäóíàðîäíûé àñòðîíîìè÷åñêèé ñîþç, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôàêò, ÷òî ìíî-
ãèå ðàáîòû ïî òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè âûïîëíåíû ïðè èñïîëüçîâàíèè �ãàðìîíè-
÷åñêèõ� êîîðäèíàò, îêàçàâøèõñÿ ïîëåçíûìè äëÿ ïðèëîæåíèé, ðåêîìåíäóåò âûáîð
ãàðìîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòíûõ óñëîâèé.
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Êîìïîíåíòû òåíçîðà.
Îáîçíà÷èì

f � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ,
m0 � ìàññà Ñîëíöà,
mk , k > 0 � ìàññû ïëàíåò,
~r � áàðèöåíòðè÷åñêèé âåêòîð ïîëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå,
~rk � áàðèöåíòðè÷åñêèé âåêòîð ïîëîæåíèÿ îáúåêòà ñ íîìåðîì k ,
~vk � áàðèöåíòðè÷åñêèé âåêòîð ñêîðîñòè îáúåêòà ñ íîìåðîì k ,
v2

k � êâàäðàò ìîäóëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè,
U � ïîòåíöèàë â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, ñîçäàâàåìûé ñèñòåìîé ÷àñòèö,
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïî çàêîíó Íüþòîíà,
W � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ,
~V � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïîíåíòàìè V1 , V2 , V3 .

Ñîñòàâëÿþùèå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíû

g00 = −1 +
2 U

c 2 −
2 U 2

c 4 +
2 W

c 4 ,

g0i = − 1

c 3 Vi , (255)

gij =

(
1 +

2 U

c 2

)
δij.

Ïîòåíöèàë U ïðîïîðöèîíàëåí v2 . Âûðàæåíèå W/c 4 èìååò ïîðÿäîê v4/c 4 ,
à |~V |/c 3 ïðîïîðöèîíàëüíî v3/c 3 . Ôîðìóëû äëÿ ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ gij

ñîâïàäàþò äëÿ îáîèõ êîîðäèíàòíûõ óñëîâèé. Îòëè÷èå â êîýôôèöèåíòå g00 âîçíè-
êàåò òîëüêî â ÷åòâ¼ðòîì ïîðÿäêå, à â g0i � â òðåòüåì ïîðÿäêå îòíîñèòåëüíî v/c .
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî îòëè÷èÿ â êîîðäèíàòàõ x1 , x2 , x3 áóäóò ïîðÿäêà v2/c 2 , à
îòëè÷èÿ â êîîîðäèíàòíîì âðåìåíè ñìîãóò ïðîÿâèòüñÿ íà óðîâíå v4/c 4 .

Èçîòðîïíàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè N + 1 âçà-
èìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ïðåäïîëàãàåò, ÷òî

U =
N∑

k=0

fmk

|~r − ~rk| ,

W =
N∑

k=0

fmk

|~r − ~rk|
(

3

2
v2

k −
N∑
l=0
l 6=k

fml

|~rl − ~rk|
)

,

~V =
1

2

N∑

k=0

fmk

|~r − ~rk|
(

7~vk +
((~r − ~rk)~vk)

|~r − ~rk|
~r − ~rk

|~r − ~rk|
)

.
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Ìåòðèêà, ïîëó÷åííàÿ ïîä ãàðìîíè÷åñêèìè êîîðäèíàòíûìè óñëîâèÿìè, îòëè÷à-
åòñÿ îò èçîòðîïíîé â âûðàæåíèÿõ äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïîòåíöèàëîâ

W =
N∑

k=0

fmk

|~r − ~rk|
[
2 v2

k −
N∑
l=0
l 6=k

fml

|~rl − ~rk|

− 1

2
(~r − ~rk)

N∑
l=0
l 6=k

fml

|~rl − ~rk|3 (~rk − ~rl)− 1

2

((~r − ~rk)~vk)
2

|~r − ~rk|2
]
,

~V = 4
N∑

k=0

fmk

|~r − ~rk| ~vk .

Òåíçîðíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Ñ ïîìîùüþ òåíçîðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

gαβ(x
0, x1, x2, x3) =

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
g′µν(x

′0, x′1, x′2, x′3)

âûâåäåì ôîðìóëû ñâÿçè ìåæäó êîîðäèíàòàìè x′0 , x′1 , x′2 , x′3 , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèìè èçîòðîïíûì êîîðäèíàòíûì óñëîâèÿì, è ãàðìîíè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè x0 ,
x1 , x2 , x3 .

Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ èùåì â âèäå

xα = x′α + δxα(x′0, x′1, x′2, x′3),

ïðè÷åì âàðèàöèÿ δx0(x′0, x′1, x′2, x′3) èìååò ÷åòâ¼ðòûé ïîðÿäîê, à âàðèàöèÿ
δxi(x′0, x′1, x′2, x′3) � âòîðîé ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî v

c
.

Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò â ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ, âûïîëíèì
ðàçëîæåíèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà â ðÿä Òåéëîðà è ïðèðàâíÿåì âåëè÷è-
íû îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå äèôôåðåí-
öèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

∂δxi

∂x′0
=

1

c 3 (V ′
i (x

′)− Vi(x
′)) ,

∂δxi

∂x′j
= 0,

∂δx0

∂x′0
=

1

c 4 (W ′(x′)−W (x′))− 1

c 2

∂U(x′)
∂x′i

· δxi(x′0),

∂δx0

∂x′j
= 0.
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Çàâèñèìîñòü ôóíêöèé δx0 è δxi îò êîîðäèíàò èñ÷åçàåò, à èíòåãðèðîâàíèå ïî
ïåðåìåííîé x′0 ïðèâîäèò ê îïðåäåëåííûì èíòåãðàëàì

δxi(t′) =
1

c 2

t′∫
t′0

(V ′
i (x

′)− Vi(x
′)) dt′,

δt(t′) =
1

c 4

t′∫
t′0

(
W ′(x′)−W (x′)− c 2∂U(x′)

∂x′i
δxi(t′)

)
dt′.

Âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ñóòü èçâåñòíûå ôóíêöèè êîîðäèíàò
è âðåìåíè è âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ÷èñëåííîé òåîðèè äâèæåíèÿ Ñîëíöà, Ëóíû è
ïëàíåò.

Îáùèé âûâîä.
Ðàñ÷¼òû ïîêàçàëè, ÷òî çíà÷åíèÿ âàðèàöèé î÷åíü ìàëû. Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííîé òðàåêòîðèè Çåìëè, íàïðèìåð, îíè íå ïðåâîñõîäÿò 3 ìåòðà íà èíòåðâà-
ëå 100 ëåò (ðèñóíîê 11).

-

6

0
t ,ãîäû

δx ,ìåòðû

50

1

2

3

-1

-2

-3

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

Ðèñ. 11: Êîîðäèíàòíûå óñëîâèÿ

Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ äîñòàòî÷íî çàïèñàòü ðåëÿòèâèñòñêèå óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ ïðîáíîé ÷àñòèöû íà îñíîâå �ãàðìîíè÷åñêèõ� êîîðäèíàòíûõ óñëîâèé, à ïðè
âû÷èñëåíèè âîçìóùàþùèõ ñèë èñïîëüçîâàòü �èçîòðîïíûå� êîîðäèíàòû Ñîëíöà,
Ëóíû è ïëàíåò.

Â îêîëîçåìíîì ïðîñòðàíñòâå ìåòðè÷åñêèé òåíçîð íåîáõîäèì ïðè âûâîäå ðåëÿ-
òèâèñòñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îáúåêòà.
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Âáëèçè Çåìëè
â êà÷åñòâå èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ïðèíèìàåòñÿ ãåîöåíòðè÷åñêàÿ íåáåñíàÿ îïîð-

íàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà [229]. Êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà èìåþò âèä

g00 = −1 +
2 U

c 2 +
2 R

c 2 −
2 U 2

c 4 , (256)

g0i = − 1

c 3 Vi , (257)

gij =

(
1 +

2 U

c 2

)
δij , (258)

ãäå ÷åðåç U îáîçíà÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ãåîïîòåíöèàëà, à ñèìâîëîì R îáîçíà÷åíà
ñóììà âîçìóùàþùèõ ôóíêöèé, îáóñëîâëåííûõ äåéñòâèåì Ëóíû, Ñîëíöà, ïëàíåò
è ïðèëèâîâ.

Ïóñòü
f � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ,
C � íàèáîëüøèé ìîìåíò èíåðöèè Çåìëè,
~r � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè x , y , z , ìîäóëü âåêòîðà r =

√
x2 + y2 + z2 ,

~ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ Çåìëè ñ êîìïîíåíòàìè

ω1 = 0, ω2 = 0, ω3 = ωz.

Ïîòåíöèàë ~V , îáóñëîâëåííûé ýôôåêòîì Ëåíçå-Òèððèíãà, ðàâåí

~V =
2 f

r3 C
[
~ω × ~r

]
. (259)

Âåêòîð ñêîðîñòè ~v â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà èìååò ñîñòàâëÿþùèå

v1 = ẋ, v2 = ẏ, v3 = ż è v2 = v2
1 + v2

2 + v2
3 , (260)

ïðè÷¼ì äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïàðàìåòðó t .

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðåäñòàâëÿþùåå äâè-

æåíèå ÷àñòèöû ñ ìàññîé mp â èñêðèâë¼ííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ ìåòðè÷åñêèì
òåíçîðîì gαβ (ôîðìóëû (256) - (258)), èìååò âèä [105]

gαβ ∂S

∂xα

∂S

∂xβ
= −m2

p c 2, (261)

ãäå ôóíêöèÿ S � äåéñòâèå äëÿ ÷àñòèöû, gαβ � êîíòðàâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð, c � ñêîðîñòü ñâåòà.
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Ïðîñòîå ïðåâðàùåíèå.
Ïîäñòàíîâêè S → S − mpc

2t è S → mpS ïðåâðàùàþò âûðàæåíèå (261) â
óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

∂S

∂ t
+

1

2

[(
∂S

∂x

)2

+

(
∂S

∂y

)2

+

(
∂S

∂z

)2]
−U −R−Kr = 0 (262)

ñ ïîòåíöèàëîì U + R è âîçìóùàþùèì ãàìèëüòîíèàíîì

Kr = +
1

8
v2 v2

c 2 +
3

2
U

v2

c 2 −
1

2
U

U

c 2 −
1

c 2

(
~V ~v

)
, (263)

îáóñëîâëåííûì ýôôåêòàìè îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.
Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà (ñ.86), ñâÿçàííîé ñ èñòèííûì ýêâàòîðîì,

êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè èìååò âèä

∂S

∂ t
+

1

2

[(
∂S

∂x

)2

+

(
∂S

∂y

)2

+

(
∂S

∂z

)2]
−~Ω · [~r × ~p

]− U −R = 0

Êîìïîíåíòû âåêòîðà îáîáù¼ííîãî èìïóëüñà ~p

p 1 =
∂S

∂x
, p 2 =

∂S

∂y
, p 3 =

∂S

∂z

ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, êîîðäèíàòàì v1 , v2 , v3 âåêòîðà ñêîðîñòè ~v (260), âû÷èñ-
ëÿåìîãî â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Âûáîð åñòü.
Äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (262) ýêâèâàëåíòíà

ñèñòåìà òð¼õ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà:

d2~r

d t2
=

∂(U + R)

∂ ~r
+

1

c 2
~F (1) +

1

c 2
~F (2), (264)

ãäå

~F (1) =
U

r2

[
4 U ~r − v2 ~r + 4

(
~r ~v

)
~v

]
, (265)

~F (2) =
2f

r3

[
3

r2 C
(
~ω · ~r ) [

~r × ~v
]− C

[
~ω × ~v

]]
. (266)

Âîò Âàì íà âûáîð äâà ñïîñîáà óñëîæíåíèÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ èñêóññòâåí-
íûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè. Ìîæíî ëèáî èñêàòü ïðèáëèæ¼ííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (262), ëèáî äîïîëíèòü àëãîðèòì ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè óñêîðåíèÿìè (265), (266).
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Ëåêöèÿ 7

Çàìå÷àíèÿ

Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ â ñëó÷àå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ïîäðîáíî èçëîæåí â ìîíîãðàôèè Ã.Í.Äóáîøèíà [72]. Êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì
íåáåñíîé ìåõàíèêè ïîñâÿùåíî ó÷åáíîå ïîñîáèå È.À.Ãåðàñèìîâà, Å.Ë.Âèííèêîâà è
Á.Ð.Ìóøàèëîâà [61].

Ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷-
íîé îðáèòû âïåðâûå äàí â ðàáîòå Å.Ï.Àêñ¼íîâà [4]. Â òîé æå ñòàòüå ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè âûâåäåíû ôîðìóëû ñâÿçè ìåæäó êàíîíè÷åñêèìè ýëå-
ìåíòàìè è ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìîäèôèêàöèþ êàíîíè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñòàòüå [192] âûïîëíèë Ñ.Í.ßøêèí.

Ïî-âèäèìîìó, êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå óäîáíûìè äëÿ àíà-
ëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Ýòè óðàâíåíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû Ñ.Í.Âàøêîâüÿê
äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Ìàðñà [49], Ë.Ï.Íàñîíîâîé äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà â äâèæåíèè ñïóòíèêà [116] è
Í.À.Ñîðîêèíûì ïðè îïðåäåëåíèè äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ âòîðîãî ïîðÿä-
êà [143].

Óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà, áûëè ïîëó÷åíû Å.È.Òèìî-
øêîâîé [160], à óðàâíåíèÿ, ïîäîáíûå óðàâíåíèÿì Íüþòîíà, âûâåäåíû â ðàáîòå
Å.Ï.Àêñ¼íîâà è Á.Í.Íîñêîâà [19]. Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò òó æå òî÷íîñòü, ÷òî è
êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èç ñòàòüè [4]. Îíè áûëè èñïîëüçîâàíû Å.Ï.Àêñ¼íîâûì è
Á.Í.Íîñêîâûì [20] äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé ñïóòíèêà, âûçûâàåìûõ ñîâìåñò-
íûì âëèÿíèåì ñîïðîòèâëåíèÿ àòìîñôåðû è ñæàòèÿ Çåìëè.

Â ðàáîòå Å.Ï.Àêñ¼íîâà [7] áûëè ïîëó÷åíû óïðîù�åííûå óðàâíåíèÿ, îäíàêî îíè
ïîçâîëÿþò äîâîëüíî ëåãêî íàéòè âñå âàæíåéøèå íåðàâåíñòâà â äâèæåíèè ñïóòíè-
êà, ÷òî è ïîäòâåðæäåíî â ñòàòüÿõ [8, 9] è â ïóáëèêàöèè [22].

Â áîëüøîì è âàæíîì èññëåäîâàíèè Í.Â.Åìåëüÿíîâà [78] ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðî-
ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ñæàòèÿ ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ âîçìóù�åííîãî äâèæåíèÿ,
àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà, è ðàçðàáîòàí ìåòîä èõ ðåøåíèÿ. Â ðàáîòå
Â.À.Òàìàðîâà [155] ýòè óðàâíåíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ ó÷�åòà âîçìóùåíèé îò
íåñôåðè÷íîñòè ïëàíåòû.

Â ñòàòüÿõ Í.Â.Åìåëüÿíîâà [77], Í.Â.Åìåëüÿíîâà è Ë.Ï.Íàñîíîâîé [80] ñî âñåé
íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáóñëîâ-
ëåííîé ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì Çåìëè, ïðèòÿæåíèåì Ëóíû è Ñîëíöà.

À.Ì.Ôîìèíîâ ðàçâèë è îïóáëèêîâàë â [172, 173] äîñòàòî÷íî ïîëíóþ áóêâåííóþ
òåîðèþ äâèæåíèÿ èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè. Â ñòàòüå Ë.Ë.Ôèëåíêî [171]
ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ âîçìóùåíèé îò ëþáîé ãàðìîíèêè ãåîïîòåíöè-
àëà â ñëó÷àå ìàëûõ è óìåðåííûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ îðáèòû.
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Ïîñëåñëîâèå

Ïîñëåñëîâèå

�Èñòèííàÿ öåëü íåáåñíîé ìåõàíèêè ñîñòîèò â ðàçðåøåíèè âåëèêî-
ãî âîïðîñà, ìîæåò ëè çàêîí Íüþòîíà, è òîëüêî îí îäèí, îáúÿñíèòü
âñå íàáëþäàåìûå àñòðîíîìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ.� Ýòî äîáðîå íàïóòñòâèå,
ýòè ñòðàñòíûå ñëîâà ñêàçàë Àíðè Ïóàíêàðå â ïðåäèñëîâèè ê ñâîåìó
ìåìóàðó �Íîâûå ìåòîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè�.

Åæåäíåâíîå ÷òåíèå ìåìóàðà è ëè÷íîå îáùåíèå ñ ìýòðîì âäîõíî-
âèëè Õóãî ôîí Öàéïåëÿ íà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäà. Ñîòâîðå-
íèå ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé íà ýòîì çàâåðøè-
ëîñü. Ñòàëî î÷åâèäíûì, ÷òî îñíîâíàÿ ÷àñòü âîçìóùåíèé â äâèæåíèè
íåáåñíûõ òåë èìååò ÷èñòî òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó, à âëèÿíèå îñî-
áûõ ñëàãàåìûõ ëåãêî ó÷èòûâàåòñÿ ïóò¼ì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
îñðåäí¼ííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Êðàñîòà è ñîâåðøåíñòâî ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ áîëåå âñåãî ñïî-
ñîáñòâîâàëè èõ çàáâåíèþ. Ìûñëè èññëåäîâàòåëåé óñòðåìèëèñü â äðó-
ãîì íàïðàâëåíèè, â íàïðàâëåíèè òîëüêî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âñÿ ýíåðãèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, óæå ïî÷òè çàáûòûõ è çàáûâà-
åìûõ, ïðîÿâèëà ñåáÿ ïîñëå çàïóñêà â ÑÑÑÐ Ïåðâîãî èñêóññòâåííîãî
ñïóòíèêà Çåìëè.

Íåçäåøíÿÿ è óëûá÷èâàÿ, Ïðèðîäà íå îòâå÷àåò íèêàêîé ìîäåëè, íå
èíòåãðèðóåò íè ÷èñëåííûì, íè àíàëèòè÷åñêèì îáðàçîì. Îíà äàðèò
íàñ ïðåêðàñíûìè ìûñëèòåëÿìè, óäèâëÿåò çàêîíàìè è, íåñìèðèâøèõ-
ñÿ, çàìàíèâàåò â ëîâóøêó. Ìû äîáàâëÿåì äâà-òðè íîâûõ ïàðàìåòðà,
îáúÿñíÿåì øåñòóþ è ñåäüìóþ öèôðó â ðåçóëüòàòàõ èçìåðåíèé, ìû â
ïðåäâîñõèùåíèè óñïåõà è ïðèçíàíèÿ, íî ìû íå íà òîì ïóòè, ñîâñåì
íå òàì, è óæå íå ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñâî¼ òâîð÷åñòâî áåç Èíòåðíåòà,
ãðàíòîâ ÐÔÔÈ è òåçèñîâ êîíôåðåíöèé.

Ïîèñê èñòèíû íà Çåìëå è çà å¼ ïðåäåëàìè âåäóò íåáåñíûå ìåõàíè-
êè è àñòðîìåòðèñòû, äåðçêèå è äîâåð÷èâûå. Óñïåõè ó íèõ íà ëèöå,
ïîæåëàåì æå èì íåìíîãî óäà÷è è âäîõíîâåíèÿ.
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104 ãîäà ñòàíäàðòà âû÷èñëåíèé àñòðîíîìèè
Äîêëàä ïðîôåññîðà Ãåðàñèìîâà È.À. è íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà ×àçîâà Â.Â.

íà Ëîìîíîñîâñêèõ ÷òåíèÿõ ÌÃÓ 23 àïðåëÿ 2003 ãîäà

Ó÷èòåëÿì � ñ ëþáîâüþ,
äðóçüÿì � ñ âåðîé,

ó÷åíèêàì � ñ íàäåæäîé.

Â ìàðòå 1896 ãîäà ñýð Ñàéìîí Íüþêîì (sir Simon Newcomb) øåñòèäåñÿòè ëåò
îò ðîäó ñîø�åë íà áåðåã ôðàíöóçñêîãî ïîðòà Ãàâð. Íà âåñåííåé âñòðå÷å äèðåêòîðîâ
íàöèîíàëüíûõ Àñòðîíîìè÷åñêèõ Åæåãîäíèêîâ â Ïàðèæå îí äîëîæèë ðåçóëüòàòû
òðèäöàòèïÿòèëåòíåãî òâîð÷åñòâà. Ñóùåñòâóåò ìíåíèå, ÷òî ñ òîãî ïàìÿòíîãî âû-
ñòóïëåíèÿ àñòðîíîìèÿ ïðèîáðåëà õàðàêòåð êîëëåêòèâíîé íàóêè. Ó÷�åíûå ïðèøëè
ê âûâîäó, ÷òî ðàáîòû, ïðîâîäèìûå â ðàçëè÷íûõ îáñåðâàòîðèÿõ, äîëæíû îïèðàòü-
ñÿ íà îäèíàêîâûé, äîñòóïíûé âñåì ñòàíäàðò âû÷èñëåíèé, èñïîëüçîâàòü îäíè è òå
æå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñòîÿííûå è êàòàëîãè çâ�åçä.

Â àâãóñòå 2000 ãîäà â ãîðîäå Ìàí÷åñòåð ñîñòîÿëàñü 24-àÿ Ãåíåðàëüíàÿ àññàì-
áëåÿ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà (ÌÀÑ, International Astronomical
Union , IAU ). Íà àññàìáëåå áûëè ïðèíÿòû ïîñòàíîâëåíèÿ (ðåçîëþöèè B1.1 � B1.9)
î ñèñòåìàõ êîîðäèíàò è âðåìåíè â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå. Ïîäãîòîâêîé ìàòåðèàëîâ
çàíèìàëèñü êîìèññèè ïåðâîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ÌÀÑ. Ïîäðàçäåëåíèå èìååò íàçâà-
íèå �Ôóíäàìåíòàëüíàÿ àñòðîíîìèÿ�, íàçâàíèÿ ïÿòè êîìèññèé, ïîñëå íåáîëüøèõ
èçìåíåíèé, òàêæå óòâåðæäåíû íà áîëüøîé âñòðå÷å àñòðîíîìîâ: 4 � �Ýôåìåðè-
äû�, 7 � �Íåáåñíàÿ ìåõàíèêà è äèíàìè÷åñêàÿ àñòðîíîìèÿ�, 8 � �Àñòðîìåòðèÿ�, 19
� �Âðàùåíèå Çåìëè�, 31 � �Âðåìÿ�.

Êàê îòìå÷àþò àâòîðû ïîñòàíîâëåíèé è íåïîñðåäñòâåííûå ó÷àñòíèêè ñîáûòèé,
�ðåçîëþöèÿ B1 ñíàáæàåò ïîëüçîâàòåëåé îïðåäåëåíèÿìè, ñòàíäàðòíûìè àëãîðèò-
ìàìè è ïàðàìåòðàìè äëÿ óñòàíîâëåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ñîâðåìåííîì óðîâíå
òî÷íîñòè îïîðíûõ ñèñòåì îòñ÷�åòà ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè�.

Ïðèíÿòûå ïîñòàíîâëåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå ãðóïïû:

1. B1.1, B1.2 : îïîðíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò;

2. B1.3, B1.4, B1.5, B1.9 : ïîñòíüþòîíîâñêîå ïðèáëèæåíèå;

3. B1.6 : ìîäåëü ïðåöåññèè è íóòàöèè;

4. B1.7, B1.8 : ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ Çåìëè.
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Òåêñò äîêëàäà

Ìèðîâàÿ êîìïüþòåðíàÿ ñåòü ñîäåðæèò ìàòåðèàëû ìíîãî÷èñëåííûõ äîêëàäîâ
è äèñêóññèé ïî ýòîé òåìå, íî ïîñêîëüêó ñ 1 ÿíâàðÿ 2003 ãîäà ïîñòàíîâëåíèÿ ÌÀÑ
âñòóïèëè â ñèëó, òî îáñóæäåíèÿ, êîíå÷íî æå, îòîøëè íà âòîðîé ïëàí. Çàäà÷à
òåïåðü � ïîíÿòü è ïðèíÿòü ïðîèñøåäøèå ïåðåìåíû.

Ó÷�åíûå ÃÀÈØ ÌÃÓ ïðèíèìàëè àêòèâíîå ó÷àñòèå â ïîäãîòîâêå ïîñòàíîâëåíèé
êàê â èõ òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè, òàê è ñâîåé ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòüþ. Òåêñò
ðåçîëþöèé B1.3, B1.4, B1.5, B1.9 â ñàìûõ ïåðâûõ âàðèàíòàõ, âàðèàíòàõ äëÿ îá-
ñóæäåíèÿ, ìîæíî íàéòè â ïóáëèêàöèÿõ ïðîôåññîðà Ñ.Ì.Êîïåéêèíà, ïîÿâèâøèõ-
ñÿ åù�å â 1988 ãîäó. Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Â.Å.Æàðîâ è ñòàðøèé íàó÷íûé
ñîòðóäíèê Ñ.Ë.Ïàñûíîê â ðàìêàõ ðàáîòû íàä ðåçîëþöèåé B1.6 ïðåäñòàâèëè â
ðàáî÷óþ ãðóïïó ÌÀÑ âûñîêîòî÷íóþ ìîäåëü íóòàöèè Çåìëè, ñòàâøóþ äîñòîé-
íûì êîíêóðåíòîì äâóì äðóãèì ðàññìàòðèâàåìûì òåîðèÿì. Âåäóùèé íàó÷íûé
ñîòðóäíèê À.Â.Êóçüìèí, âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Ê.Â.Êóèìîâ è ïðîôåññîð
Â.Â.Íåñòåðîâ ñîçäàëè Îïîðíûé êàòàëîã Òèõî, ïðîäîëæèâ, òåì ñàìûì, íåáåñíóþ
îïîðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìóþ â ðåçîëþöèÿõ B1.1 è B1.2, íà ñîâîêóï-
íîñòü ïî÷òè îäíîãî ìèëëèîíà ñëàáûõ çâ�åçä. Ñëóæáà âðåìåíè ÃÀÈØ, ðóêîâîäèìàÿ
ïðîôåññîðîì Í.Ñ.Áëèíîâûì è, â íàñòîÿùåå âðåìÿ (àïðåëü 2003 ã.), ñòàðøèì íàó÷-
íûì ñîòðóäíèêîì Å.Í.Ôåäîñååâûì, îïåðàòèâíî îïðåäåëÿåò ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ
Çåìëè (ðåçîëþöèè B1.7, B1.8) ñ òî÷íîñòüþ, íåîáõîäèìîé äëÿ íóæä íàðîäíîãî õî-
çÿéñòâà è îáîðîííîãî âåäîìñòâà.

Äàëåå â òåêñòå âûäåëåíû ÷åòûðå ðàçäåëà, ïî ÷èñëó óñëîâíûõ ãðóïï ðåçîëþöèè
ÌÀÑ. Â êàæäîì ðàçäåëå ïî òðè ïîäðàçäåëà. Îäèí èç íèõ èìååò îáùåïîçíàâàòåëü-
íûé õàðàêòåð, ïðîñëåæèâàåò ïóòü îò ïåðâûõ êîëëåêòèâíûõ ðåøåíèé àñòðîíîìîâ
äî ñîâðåìåííûõ ñòàíäàðòíûõ ñîãëàøåíèé. Ïåðåâîä ñîîòâåòñòâóþùèõ ïóíêòîâ ðå-
çîëþöèè ÌÀÑ âûïîëíåí âî âòîðîì ïîäðàçäåëå. È, íàêîíåö, â òðåòüèõ ïîäðàçäå-
ëàõ êàæäîãî èç ÷åòûð�åõ ðàçäåëîâ äàíî, ïî-âîçìîæíîñòè, ðàñøèðåííîå òîëêîâàíèå
òåðìèíîâ, îáîçíà÷åííûõ â îñíîâíîì äîêóìåíòå, è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ñðàâíè-
òåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Ðèñ. 12 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé èëëþñòðàöèåé âûïîëíåííûõ ñðàâíåíèé.
Ïîëó÷åí îí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çâ�åçäíûå êàòàëîãè Ãèïïàðêîñ è FK5 èìåþò

ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå áîëåå ÷åì èç ïîëóòîðà òûñÿ÷ îäèíàêîâûõ îáúåêòîâ. Äëÿ
660 îáùèõ çâ�åçä, ïî ÿðêîñòè íå ïðåâûøàþùèõ 5m , âûïîëíåí ïåðåõîä èç íåáåñíîé
îïîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â çåìíóþ ñèñòåìó. Äëÿ îáúåêòîâ èç êàòàëîãà Ãèïïàð-
êîñ èñïîëüçîâàí ñòàíäàðò âû÷èñëåíèé, ðåêîìåíäóåìûé â ðåçîëþöèÿõ ÌÀÑ 2000.
Òå æå ñàìûå çâ�åçäû ñ èõ ïîëîæåíèÿìè è ñîáñòâåííûìè äâèæåíèÿìè, âçÿòûìè èç
êàòàëîãà FK5, ïåðåâåäåíû â çåìíóþ ñèñòåìó íà îñíîâå ìîäåëåé è ÷èñëåííûõ çíà-
÷åíèé ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ, ïðèíÿòûõ íà àññàìáëåÿõ ÌÀÑ 1976 è 1980 ãîäîâ.
Â çåìíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëîæåíèå îáúåêòà îïðåäåëÿåòñÿ äîëãîòîé λ è øè-
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104 ãîäà ñòàíäàðòà âû÷èñëåíèé àñòðîíîìèè
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Ðèñ. 12: Ðàçíîñòè ïîëîæåíèé

ðîòîé ϕ . Âû÷èñëåíû ðàçíîñòè (λF−λH) ·cos ϕH è ϕF−ϕH êàê ôóíêöèè øèðîòû
ϕH . Íèæíèå èíäåêñû H è F ñîîòâåòñòâóþò êàòàëîãàì Ãèïïàðêîñ è FK5. Ïåðâûå
äâà ãðàôèêà ïîëó÷åíû äëÿ ñòàíäàðòíîé ýïîõè J2000.0. Çàòåì ýïîõà ñäâèíóòà íà
10 ëåò. Íà äâóõ ïîñëåäíèõ ãðàôèêàõ ïðåäñòàâëåíû ðàçíîñòè ïîëîæåíèé âûáîðêè
îáúåêòîâ äâóõ îïîðíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò ÷åðåç 100 ëåò, â 2100 ãîäó.

Îïîðíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò
Çåìíîå è íåáåñíîå

Íà èñòîðè÷åñêîì ñúåçäå 1896 ãîäà â Ïàðèæå Ñàéìîí Íüþêîì ïðåäñòàâèë ñèñòå-
ìó àñòðîíîìè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ, êàòàëîã çâ�åçäíûõ ïîëîæåíèé è òåîðèè äâèæå-
íèÿ ÷åòûð�åõ âíóòðåííèõ ïëàíåò. Ýòè ðåçóëüòàòû âûâåëè Ìîðñêóþ îáñåðâàòîðèþ
â Âàøèíãòîíå íà âåäóùåå ìåñòî â ìèðå è áîëüøóþ ÷àñòü äâàäöàòîãî âåêà ñëóæè-
ëè îñíîâîé àñòðîíîìè÷åñêèõ êàëåíäàðåé âî ìíîãèõ ñòðàíàõ. Òîãäà æå Èíñòèòóò
àñòðîíîìè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé â Ãåéäåëüáåðãå (Ãåðìàíèÿ, Heidelberg, ×åðíè÷íàÿ
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Îïîðíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò

ãîðà) âçÿë íà ñåáÿ çàáîòó î ñîçäàíèè âûñîêîòî÷íûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ êàòàëîãîâ
çâ�åçä. Â äâàäöàòîì âåêà ïîñëåäîâàòåëüíî áûëè ñîçäàíû ôóíäàìåíòàëüíûå êàòà-
ëîãè NFK, FK3, FK4, FK5.

Ñîâîêóïíîñòü îïðåäåëåíèé, àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, òàáëèö è ÷èñëåííûõ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ, ñîçäàííàÿ àñòðîíîìàìè â êîíöå äåâÿòíàäöàòîãî âåêà, çà ñòîëåòèå
ïðåòåðïåëà çíà÷èòåëüíûå ïåðåìåíû, îáóñëîâëåííûå àâòîìàòèçàöèåé è ïîâûøåíè-
åì òî÷íîñòè íàáëþäåíèé, âàæíûìè îòêðûòèÿìè àòîìíîé ôèçèêè, ïðîãðåññîì âû-
÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, óñèëèÿìè ÷åëîâå÷åñòâà â îñâîåíèè êîñìîñà. Íåèçìåííûì
îñòàâàëñÿ ïîäõîä ê èçó÷åíèþ äâèæåíèÿ äâóõ âîîáðàæàåìûõ ïëîñêîñòåé, ýêâàòîðà
è ýêëèïòèêè.

Çâ�åçäíûå êàòàëîãè îïðåäåëÿëè ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè ýêâàòîðà. Òåîðèè äâè-
æåíèÿ âíóòðåííèõ ïëàíåò çàäàâàëè ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè ýêëèïòèêè. Êàòàëîãè,
òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ è íàáëþäåíèÿ óñòàíàâëèâàëè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ
ïëîñêîñòåé, òî÷êó âåñåííåãî ðàâíîäåíñòâèÿ. Òåîðèÿ âðàùåíèÿ Çåìëè, ðàçâèâàåìàÿ
ãåîìåòðàìè ñ ïåðâûõ ðàáîò Ëåîíàðäà Ýéëåðà è âêëþ÷àþùàÿ ìîäåëè ïðåöåññèè
è íóòàöèè, ïîçâîëÿëà ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ñâÿçàòü ìåæäó ñîáîé èñòèííûé
ýêâàòîð äàòû, ñðåäíèé ïîäâèæíûé ýêâàòîð è ôèêñèðîâàííûé ýêâàòîð íà çàäàí-
íóþ ýïîõó êàòàëîãà. Àñòðîíîìè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ íà ñïåöèàëüíûõ òåëåñêîïàõ,
âõîäÿùèõ â ñèñòåìó Ìåæäóíàðîäíîãî áþðî âðåìåíè è Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáû
äâèæåíèÿ ïîëþñîâ, áîëåå âîñüìèäåñÿòè ëåò äâàäöàòîãî âåêà îáåñïå÷èâàëè ïîëü-
çîâàòåëåé îöåíêàìè ýìïèðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ êà÷àíèÿ òåëà
Çåìëè îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ: êîîðäèíàòàìè ïîëþñà è ðàçíîñòüþ ìåæäó ìî-
ìåíòàìè âðåìåíè, îïðåäåëÿåìûìè ïî ïðîõîæäåíèÿì çâ�åçä ÷åðåç ìåðèäèàí, è øêà-
ëîé ðàâíîìåðíîãî âðåìåíè.

Âûäàþùóþñÿ ðîëü â ðàçâèòèè ñòàíäàðòà âû÷èñëåíèé àñòðîìåòðèè ñûãðàë äè-
ðåêòîð èíñòèòóòà â Ãåéäåëüáåðãå Âàëüòåð Ôðèêêå. Îí ðóêîâîäèë ïîäãîòîâêîé
÷åòâ�åðòîãî è ïÿòîãî Ôóíäàìåíòàëüíûõ êàòàëîãîâ, óñòàíîâèë èñòî÷íèê âîçíèêíî-
âåíèÿ ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ïðåöåññèè. Âåñíîé 1985 ãîäà
â ÑØÀ ïðîø�åë íàó÷íûé ñèìïîçèóì ïî ñëó÷àþ ñåìèäåñÿòèëåòèÿ ó÷�åíîãî. È ñàì
þáèëÿð, è ìíîãî÷èñëåííûå ãîñòè çàñëóøàëè èíòåðåñíåéøèå äîêëàäû, îïóáëèêî-
âàííûå çàòåì â æóðíàëå Celestial Mechanics , 37(3), 1985. Ñïåöèàëüíûé âûïóñê.
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ àñòðîíîìèÿ è äèíàìèêà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Ñèìâîëè÷íî, ÷òî è ñèìïîçèóì, è ìåñòî, è âðåìÿ åãî ïðîâåäåíèÿ âûãëÿäÿò êàê
áëàãîäàðíîñòü ïðîøëîìó è âîïðîñ áóäóùåìó. Â àñòðîìåòðèè, íåáåñíîé ìåõàíèêå,
ãåîäåçèè è ãåîäèíàìèêå çàÿâèëè î ñåáå ìîëîäûå, ýíåðãè÷íûå ó÷�åíûå, óìåþùèå
è ëþáÿùèå ðàññóæäàòü îáî âñ�åì è ñðàçó (just to talk with love about anything).
Íîâûå, âûñîêîòåõíîëîãè÷íûå ìåòîäû àñòðîìåòðèè, ïðåáûâàâøèå â ñòàäèè ïîñòå-
ïåííîãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ, ïîëó÷èëè ê òîìó ìîìåíòó çàêàçû è ôèíàíñèðîâà-
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íèå îò âîåííî-ïðîìûøëåííîãî êîìïëåêñà. Â ñòðàíàõ Àìåðèêè, Åâðîïû, Àçèè è
Àâñòðàëèè ñ Îêåàíèåé áûëè ïîñòðîåíû ðàäèîòåëåñêîïû, ó÷àñòâóþùèå â íàáëþ-
äåíèÿõ óäàë�åííûõ ðàäèîèñòî÷íèêîâ íà èíòåðôåðîìåòðàõ ñî ñâåðõäëèííîé áàçîé
(Very Long Base Interferometry, VLBI), è ñòàíöèè ëàçåðíîé ëîêàöèè èñêóññòâåííûõ
ñïóòíèêîâ Çåìëè (Satellite Laser Range, SLR) è Ëóíû (Lunar Laser Range, LLR). Â
1988 ãîäó íà ýòîé îñíîâå áûëà ñîçäàíà Ìåæäóíàðîäíàÿ ñëóæáà âðàùåíèÿ Çåìëè.

Ïðèíöèï äåéñòâèÿ ðàäèîèíòåðôåðîìåòðèè ñî ñâåðõäëèííîé áàçîé (ÐÑÄÁ) ïðå-
êðàñíî èçëîæåí â êíèãå Ã.Ìîðèö, À.Ìþëëåð. Âðàùåíèå Çåìëè: òåîðèÿ è íàáëþ-
äåíèÿ, âûøåäøåé â èçäàòåëüñòâå Êèåâ, Íàóêîâà Äóìêà â 1992 ãîäó â êëàññè÷å-
ñêîì ïåðåâîäå ïðîôåññîðà Â.Â.Íåñòåðîâà:

Îñíîâíûìè íàáëþäàòåëüíûìè äàííûìè, ïîëó÷àåìûìè ñ ïîìîùüþ ìèê-
ðîâîëíîâîãî èíòåðôåðîìåòðà äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ è àñòðîìåòðè÷åñêèõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ÿâëÿþòñÿ èçìåðåíèÿ âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ ìåæäó ïðè�åìîì
ñèãíàëà, èçëó÷�åííîãî âíåãàëàêòè÷åñêèì ðàäèîèñòî÷íèêîì, íà äâóõ êîí-
öàõ áàçû èíòåðôåðîìåòðà. Òàêîé èíòåðâàë íàçûâàþò çàäåðæêîé, à åãî
ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè � íàáëþä�åííàÿ ÷àñòîòà èíòåðôåðåíöèè. Ïî
äîñòàòî÷íîìó ðÿäó ýòèõ äàííûõ êàê ôóíêöèé âðåìåíè ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû ãåîìåòðèÿ áàçîâîé ëèíèè èíòåðôåðîìåòðà è ïîëîæåíèÿ íà-
áëþä�åííûõ ðàäèîèñòî÷íèêîâ.

Ýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû âíåãàëàêòè÷åñêèõ ðàäèîèñòî÷íèêîâ, ïîëó÷åííûå
îñðåäíåíèåì äàííûõ ìíîãîëåòíèõ èçìåðåíèé, ìîãëè áû çàäàâàòü ñèñòåìó îòñ÷�åòà,
êîòîðàÿ, â îòëè÷èå îò ñèñòåì çâ�åçäíûõ êàòàëîãîâ, ÿâëÿåòñÿ íåèçìåííîé âî âðå-
ìåíè. Òàê ýòî è ïðîèçîøëî. Â 1998 ãîäó ïîëîæåíèÿ èçáðàííûõ êâàçàðîâ ïîñòó-
ëèðîâàíû êàê ñòàíäàðò íåáåñíûõ êîîðäèíàò. Îñòàíîâèâ äâèæåíèå íåáåñ, ó÷�åíûå
ïîëó÷èëè âîçìîæíîñòü íà îñíîâå òåõ æå íàáëþäåíèé èçó÷àòü ñîáñòâåííûå äâèæå-
íèÿ îáñåðâàòîðèé îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòà çåìíûõ êîîðäèíàò, îáóñëîâëåííûå êàê
íåðàâíîìåðíîñòüþ âðàùåíèÿ Çåìëè, òàê è ñìåùåíèÿìè êîíòèíåíòîâ. Îêàçàëîñü,
÷òî âåêîâûå ñìåùåíèÿ îáñåðâàòîðèé ñîñòàâëÿþò îò íåñêîëüêèõ ìèëëèìåòðîâ äî
íåñêîëüêèõ ñàíòèìåòðîâ â ãîä.

Òî÷íîñòü ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé äîñòèãàåòñÿ öå-
íîé áîëüøèõ êàïèòàëîâëîæåíèé. Îñîáåííóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñáîð èíôîð-
ìàöèè è ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé íà ÐÑÄÁ.

Êàæäûé èç ìåòîäîâ, âçÿòûé ñàì ïî ñåáå, ñîäåðæèò îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî
è êà÷åñòâî îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, òî åñòü, â òåðìèíîëîãèè ìåòîäà íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ, èìååò äåôåêò ðàíãà. Èñïîëüçîâàíèå âñåõ ìåòîäîâ è âñåé ñîâîêóï-
íîñòè íàáëþäàòåëüíîé èíôîðìàöèè ñóùåñòâåííî èñïðàâëÿåò ñèòóàöèþ. Äàííûå î
âðåìåííûõ çàäåðæêàõ è ÷àñòîòàõ èíòåðôåðåíöèè, íàïðèìåð, íå çàêðåïëÿþò ïîëî-
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æåíèå èçìåðèòåëüíîé áàçû îòíîñèòåëüíî öåíòðà Çåìëè, òîãäà êàê îáðàáîòêà äàëü-
íîñòåé äî ÈÑÇ Ëàãåîñ îäíîçíà÷íî äà�åò îñðåäí�åííûå íà èíòåðâàëàõ îò íåñêîëü-
êèõ ìåñÿöåâ äî îäíîãî ãîäà ãåîöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñòàíöèé ëàçåðíîé ëîêà-
öèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåöåññèÿ è íóòàöèÿ îñè âðàùåíèÿ Çåìëè ïðîÿâëÿþòñÿ
â îòíîñèòåëüíûõ äàëüíîìåðíûõ íàáëþäåíèÿõ òîëüêî äèíàìè÷åñêè, ïîñðåäñòâîì
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà, çàòî ÐÑÄÁ-àëãîðèòìû îïðåäåëÿ-
þò ïîïðàâêè ìãíîâåííûõ âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé íóòàöèè ïî äîëãîòå è íóòàöèè
â íàêëîíå. Îáðàáîòêà äàííûõ ëàçåðíîé ëîêàöèè Ëóíû îñëîæíÿåòñÿ íåîáõîäèìî-
ñòüþ îöåíèâàíèÿ íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, îäíàêî óæå äâà-
äöàòèëåòíåé ñåðèè íàáëþäåíèé äîñòàòî÷íî äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò,
çàäàâàåìîé ñîâðåìåííûìè ÷èñëåííûìè òåîðèÿìè äâèæåíèÿ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñè-
ñòåìû, ñ ïîëîæåíèÿìè íàçåìíûõ îáñåðâàòîðèé, à ÷åðåç íèõ è ñ íàïðàâëåíèÿìè íà
óäàë�åííûå ðàäèîèñòî÷íèêè.

Öåëåíàïðàâëåííûå óñèëèÿ ìèðîâîãî ñîîáùåñòâà ïî ñîâåðøåíñòâîâàíèþ òåõíè-
êè, ìåòîäèêè è àëãîðèòìîâ îáðàáîòêè íàáëþäåíèé ïîçâîëèëè â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ
âòîðîãî òûñÿ÷åëåòèÿ ñôîðìóëèðîâàòü íîâûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ çåì-
íîé è íåáåñíîé ñòàíäàðòíûõ îïîðíûõ ñèñòåì îòñ÷�åòà.

Ìåæäóíàðîäíàÿ çåìíàÿ ñòàíäàðòíàÿ îïîðíàÿ ñèñòåìà îòñ÷�åòà (International
Terrestrial Reference System, ITRS) â âûáðàííûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0
çàäàíà ïîëîæåíèÿìè ~R(t0) è ñêîðîñòÿìè ~V (t0) ñòàíöèé, ó÷àñòâóþùèõ â ñî-
âðåìåííûõ ãåîäèíàìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Ïîääåðæêà è ðàñøèðåíèå Ìåæäó-
íàðîäíîé çåìíîé îïîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (International Terrestrial Reference
Frame, ITRF) � ïîñòîÿííàÿ çàáîòà Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáû âðàùåíèÿ Çåìëè
(International Earth Rotation Service, IERS).

Ìåæäóíàðîäíàÿ íåáåñíàÿ ñòàíäàðòíàÿ îïîðíàÿ ñèñòåìà îòñ÷�åòà (International
Celestial Reference System, ICRS) çàäàíà âûñîêîòî÷íûìè ýêâàòîðèàëüíûìè ïî-
ëîæåíèÿìè 608 âíåãàëàêòè÷åñêèõ ðàäèîèñòî÷íèêîâ. Òî÷êà íà÷àëà êîîðäèíàò ïî-
ìåùåíà â áàðèöåíòð Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå ýòó ñèñòåìó
ïðåäñòàâëÿþò êàòàëîã Ãèïïàðêîñ è åãî ðàñøèðåíèÿ/

Ñïèñîê 608 âíåãàëàêòè÷åñêèõ ðàäèîèñòî÷íèêîâ, çàäàþùèõ Ìåæäóíàðîäíóþ
íåáåñíóþ îïîðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (International Celestial Reference Frame,
ICRF), ñîñòîèò èç 212 îïðåäåëÿþùèõ îáúåêòîâ, ïîëîæåíèå êîòîðûõ íà íåáåñíîé
ñôåðå íå ïîäâåðæåíî èçìåíåíèÿì è èçâåñòíî ñ âûñî÷àéøåé òî÷íîñòüþ, íå õóæå
0.0003 ñåêóíäû äóãè, 294 èñòî÷íèêîâ � êàíäèäàòîâ íà ìåñòî ñðåäè îïðåäåëÿþ-
ùèõ îáúåêòîâ è 102 êâàçàðîâ, â ïîëîæåíèÿõ êîòîðûõ íàáëþäàþòñÿ ìåäëåííûå
èçìåíåíèÿ.

Ôîðìóëû è àëãîðèòìû ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó ñèñòåìàìè îòñ÷�åòà ñîñòàâëÿþò
îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ïîñòàíîâëåíèÿ B1 24-îé Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåè ÌÀÑ.
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Ðåçîëþöèè B1.1 è B1.2 24-îé Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåè ÌÀÑ

Ðåçîëþöèÿ B1.1. Óñòàíîâëåíèå è ïîääåðæàíèå îïîðíûõ ñèñòåì êî-
îðäèíàò

24-àÿ Ãåíåðàëüíàÿ àññàìáëåÿ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà,
îòìå÷àÿ
1. ÷òî ðåçîëþöèÿ B2 23-åé Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåè (1997 ãîä) óòâåðæäàåò: �ôóí-

äàìåíòàëüíîé îïîðíîé ñèñòåìîé äîëæíà ñòàòü Ìåæäóíàðîäíàÿ íåáåñíàÿ
îïîðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (International Celestial Reference Frame, ICRF),
ïîñòðîåííàÿ ðàáî÷åé ãðóïïîé ÌÀÑ�,

2. ÷òî ðåçîëþöèÿ B2 23-åé Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåè (1997 ãîä) óòâåðæäàåò: �êà-
òàëîã Ãèïïàðêîñ (Hipparcos) äîëæåí ñòàòü ïåðâè÷íîé ðåàëèçàöèåé Ìåæäóíà-
ðîäíîé íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ICRF) â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå
äëèí âîëí�, è

3. íåîáõîäèìîñòü àêêóðàòíîãî îïðåäåëåíèÿ îïîðíûõ ñèñòåì, îñóùåñòâë�åííûõ ñ
áåñïðåöåäåíòíîé òî÷íîñòüþ, è

ïðèçíàâàÿ
1. âàæíîñòü ïðîäîëæåíèÿ îïåðàòèâíûõ íàáëþäåíèé, âûïîëíÿåìûõ ñ ïîìîùüþ

ðàäèîèíòåðôåðîìåòðîâ ñî ñâåðõäëèííîé áàçîé (ÐÑÄÁ, Very Long Based
Interferomety, VLBI) äëÿ ïîääåðæàíèÿ ICRF,

2. âàæíîñòü ÐÑÄÁ-íàáëþäåíèé äëÿ îïåðàòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ìãíîâåííûõ
÷èñëåííûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí, íåîáõîäèìûõ ïðè óòî÷íåíèè çàâèñÿùèõ îò âðå-
ìåíè ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó îïîðíûìè íåáåñíîé è çåìíîé ñèñòå-
ìàìè êîîðäèíàò,

3. ïðîãðåññèðóþùåå ñìåùåíèå ìåæäó ñèñòåìîé êîîðäèíàò, çàäàâàåìîé êàòàëî-
ãîì Ãèïïàðêîñ, è íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò, è

4. íåîáõîäèìîñòü ïîääåðæèâàòü ðåàëèçàöèþ îïîðíîé ñèñòåìû â îïòè÷åñêîì
äèàïàçîíå êàê ìîæíî áëèæå ê íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,

ðåêîìåíäóåò
1. â ïåðâîì ïîäðàçäåëåíèè ÌÀÑ ñîõðàíèòü ðàáî÷óþ ãðóïïó ïî íåáåñíûì îïîð-

íûì ñèñòåìàì, ñôîðìèðîâàííóþ èç ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîäðàçäåëåíèÿ, äëÿ êîí-
ñóëüòàöèé ñ Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáîé âðàùåíèÿ Çåìëè (International Earth
Rotation Service, IERS),
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2. ïðèçíàòü ìåæäóíàðîäíóþ ãåîäåçè÷åñêóþ è àñòðîìåòðè÷åñêóþ ñåòü ÐÑÄÁ
êàê îðãàíèçàöèþ, âõîäÿùóþ â ñîñòàâ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñî-
þçà,

3. îôèöèàëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé ìåæäóíàðîäíîé ÐÑÄÁ-ñëóæáû ïðèãëàñèòü
äëÿ ó÷àñòèÿ â ðàáî÷åé ãðóïïå ÌÀÑ ïî íåáåñíûì îïîðíûì ñèñòåìàì îòñ÷�åòà,

4. ñîõðàíèòü îôèöèàëüíîå ïðåäñòàâèòåëüñòâî ÌÀÑ â óïðàâëÿþùåé êîëëåãèè
ÐÑÄÁ-ñëóæáû,

5. â àñòðîìåòðè÷åñêèõ è ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîãðàììàõ ÐÑÄÁ-íàáëþäåíèé ó÷èòû-
âàòü ïîòðåáíîñòè ïîääåðæàíèÿ ICRF è ñâÿçè ñ îïòè÷åñêîé ñèñòåìîé Ãèïïàð-
êîñ â âûáîðå èñòî÷íèêîâ äëÿ íàáëþäåíèé (îñîáåííî â þæíîì ïîëóøàðèè),
ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðàñïîëîæåíèÿ íàáëþäàòåëüíûõ ñòàíöèé è ïðè ðàñïðå-
äåëåíèè äàííûõ, è

6. íàó÷íîìó ñîîáùåñòâó ïðèäàòü âûñîêèé ïðèîðèòåò ïðîäîëæåíèþ íàçåìíûõ è
êîñìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé (à) äëÿ ïîääåðæàíèÿ îïòè÷åñêîé ñèñòåìû Ãèïïàð-
êîñ è îïîðíûõ ñèñòåì â äðóãèõ äëèíàõ âîëí è (á) äëÿ ïðèâÿçêè ýòèõ îïîðíûõ
ñèñòåì ê Ìåæäóíàðîäíîé íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ðåçîëþöèÿ B1.2. Íåáåñíàÿ îïîðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Ãèïïàðêîñ.

24-àÿ Ãåíåðàëüíàÿ àññàìáëåÿ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà,
îòìå÷àÿ
1. ÷òî ðåçîëþöèÿ B2 23-åé Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåè (1997 ãîä) óòâåðæäàåò: �êà-

òàëîã Ãèïïàðêîñ (Hipparcos) äîëæåí ñòàòü ïåðâè÷íîé ðåàëèçàöèåé Ìåæäóíà-
ðîäíîé íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ICRF) â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå
äëèí âîëí�,

2. íåîáõîäèìîñòü äîñòèæåíèÿ âûñî÷àéøåé òî÷íîñòè â ýòîé ðåàëèçàöèè,

3. ÷òî ñîáñòâåííûå äâèæåíèÿ ìíîãèõ çâ�åçä êàòàëîãà Ãèïïàðêîñ, èçâåñòíûõ èëè
ïðåäïîëàãàåìûõ êàê êîìïîíåíòû êðàòíûõ çâ�åçäíûõ ñèñòåì, ê ñîæàëåíèþ,
âîçìóùåíû íåó÷ò�åííûì îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì,

4. àêòèâíîå èñïîëüçîâàíèå êàòàëîãà Ãèïïàðêîñ êàê îïîðíîé ñèñòåìû äëÿ ðàñ-
øèðåíèÿ ICRF íà ñëàáûå çâ�åçäû,

5. íåîáõîäèìîñòü èçáåæàòü ïðîòèâîðå÷èé ìåæäó Ìåæäóíàðîäíîé íåáåñíîé
îïîðíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò (ICRF) è ñèñòåìîé êîîðäèíàò êàòàëîãà Ãèïïàð-
êîñ, è
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6. ïðîãðåññèðóþùåå ñìåùåíèå ìåæäó ñèñòåìîé êîîðäèíàò, çàäàâàåìîé êàòàëî-
ãîì Ãèïïàðêîñ, è íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìîé,

ðåêîìåíäóåò

1. â ðåçîëþöèþ B2 23-åé Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåè âíåñòè ïîïðàâêó îá èñêëþ÷å-
íèè èç îïòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè Ìåæäóíàðîäíîé îïîðíîé ñòàíäàðòíîé ñèñòå-
ìû îòñ÷�åòà (ICRS) âñåõ çâ�åçä, ïîìå÷åííûõ â êàòàëîãå Ãèïïàðêîñ ôëàãàìè C,
G, O, V è X, è

2. ìîäèôèöèðîâàííóþ ñèñòåìó êàòàëîãà Ãèïïàðêîñ âïðåäü íàçûâàòü íåáåñíîé
îïîðíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Ãèïïàðêîñ (Hipparcos Celestial Reference Frame,
HCRF).

Íåáåñà îñòàíîâëåííûå

×èñëî îáúåêòîâ, èñêëþ÷àåìûõ èç îïòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ðå-
çîëþöèåé B1.2, ñîñòàâëÿåò

C � 13211, G � 2622, O � 353, V � 288 , X � 1561.

Îáùåå èõ êîëè÷åñòâî íåìíîãî ïðåâûøàåò 18000 â ñïèñêå èç ïî÷òè 118000 çâ�åçä
êàòàëîãà Ãèïïàðêîñ.

Ó÷�åíûå Ãîñóäàðñòâåííîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî èíñòèòóòà èìåíè Ï.Ê.Øòåðíáåðãà
ïðèíÿëè àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàñïðîñòðàíåíèè îïîðíîé ñèñòåìû Ãèïïàðêîñ íà ïî-
÷òè îäèí ìèëëèîí áîëåå ñëàáûõ îáúåêòîâ. Ñîçäàí ñïèñîê çâ�åçä (Îïîðíûé êàòàëîã
Òèõî, Tycho Reference Catalogue,TRC), ñîäåðæàùèé âûñîêîòî÷íûå ýêâàòîðèàëü-
íûå êîîðäèíàòû è ñîáñòâåííûå äâèæåíèÿ â Ìåæäóíàðîäíîé íåáåñíîé îïîðíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñïèñîê äîïîëíåí çíà÷åíèÿìè çâ�åçäíûõ âåëè÷èí â øêàëàõ Bt

è Vt êîñìè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà Tycho è îöåíêàìè ïîãðåøíîñòåé âñåõ ïàðàìåò-
ðîâ.

Ïîëîæåíèÿ îïîðíûõ ðàäèîèñòî÷íèêîâ ïðèíèìàþòñÿ íåèçìåííûìè âî âðåìåíè.
Òî÷êà íà÷àëà îòñ÷�åòà ïðÿìûõ âîñõîæäåíèé íà ïëîñêîñòè ýêâàòîðà Ìåæäóíàðîä-
íîé íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íå ñâÿçàíà ñ ïëîñêîñòüþ ýêëèïòèêè. Èç
ýòîãî ñëåäóþò äîñòàòî÷íî ïðîñòûå âûâîäû:

1. êëàññè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ, ñîâåðøåííî íåîáõîäèìûå â ïðåäøåñòâóþùèõ ðå-
àëèçàöèÿõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷�åòà, êàê òî ïîäâèæíûå è èñòèííûå ýê-
âàòîð è òî÷êà âåñåííåãî ðàâíîäåíñòâèÿ, óõîäÿò â ïðîøëîå,
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2. ïîëþñ è íà÷àëüíàÿ òî÷êà îòñ÷�åòà ïðÿìûõ âîñõîæäåíèé ïðåäûäóùèõ ðåàëèçà-
öèé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ñìåùåíû îòíîñèòåëüíî íîâûõ íàïðàâëåíèé îñåé
OZ è OX , çàäàâàåìûõ âûñîêîòî÷íûìè ïîëîæåíèÿìè óäàë�åííûõ ðàäèîè-
ñòî÷íèêîâ,

3. êàòàëîã êîñìè÷åñêîãî àñòðîìåòðè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà Ãèïïàðêîñ ñîäåðæèò
âûñîêîòî÷íûå ñîáñòâåííûå äâèæåíèÿ áîëåå 100000 çâ�åçä â ñèñòåìå ICRS, ÷òî
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåçàâèñèìóþ îöåíêó ïðåöåññèè ýêâàòîðà ïî äîëãîòå è â
íàêëîíå.

Îäíà èç ïðåäøåñòâóþùèõ îïîðíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò, çâ�åçäíàÿ, îñíîâàíà íà
êàòàëîãå FK5 (the Fifth Fundamental Catalogue), à äðóãàÿ, äèíàìè÷åñêàÿ, � íà
÷èñëåííîé òåîðèè äâèæåíèÿ áîëüøèõ ïëàíåò è Ëóíû (ephemerides DE200/LE200),
ïîñòðîåííîé îòíîñèòåëüíî ýêâàòîðà è ýêëèïòèêè, ôèêñèðîâàííûõ íà ýïîõó ñ þëè-
àíñêîé äàòîé 2451545.0 , ñòàíäàðòíàÿ ýïîõà J2000.0.

Ïîëþñ ýêâàòîðà ñòàíäàðòíîé ýïîõè ñìåù�åí îòíîñèòåëüíî ïîëþñà ICRS íà 17.1
ìèëëèñåêóíäû äóãè â íàïðàâëåíèè 12h ïî ïðÿìîìó âîñõîæäåíèþ è íà 5.1 ìèë-
ëèñåêóíäû äóãè â íàïðàâëåíèè 18h . Îòëè÷èÿ ïîëîæåíèÿ ïîëþñà, çàäàâàåìîãî êà-
òàëîãîì FK5, îò ïîëþñà äèíàìè÷åñêîãî ýêâàòîðà, ìîæåò áûòü îöåíåíî âåëè÷èíîé
±50 ìèëëèñåêóíä äóãè. Íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîãî âîñõîæäåíèÿ â ýôåìåðèäàõ
ïëàíåò ñ óñëîâíûì íàçâàíèåì DE200/LE200, èñïîëüçóåìûõ â Àñòðîíîìè÷åñêîì
åæåãîäíèêå, ñìåùåíà ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ îñè OX íåáåñíîé îïîðíîé
ñèñòåìû íà −78± 10 ìèëëèñåêóíä äóãè. Àíàëîãè÷íàÿ òî÷êà êàòàëîãà FK5 èìååò
ñìåùåíèå −22.9± 100 ìèëëèñåêóíä äóãè.

Â íîâûõ ÷èñëåííûõ òåîðèÿõ äâèæåíèÿ Ëóíû è ïëàíåò, ñîçäàííûõ â Ëàáîðàòî-
ðèè ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ ÑØÀ, íà÷èíàÿ ñ âåðñèè, îáîçíà÷àåìîé DE403/LE403,
ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé ñðåäíåé òî÷êè ðàâíîäåíñòâèÿ, âû÷èñëÿåìîé ïî îòíîøåíèþ
ê âðàùàþùåéñÿ ýêëèïòèêå, çàìåíåíî íà òåðìèí ñðåäíåé òî÷êè ðàâíîäåíñòâèÿ
ýïîõè J2000.0 íà ôèêñèðîâàííîé ýêëèïòèêå. Ñìåùåíèå ýòîé òî÷êè ïî ïðÿìîìó
âîñõîæäåíèþ îò íàïðàâëåíèÿ îñè OX äëÿ ñîâðåìåííûõ ýôåìåðèä îöåíèâàåòñÿ
âåëè÷èíîé dα0 = (−0.01460± 0.00050)′′ .

Ïîñòíüþòîíîâñêîå ïðèáëèæåíèå

Ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ

Òåîðåòè÷åñêè è ïðàêòè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ íå ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî ìàòåìàòè÷åñêè â ðàìêàõ åäèíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû. Äëÿ
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òîãî, ÷òîáû îáðàáàòûâàòü ñîâðåìåííûå àñòðîíîìè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ, íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî ðåëÿòèâèñòñêèõ ñèñòåì îòñ÷�åòà.

Ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè 10 êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà gαβ , êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè è
òð�åõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, èíäåêñû α è β ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3 .
Êâàäðàò èíòåðâàëà èìååò âèä dτ 2 = gαβdxαdxβ , ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðî-
èçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå, x0 = ct , x1 = x , x2 = y , x3 = z , c � ñêîðîñòü ñâåòà, t

� êîîðäèíàòíîå âðåìÿ.
Ìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû gαβ äîëæíû áûòü íàéäåíû â ðåçóëüòàòå ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèé ïîëÿ, äëÿ ðåøåíèÿ æå íåîáõîäèìî çíàòü êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè
âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë. Ýòî � ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à áîëüøîé ñëîæíîñòè, íî
ïðè ðàçóìíûõ îãðàíè÷åíèÿõ óäà�åòñÿ ïðèìåíèòü ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé. Ðàçëîæåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, ïðîïîðöèîíàëüíîìó îòíî-
øåíèþ ëèáî êâàäðàòîâ ñêîðîñòåé ÷àñòèö, ëèáî ïîòåíöèàëà èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ê
êâàäðàòó ñêîðîñòè ñâåòà. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ïîëÿ â ïåðâîì, ïîñòíüþòîíîâñêîì,
ïðèáëèæåíèè ñî âñåé íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò äîñòàòî÷íî ìåäëåí-
íûì äâèæåíèÿì íåáåñíûõ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû è îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì ñè-
ëàì èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ.

Äåñÿòü êîìïîíåíò ñèììåòðè÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ìîãóò áûòü ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ÷åòûðüìÿ ïðîèçâîëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, òàê íàçûâàåìûìè êîîð-
äèíàòíûìè óñëîâèÿìè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äâóõ ÷àñòèö â ïîñòíüþòîíîâñêîì
ïðèáëèæåíèè áûëè âïåðâûå ïîëó÷åíû Àëüáåðòîì Ýéíøòåéíîì íà îñíîâå èçî-
òðîïíûõ êîîðäèíàòíûõ óñëîâèé. Âñêîðå ïîñëå ýòîãî Â.À.Ôîê âûâåë ðåëÿòèâèñò-
ñêèå óðàâíåíèÿ ïîñòóïàòåëüíî�âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ãàðìîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòíûõ óñëîâèé.

Â ó÷åáíèêå �Òåîðèÿ ïîëÿ� Ë.Ä.Ëàíäàó è Å.Ì.Ëèôøèöà ïðåäñòàâëåí ëàãðàí-
æèàí ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö â èçîòðîïíûõ êîîðäèíàòàõ. Âñå ñîâðå-
ìåííûå òåîðèè äâèæåíèÿ áîëüøèõ ïëàíåò, Ëóíû è Ñîëíöà, ðàçðàáàòûâàåìûå â
Ëàáîðàòîðèè ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ ÑØÀ (Jet Propulsion Laboratory, Pasadena,
USA), ïîëó÷åíû ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ðåëÿòèâèñòñêèõ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ, çàïèñàííûõ â ïîñòíüþòîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè òàêæå ñ ïîìîùüþ èçîòðîïíûõ
êîîðäèíàòíûõ óñëîâèé.

Ýôåìåðèäû, ñîçäàííûå â Ëàáîðàòîðèè ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ, ñêðûâàþò â ñå-
áå åù�å îäíó îñîáåííîñòü: àðãóìåíòîì äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííàÿ ïåðåìåííàÿ Teph , øêàëà êîòîðîé
î÷åíü áëèçêà øêàëå Àòîìíîãî âðåìåíè TAI. Îäèí èç ðóêîâîäèòåëåé Ëàáîðàòî-
ðèè ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ ÑØÀ, ïðîôåññîð Å.Ì.Ñòýíäèø (sir E.M.Standish), â
äîêëàäå íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Íåáåñíàÿ ìåõàíèêà � 2002: Ðåçóëüòàòû
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è ïåðñïåêòèâû�, ñîñòîÿâøåéñÿ â Èíñòèòóòå ïðèêëàäíîé àñòðîíîìèè Ðîññèéñêîé
àêàäåìèè íàóê â ñåíòÿáðå 2002 ãîäà, ñêàçàë ñëåäóþùåå:

Î÷åâèäíî, ÷òî îáðàùåíèå ñ Teph êàê íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé òî æå
ñàìîå, ÷òî è èñïîëüçîâàíèå áàðèöåíòðè÷åñêîãî êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè
TCB .
Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî çàäà÷, â êîòîðûõ íå ñóùåñòâåííû îòëè÷èÿ ìåæäó
øêàëàìè çåìíîãî âðåìåíè TT è Teph , ïîñêîëüêó îíè íèêîãäà íå ðàñõî-
äÿòñÿ ìåæäó ñîáîé áîëåå, ÷åì íà 2 ìèëëèñåêóíäû. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü
ýòîìó, ðàçíîñòü ìåæäó TT è TCB âîçðàñòàåò íà 0.5 ñåêóíäû â ãîä.
Â ÷�åì ñêàçûâàåòñÿ ïðåèìóùåñòâî âû÷èñëåíèé ýôåìåðèä íà îñíîâå
TCB ? Àáñîëþòíî íè â ÷�åì. Áîëåå òîãî, äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíî ïå-
ðåâåñòè ðàçìåðíîñòè âåëè÷èí, èñïîëüçóåìûõ â ïðîãðàììàõ Ëàáîðàòî-
ðèè ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ, ê åäèíèöàì èçìåðåíèé, ñîãëàñóþùèõñÿ ñî
øêàëîé TCB . Ïðåîáðàçîâàíèå ñîäåðæèò ïðîñòîé ìàñøòàáíûé ôàê-
òîð 1 − LB = d(Teph)/d(TCB) , âõîäÿùèé â íåçàâèñèìûé àðãóìåíò
ýôåìåðèäû Teph , â ðàññòîÿíèÿ è â çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ãðàâèòà-
öèîííîé ïîñòîÿííîé íà ìàññó Ñîëíöà, Ëóíû è ïëàíåò. (Òðóäû ÈÏÀ
ÐÀÍ,2002,âûï.8,ñ.166-169 ).

Ðåçîëþöèè B1.3, B1.4, B1.5 è B1.9 24-îé Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåè ÌÀÑ

Ðåçîëþöèÿ B1.3. Îïðåäåëåíèå áàðèöåíòðè÷åñêîé è ãåîöåíòðè÷åñêîé
îïîðíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà

24-àÿ Ãåíåðàëüíàÿ àññàìáëåÿ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà,
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

1. ÷òî ðåçîëþöèÿ A4 21-îé Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåè (1991 ãîä) äàëà îïðåäåëåíèÿ
ñèñòåìàì êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè äëÿ (à) Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû (íàçûâàåìîé òåïåðü áàðèöåíòðè÷åñêîé
íåáåñíîé ñèñòåìîé îòñ÷�åòà, Barycentric Celestial Reference System, BCRS) è
(á) Çåìëè (íàçûâàåìîé òåïåðü ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé ñèñòåìîé îòñ÷�åòà,
Geocentric Celestial Reference System, GCRS),

2. æåëàíèå çàïèñàòü ìåòðè÷åñêèå òåíçîðû êàê â áàðèöåíòðè÷åñêîé, òàê è â ãåî-
öåíòðè÷åñêîé ñèñòåìàõ â êîìïàêòíîé è ñàìîñîãëàñîâàííîé ôîðìå, è
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3. ôàêò, ÷òî çíà÷èòåëüíûå ðàáîòû ïî òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè âûïîëíåíû ïðè
èñïîëüçîâàíèè ãàðìîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòíûõ óñëîâèé, îêàçàâøèõñÿ ïîëåçíû-
ìè è óïðîùàþùèìè äëÿ ìíîãèõ òèïîâ ïðèëîæåíèé,

ðåêîìåíäóåò

1. âûáîð ãàðìîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò â îáîèõ, áàðèöåíòðè÷åñêîé è ãåîöåíòðè÷å-
ñêîé ñèñòåìàõ îòñ÷�åòà,

2. â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå â êîîðäèíàòàõ (t, ~x) ( t = áàðèöåíòðè÷åñêîå êî-
îðäèíàòíîå âðåìÿ, Barycentric Coordinate Time, TCB) çàïèñûâàòü êîìïîíåí-
òû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà âðåìÿ-âðåìÿ è ïðîñòðàíñòâî-ïðîñòðàíñòâî ñ ïîìî-
ùüþ îäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà w(t, ~x) , îáîáùàþùåãî íüþòîíîâñêèé ïî-
òåíöèàë, è êîìïîíåíòû ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî ïîòåíöè-
àëà wi(t, ~x) , ïðåäïîëàãàÿ â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ÷òî îáà ïîòåíöèàëà
èñ÷åçàþò ïðè óäàëåíèè îò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû,
â ÿâíîé ôîðìå

g00 = −1 +
2w

c2 −
2w2

c4 ,

g0i = − 4

c3w
i,

gij = δij

(
1 +

2

c2w

)
,

ãäå
w(t, ~x) = G

∫
d3~x′

σ(t, ~x′)
|~x− ~x′| +

1

2c2G
∂2

∂t2

∫
d3~x′σ(t, ~x′)|~x− ~x′|,

wi(t, ~x) = G

∫
d3~x′

σi(t, ~x′)
|~x− ~x′| ,

G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, σ è σi - ïëîòíîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà
ñîîòâåòñòâåííî.

3. â ãåîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå â êîîðäèíàòàõ (T, ~X) (T = ãåîöåíòðè÷åñêîå êîîð-
äèíàòíîå âðåìÿ, Geocentric Coordinate Time, TCG) çàïèñûâàòü êîìïîíåíòû
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â òîé æå ôîðìå, ÷òî è äëÿ áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû,
íî ñ ïîòåíöèàëàìè W (T, ~X) è W a(T, ~X) ; ýòè ãåîöåíòðè÷åñêèå ïîòåíöèàëû
ðàçäåëÿòü íà äâå ÷àñòè � âåëè÷èíû WE è W a

E , âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå
ãðàâèòàöèîííîãî äåéñòâèÿ Çåìëè, è âíåøíèå ÷àñòè Wext , W a

ext , îáóñëîâëåí-
íûå ïðèëèâíûìè è èíåðöèîííûìè ýôôåêòàìè; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âíåøíèå
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÷àñòè ïîòåíöèàëîâ ìåòðèêè èñ÷åçàþò â ãåîöåíòðå è ðàçëîæåíû â ðÿä ïî ïî-
ëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì âåëè÷èíû ~X ,
â ÿâíîé ôîðìå

G00 = −1 +
2W

c2 − 2W 2

c4 ,

G0a = − 4

c3W
a,

Gab = δab

(
1 +

2

c2W

)
,

ïîòåíöèàëû W è W a ðàçäåëåíû ñîãëàñíî ôîðìóëàì

W (T, ~X) = WE(T, ~X) + Wext(T, ~X),

W a(T, ~X) = W a
E(T, ~X) + W a

ext(T, ~X),

âåëè÷èíû WE è W a
E íàõîäÿò òåì æå ïóò�åì, ÷òî è ôóíêöèè w è wi , ñ íåáîëü-

øèì îòëè÷èåì: ïàðàìåòðû âû÷èñëÿþò â ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé îïîðíîé
ñèñòåìå îòñ÷�åòà è èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé Çåìëþ.

4. ïðèìåíÿòü, åñëè òîãî òðåáóåò òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé, ïîëíûå ïîñòíüþòîíîâ-
ñêèå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ìåæäó áàðèöåíòðè÷åñêîé è ãåîöåí-
òðè÷åñêîé íåáåñíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷�åòà; ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ îáóñëîâ-
ëåíû âèäîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ;
â ÿâíîé ôîðìå, äëÿ êèíåìàòè÷åñêè íåâðàùàþùåéñÿ ãåîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû
îòñ÷�åòà (GCRS) (T = TCG, t = TCB, ri

E = xi − xi
E(t), ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ

èíäåêñàì âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 3 ),

T = t− 1
c2

[
A(t) + vi

Eri
E

]

+ 1
c4

[
B(t) + Bi(t)ri

E + Bij(t)ri
Erj

E + C(t, ~x)
]

+ O(c−5),

~Xa = δai

[
ri
E + 1

c2

(1
2v

i
Evj

Erj
E

+ wext(~xE)ri
E + ri

Eaj
Erj

E − 1
2a

i
Er2

E

)]
+ O(c−4),

ãäå
d

dt
A(t) =

1

2
v2

E + wext(~xE),

d

dt
B(t) = −1

8
v4

E −
3

2
v2

Ewext(~xE) + 4vi
Ewi

ext(~xE) +
1

2
w2

ext(~xE),

Bi(t) = −1

2
v2

Evi
E + 4wi

ext(~xE)− 3vi
Ewext(~xE),
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Bij(t) = −vi
EδajQ

a + 2
∂

∂xj
wi

ext(~xE)− vi
E

∂

∂xj
wext(~xE) +

1

2
δijẇext(~xE),

C(t, ~x) = − 1

10
r2
E

(
ȧi

Eri
E

)
,

xi
E , vi

E , ai
E � êîìïîíåíòû áàðèöåíòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ïîëîæåíèÿ, ñêîðîñòè

è óñêîðåíèÿ Çåìëè, òî÷êà îçíà÷àåò ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè è

Qa = δai

[
∂

∂xi
wext(~xE)− ai

E

]
.

Âíåøíèå ïîòåíöèàëû, wext è wi
ext , çàäàíû ôîðìóëàìè

wext =
∑

A6=E

wA, wi
ext =

∑

A6=E

wi
A,

ãäå E ñîîòâåòñòâóåò Çåìëå, à wA è wi
A îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè äëÿ w è

wi , ïðè÷�åì èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé òîëüêî
òåëî A .

Çàìå÷àíèÿ
Âûðàæåíèÿ äëÿ w è wi äàþò êîìïîíåíòó g00 ñ òî÷íîñòüþ äî O(c−6) , êîì-

ïîíåíòó g0i ñ òî÷íîñòüþ äî O(c−5) à gij � ñ òî÷íîñòüþ äî O(c−4) . Ïëîòíî-
ñòè σ è σi îïðåäåëÿþòñÿ òåíçîðîì ýíåðãèè�èìïóëüñà ìàòåðèè, ñîñòàâëÿþùåé
òåëà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Òî÷íîñòü âåëè÷èí Gab îòíîñèòåëüíî c−n ñîîòâåò-
ñòâóåò òî÷íîñòÿì äëÿ êîìïîíåíò gµν .

Âíåøíèå ïîòåíöèàëû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ôîðìå

Wext = Wtidal + Winer,

W a
ext = W a

tidal + W a
iner.

Wtidal îáîáùàåò êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ïðèëèâíîãî ïîòåíöèàëà. Ïîñò-
íüþòîíîâñêèå ïîïðàâêè ê Wtidal è W a

tidal ìîæíî íàéòè â ëèòåðàòóðå. Ïîòåí-
öèàëû Winer è W a

iner ÿâëÿþòñÿ èíåðöèîííîé ÷àñòüþ, ëèíåéíîé ïî Xa . Âèä ïåð-
âîãî èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ, â îñíîâíîì, âçàèìîäåéñòâèåì ñæàòèÿ Çåìëè ñ âíåø-
íèì ïîòåíöèàëîì. Â êèíåìàòè÷åñêè íåâðàùàþùåéñÿ ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé
ñèñòåìå îòñ÷�åòà ïîòåíöèàë W a

iner îïèñûâàåò ñèëó Êîðèîëèñà, îáóñëîâëåííóþ
â áîëüøåé ñâîåé ÷àñòè ãåîäåçè÷åñêîé ïðåöåññèåé.

Íàêîíåö, ëîêàëüíûå ãðàâèòàöèîííûå ïîòåíöèàëû WE , W a
E Çåìëè ñâÿçàíû

ñ áàðèöåíòðè÷åñêèìè ãðàâèòàöèîííûìè ïîòåíöèàëàìè ñîîòíîøåíèÿìè

WE(T, ~X) = wE(t, ~x)

(
1 +

2

c2v
2
E

)
− 4

c2v
i
Ewi

E(t, ~x) + O(c−4),

� 178�



Ïîñòíüþòîíîâñêîå ïðèáëèæåíèå

W a
E(T, ~X) = δai

(
wi

E(t, ~x)− vi
EwE(t, ~x)

)
+ O(c−2).

Ëèòåðàòóðà
Brumberg V.A., Kopeikin S.M., 1988, Nouvo Cimento B 103, 63.
Brumberg V.A., 1991, Essential Relativistic Celestial Mechanics , Hilger, Bristol.
Damour T., So�el M., Xu C., Physical Review D , 43, 3273 (1991); 45, 1017 (1992);
47, 3124 (1993); 49, 618 (1994).
Klioner S. A., Voinov A.V., 1993, Physical Review D , 48, 1451.
Kopeikin S.M., 1989, Celestial Mechanics , 44, 87.

Ðåçîëþöèÿ B1.4. Êîýôôèöèåíòû ïîòåíöèàëà â ïîñòíüþòîíîâñêîì
ïðèáëèæåíèè

24-àÿ Ãåíåðàëüíàÿ àññàìáëåÿ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà,
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

1. ÷òî äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé â îáëàñòè íåáåñíîé ìåõàíèêè è àñòðîìåòðèè
÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíîé ÿâëÿåòñÿ ìåòîäèêà ïðåäñòàâëåíèÿ ìåòðèêè ïîòåíöèà-
ëîâ (èëè ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ) âíå ìàññèâíûõ òåë Ñîíå÷íîé ñèñòåìû â
ôîðìå ðàçëîæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïîòåíöèàëà, è

2. ÷òî ôèçè÷åñêè çíà÷èìûå âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ ïîñòíüþòîíîâñêîãî ïî-
òåíöèàëà îïóáëèêîâàíû â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå,

ðåêîìåíäóåò

1. â ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé ñèñòåìå îòñ÷�åòà âíå ïîâåðõíîñòè Çåìëè èñïîëü-
çîâàòü ðàçëîæåíèå ïîñòíüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà Çåìëè â ôîðìå

WE(T, ~X) = GME

R ·
[
1 +

∞∑
l=2

+l∑
m=0

(
RE

R

)l
Plm(cos θ)

× (
CE

lm(T ) cos mφ + SE
lm(T ) sin mφ

)]
,

ãäå CE
lm è SE

lm ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ýêâèâàëåíòíû ïîñòíüþòîíîâñêèì
ìóëüòèïîëüíûì ìîìåíòàì, îïðåäåë�åííûìè â ñòàòüå (Damour et al. Physical
Review D, 43, 3273, 1991), θ è φ � óãëû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì Xa â ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé
ñèñòåìå îòñ÷�åòà, è R = | ~X| , è
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2. âíå ïîâåðõíîñòè Çåìëè èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, âû-
çûâàþùåãî õîðîøî èçâåñòíûé ýôôåêò Ëåíçå�Òèððèíãà, â ôîðìå

W a
E(T, ~X) = −G

2

[ ~X × ~SE]a

R3 ,

ãäå ~SE � âåêòîð ïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà Çåìëè.

Ðåçîëþöèÿ B1.5. Ðàñïðîñòðàíåíèå â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå ðåëÿòèâèñò-
ñêîãî ïîäõîäà íà âîïðîñû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè

24-àÿ Ãåíåðàëüíàÿ àññàìáëåÿ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà,
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

1. ÷òî ðåçîëþöèÿ A4 21-îé Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåè (1991 ãîä) äàëà îïðåäåëå-
íèÿ ñèñòåìàì êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè îò-
íîñèòåëüíîñòè äëÿ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû (áàðèöåíòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà îòñ÷�åòà)
è Çåìëè (ãåîöåíòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà îòñ÷�åòà),

2. ÷òî â ðåçîëþöèè B1.3, îçàãëàâëåííîé �Îïðåäåëåíèå áàðèöåíòðè÷åñêîé è ãåî-
öåíòðè÷åñêîé îïîðíûõ ñèñòåì îòñ÷�åòà�, ýòè ñèñòåìû ïåðåèìåíîâàíû, ñîîòâåò-
ñòâåííî, â áàðèöåíòðè÷åñêóþ íåáåñíóþ ñèñòåìó îòñ÷�åòà è ãåîöåíòðè÷åñêóþ
íåáåñíóþ ñèñòåìó îòñ÷�åòà, è äàíû îáùèå óêàçàíèÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìåò-
ðè÷åñêèõ òåíçîðîâ è ïðîâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò â ïîñòíüþòîíîâ-
ñêîì ïðèáëèæåíèè,

3. ÷òî, îïèðàÿñü íà îæèäàåìîå óëó÷øåíèå õàðàêòåðèñòèê àòîìíûõ ÷àñîâ, áó-
äóùèå èçìåðåíèÿ âðåìåíè è ÷àñòîòû ïîòðåáóþò ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ
øêàëû, çàäàâàåìîé ýòèì óñòðîéñòâîì, â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå îòñ÷�åòà,
è

4. ÷òî òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè óæå âûïîëíåíû,

ðåêîìåíäóåò
÷òîáû â ïðèëîæåíèÿõ, èìåþùèõ äåëî ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîîðäèíàò è âû÷èñëå-
íèÿìè êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè â ïðåäåëàõ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, Ðåçîëþöèÿ B1.3
ïðèìåíÿëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà èìåþò âèä

g00 = −
(

1− 2

c2 (w0(t, ~x) + wL(t, ~x)) +
2

c4 (w2
0(t, ~x) + ∆(t, ~x))

)
,
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g0i = − 4

c3w
i(t, ~x),

gij =

(
1 +

2w0(t, ~x)

c2

)
δij,

ãäå (t ≡ TCB, ~x) � áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, w0 = G
∑
A

MA

rA
, ñóììè-

ðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì òåëàì Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû A , ~rA = ~x−~xA , ~xA

� êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ òåëà A , rA = |~rA| , à wL ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì
ïî ìóëüòèïîëüíûì ìîìåíòàì âíåøíåãî ïîòåíöèàëà êàæäîãî èç íåáåñíûõ òåë
(îïðåäåëåíèå ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ äàíî â ðåçîëþöèè B1.4 �Êîýôôèöè-
åíòû ïîòåíöèàëà â ïîñòíüþòîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè�). Ôîðìóëà âåêòîðíîãî
ïîòåíöèàëà wi(t, ~x) =

∑
A

wi
A(t, ~x) è ôóíêöèè ∆(t, ~x) =

∑
A

∆A(t, ~x) äàíû â
çàìå÷àíèè 2.

2. ñîîòíîøåíèå ìåæäó TCB è ãåîöåíòðè÷åñêèì êîîðäèíàòíûì âðåìåíåì TCG

ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

TCB − TCG = c−2

[
t∫

t0

(
v2

E

2 + w0ext(~xE)
)

dt + vi
Eri

E

]

− c−4
t∫

t0

(−1
8v

4
E − 3

2v
2
Ew0ext(~xE) + 4vi

Ewi
ext(~xE) + 1

2w
2
0ext(~xE)

)
dt

− c−4
(
3w0ext(~xE) +

v2
E

2

)
vi

Eri
E,

ãäå vE ñêîðîñòü Çåìëè îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà, à èíäåêñ ext îçíà÷àåò ñóì-
ìèðîâàíèå ïî âñåì òåëàì, èñêëþ÷àÿ Çåìëþ.

Çàìå÷àíèÿ
1. Íà ðàññòîÿíèÿõ îò Ñîëíöà, ïðåâûøàþùèõ íåñêîëüêî ñîëíå÷íûõ ðàäèó-

ñîâ, ôîðìóëû îáåñïå÷èâàþò îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü íå õóæå, ÷åì
5 × 10−18 , è, äëÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ, íå õóæå, ÷åì 5 × 10−18 â
àìïëèòóäå è 0.2× 10−12 óãëîâûõ ñåêóíä ïî ôàçå. Ïîãðåøíîñòè òàêîãî æå
ïîðÿäêà âîçíèêàþò ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìåæäó TCB è TCG íà ðàññòîÿ-
íèÿõ äî 50000 êì âîêðóã Çåìëè. Íåîïðåäåë�åííîñòè â çíà÷åíèÿõ àñòðîíîìè-
÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ ìîãóò áûòü ïðè÷èíîé ãîðàçäî áîëüøèõ ïîãðåøíîñòåé.

2. ñ òî÷íîñòüþ, óêàçàííîé âûøå, âåêòîðíûé ïîòåíöèàë wi
A(t, ~x) íåáåñíîãî

òåëà A èìååò âèä

wi
A(t, ~x) = G

[
− [~rA × ~SA]i

2r3
A

+
MAvi

A

rA

]
,
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ãäå ~SA � ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò òåëà A è vi
A � êîìïîíåíòû áàðèöåí-

òðè÷åñêîé ñêîðîñòè òåëà A . Ñ òîé æå òî÷íîñòüþ äëÿ ôóíêöèè ∆A(t, ~x)
äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå

∆A(t, ~x) = GMA

rA

[
−2v2

a +
∑

B 6=A

GMB

rBA

+ 1
2

(
(rk

Avk
A)2

r2
A

+ rk
Aak

A

)]
+

2Gvk
A[~rA×~SA]k

r3
A

,

ãäå rBA = |~xB − ~xA| , à ak
A � áàðèöåíòðè÷åñêîå óñêîðåíèå òåëà

A . Â ýòèõ ôîðìóëàõ âåëè÷èíû ~SA íåîáõîäèìû òîëüêî äëÿ Þïèòåðà
(S ≈ 6.9 × 1038m2s−1kg) è Ñàòóðíà (S ≈ 1.4 × 1038m2s−1kg) â íåïîñðåä-
ñòâåííîé áëèçîñòè îò ýòèõ ïëàíåò.

3. Ïîñêîëüêó íàñòîÿùèå ðåêîìåíäàöèè äàþò ðàñøèðåíèå ðåêîìåíäàöèé ÌÀÑ
1991 äî ïîëíîé ñïðàâåäëèâîñòè â ïåðâîì ïîñòíüþòîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè,
ïîñòîëüêó ïîñòîÿííûå LC è LB , ââåä�åííûå â ðåêîìåíäàöèÿõ ÌÀÑ 1991,
ìîãëè áû áûòü îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè < TCG/TCB >= 1 − LC è
< TT/TCB >= 1−LB , ãäå ÷åðåç TT îáîçíà÷åíî Çåìíîå âðåìÿ è <> îçíà-
÷àåò îñðåäíåíèå íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ, âûïîëíåííîå â ãåîöåíòðå. Ïîñëåä-
íÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû LC äàíà â (Irwin A. and Fukushima T., Astron. Astroph.,
348, 642�652, 1999) LC = 1.48082686741× 10−8 ± 2× 10−17.

Íà îñíîâå ðåçîëþöèè B1.9 �Ïåðåîïðåäåëåíèå Çåìíîãî âðåìåíè TT� âû-
âîäèì LB = 1.55051976772 × 10−8 ± 2 × 10−17 ñ ïîìîùüþ ñâÿçè
1− LB = (1− LC)(1− LG) . Âåëè÷èíà LG îïðåäåëåíà â ðåçîëþöèè B1.9.
Ïî ïðè÷èíå íåâîçìîæíîñòè äàòü îäíîçíà÷íûå è íåçàâèñèìûå îïðåäåëåíèÿ
ïàðàìåòðàì LB è LC , ýòè ïîñòîÿííûå íå äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ â ôîð-
ìóëàõ ïðåîáðàçîâàíèé â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî çíàíèå çíà÷åíèé âå-
ëè÷èí ñ ïîãðåøíîñòÿìè ïîðÿäêà 1× 10−16 è ëó÷øå.

4. Åñëè âåëè÷èíà TCB − TCG âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííûõ ÷èñ-
ëåííûõ ýôåìåðèä ïëàíåò, àðãóìåíòîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ, îáî-
çíà÷àåìàÿ Teph , áëèçêàÿ ê áàðèöåíòðè÷åñêîìó äèíàìè÷åñêîìó âðåìåíè
(TDB) , à íå ê àðãóìåíòó TCB , ïåðâûé èíòåãðàë â ðåêîìåíäàöèè 2, ïðè-
âåä�åííîé âûøå, ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

t∫

t0

(
v2

E

2
+ w0ext(~xE)

)
dt =

1

1− LB




Teph∫

Teph0

(
v2

E

2
+ w0ext(~xE)

)
dt


 .
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Ðåçîëþöèÿ B1.9. Ïåðåîïðåäåëåíèå Çåìíîãî âðåìåíè

24-àÿ Ãåíåðàëüíàÿ àññàìáëåÿ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà,
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

1. ÷òî ðåçîëþöèÿ ÌÀÑ A4 (1991) â ñâîåé ðåêîìåíäàöèè 4 îïðåäåëèëà Çåìíîå
âðåìÿ (Terrestrial Time, TT),

2. ÷òî çàïóòàííîñòü è èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì, ïðèñóùèå îïðåäåëåíèþ è ðåàëè-
çàöèè ïîíÿòèÿ ãåîèä, ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêîì íåîïðåäåë�åííîñòåé â óñòàíîâëå-
íèè è ïîääåðæàíèè Çåìíîãî âðåìåíè TT, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè â áëèæàéøåì
áóäóùåì ê ñåðü�åçíîìó èñòî÷íèêó ïîãðåøíîñòåé ïðè ðåàëèçàöèè TT íà îñíîâå
àòîìíîãî âðåìåíè,

ðåêîìåíäóåò
ñ÷èòàòü TT øêàëîé âðåìåíè, îòëè÷àþùåéñÿ îò øêàëû TCG ïîñòîÿííûì äðåé-
ôîì: d TT/ d TCG = 1 − LG , ãäå LG = 6.969290134 × 10−10 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿ-
þùåé ïîñòîÿííîé.
Çàìå÷àíèå

Ïàðàìåòð LG áûë îïðåäåë�åí â ðåêîìåíäàöèè 4 ðåçîëþöèè ÌÀÑ A4 (1991) êàê
ðàâíûé âûðàæåíèþ UG

c2 , ãäå UG � ïîòåíöèàë íà ãåîèäå. Òåïåðü LG èñïîëüçó-
åòñÿ êàê îïðåäåëÿþùàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ðåëÿòèâèçì çàòÿãèâàåò

Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñîâåðøåííî íå ïðåäïîëàãàåò
íàëè÷èå êàêîé-ëèáî ñèñòåìû îòñ÷�åòà ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè.

Â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïîä ñèñòåìîé îòñ÷�åòà ïîíèìà-
ëàñü ñîâîêóïíîñòü ïîêîÿùèõñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, íåèçìåííûì
îáðàçîì âçàèìíî ðàñïîëîæåííûõ òåë. Ïðè íàëè÷èè ïåðåìåííîãî ãðàâè-
òàöèîííîãî ïîëÿ òàêèõ ñèñòåì òåë íå ñóùåñòâóåò è äëÿ òî÷íîãî îïðå-
äåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå íåîáõîäèìî, ñòðîãî ãîâîðÿ,
èìåòü ñîâîêóïíîñòü áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òåë, çàïîëíÿþùèõ âñ�å ïðîñòðàí-
ñòâî íàïîäîáèå íåêîòîðîé �ñðåäû�. Òàêàÿ ñèñòåìà òåë âìåñòå ñî ñâÿçàí-
íûìè ñ êàæäûì èç íèõ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì èäóùèìè ÷àñàìè è ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèñòåìîé îòñ÷�åòà â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. (Ë.Ä.Ëàíäàó,
Å.Ì.Ëèôøèö. Òåîðèÿ ïîëÿ. ÃÈÔÌË. Ì.,1960. Ãëàâà 10. ×àñòèöà â ãðà-
âèòàöèîííîì ïîëå. ñòð. 275 ).
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�Êàðòèíà ìèðà âîèñòèíó äàíòîâñêàÿ�. Íè îäèí öèâèëèçîâàííûé ïàðëàìåíò
íå ñîãëàñèòñÿ ôèíàíñèðîâàòü ïðîåêòû ñ òàêèì îáîñíîâàíèåì. Ïîñòíüþòîíîâñêîå
ïðèáëèæåíèå, òåì íå ìåíåå, ïðåêðàñíî ïðèìèðÿåò ñîâðåìåííûå äîñòèæåíèÿ íàó-
êè è òåõíèêè è ñëîæèâøèåñÿ â êóëüòóðå íàðîäîâ ñèñòåìû âçãëÿäîâ è ïîíÿòèé. Ó
íàñ åñòü âûäåëåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷�åòà, íàì åñòü íà ÷òî îïåðåòüñÿ. Âî ìíîãèõ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷àõ, êàê ýòî íåîäíîêðàòíî ïîä÷�åðêèâàåò ïðîôåññîð Â.À.Áðóìáåðã,
äîñòàòî÷íî ëèøü âûáðàòü ïðàâèëüíûé ïîäõîä, è òîãäà ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû
îêàæóòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè. Ðåêîìåíäóåìàÿ â ïîñòàíîâëåíèè ÌÀÑ ñõåìà
ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ýòîãî ïîëîæåíèÿ.

Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò áàðèöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé ñèñòåìû îòñ÷�åòà â ãåîöåí-
òðè÷åñêóþ íåáåñíóþ ñèñòåìó ñîäåðæàò âåëè÷èíû A(t), B(t) , çàâèñÿùèå òîëüêî
îò ïîëîæåíèé, ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé Ñîëíöà, Ëóíû è áîëüøèõ ïëàíåò Ñîëíå÷-
íîé ñèñòåìû, è ñîîòíîøåíèÿ, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ áàðèöåíòðè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàç-
íîñòè ïîëîæåíèé ïðîèçâîëüíîé òî÷êè â îêðåñòíîñòè Çåìëè è öåíòðà ìàññ íàøåé
ïëàíåòû. Ôóíêöèè A(t), B(t) ÿâëÿþòñÿ ïîäûíòåãðàëüíûìè âûðàæåíèÿìè ïðè âû-
÷èñëåíèè îòëè÷èé TCB−TCG . Èíòåãðàëû îïðåäåëÿþò âåêîâîé óõîä äâóõ øêàë
âðåìåíè è íå çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò òîé òî÷êè, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå.

Â ïîñòàíîâëåíèè óïîìèíàåòñÿ ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò âðàùåíèÿ Çåìëè, ìîäóëü
ýòîé âåëè÷èíû ðàâåí ≈ 5.85× 1032m2s−1kg .

Ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ó÷�åíûõ íàõîäÿòñÿ â íåêîòîðîì íåñîîò-
âåòñòâèè ñ ïîñòàíîâëåíèÿìè ÌÀÑ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îòíîñèòñÿ ê ÷èñëåííûì
ýôåìåðèäàì äâèæåíèÿ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Îäèí ìîìåíò � èñïîëüçîâà-
íèå â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà âåëè÷èíû Teph âìåñòî ðåêîìåíäóåìîãî
TCB � óæå ïðîÿñíèë ìèðîâîé îáùåñòâåííîñòè ïðîôåññîð Å.Ì.Ñòýíäèø. Âòîðîé
ìîìåíò � ðàçíèöà ìåæäó ïðèìåíÿåìûìè �èçîòðîïíûìè� è ðåêîìåíäóåìûìè �ãàð-
ìîíè÷åñêèìè� êîîðäèíàòíûìè óñëîâèÿìè � òàêæå íå äîëæåí âûçûâàòü çàòðóäíå-
íèé. ×èñëåííûå òåîðèè äâèæåíèÿ ïëàíåò çàäàþò ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ Ñîëíå÷íîé
ñèñòåìû. Ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â ïîñòíüþòîíîâ-
ñêîì ïðèáëèæåíèè îäíè è òå æå äëÿ îáîèõ êîîðäèíàòíûõ óñëîâèé. Áîëåå òîãî,
ðåøåíèÿ çàäà÷è Øâàðöøèëüäà â �èçîòðîïíûõ� è �ãàðìîíè÷åñêèõ� êîîðäèíàòàõ
ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí ïîðÿäêà O(c−5) .

Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü òðàåêòîðèè êîñìè÷åñêèõ àïïà-
ðàòîâ, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàïèñàòü ðåëÿòèâèñòñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðîá-
íîé ÷àñòèöû íà îñíîâå �ãàðìîíè÷åñêèõ� êîîðäèíàòíûõ óñëîâèé â øêàëå âðåìåíè
Teph , à ïðè âû÷èñëåíèè âîçìóùàþùèõ ñèë èñïîëüçîâàòü �èçîòðîïíûå� êîîðäèíà-
òû Ñîëíöà, Ëóíû è ïëàíåò.
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Ó÷�åíûå îòìå÷àþò, ÷òî ïîíÿòèå íåïîäâèæíîãî ýêâàòîðà, îïðåäåëÿåìîãî ïîëî-
æåíèÿìè óäàë�åííûõ ðàäèîèñòî÷íèêîâ, ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì â ðàìêàõ ïîñòíüþòî-
íîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ êàê â áàðèöåíòðè÷åñêîé, òàê è â ãåîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìàõ
îòñ÷�åòà. Ïëîñêîñòü ýêëèïòèêè ìàòåìàòè÷åñêè àêêóðàòíî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà
òîëüêî îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà, ïðè ãåîöåíòðè÷åñêîì ïîäõîäå îäíîçíà÷íîãî è
ôèçè÷åñêè çíà÷èìîãî ïîíÿòèÿ ýêëèïòèêè íå ñóùåñòâóåò.

Îòìå÷àåòñÿ òàêæå, ÷òî òåîðèÿ âðàùåíèÿ Çåìëè, óæå ñåé÷àñ âêëþ÷àþùàÿ â ðàñ-
ñìîòðåíèå ãåîäåçè÷åñêóþ ïðåöåññèþ è ãåîäåçè÷åñêóþ íóòàöèþ, áóäåò ïîñòåïåííî
ñòàíîâèòüñÿ ïîëíîñòüþ ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèåé. Âîò ÷òî ïèøåò îäèí èç àâòîðîâ
ïðîåêòà ðåçîëþöèé ÌÀÑ 2000 ïðîôåññîð Ñ.À.Êëèîíåð â ñòàòüå �Âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå ïðîòÿæ�åííûõ òåë â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè�:

Â îáùåì ñëó÷àå â íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêå òåëî õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêî-
òîðûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè ρ(t, ~x) . Ñïèí (ìîìåíò èìïóëüñà) òåëà
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Si =

∫

V

ρ(t, ~x)εijkx
jẋkd3x,

ãäå xi è ẋi � êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè òî÷êè (ýëåìåíòà) òåëà.

Â ñëó÷àå äåôîðìèðóåìîãî òåëà äàæå â íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêå ñèòóàöèÿ
ñòàíîâèòñÿ ñëîæíåå. Çäåñü íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü óãëîâóþ ñêîðîñòü òå-
ëà òîëüêî ëèøü íà îñíîâå ïîëÿ ñêîðîñòåé òî÷åê òåëà. Îáû÷íî â ýòîì
ñëó÷àå ââîäèòñÿ íåêàÿ âðàùàþùàÿñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò è ïîäáèðàåòñÿ
òàêàÿ ìàòðèöà âðàùåíèÿ P ij , ÷òî òåëî �ïîêîèòñÿ â ñðåäíåì� îòíîñèòåëü-
íî ýòîé âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò â òîì èëè èíîì ñìûñëå. Òàê,
òðåáóÿ îáðàùåíèÿ â íóëü ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî âðàùà-
þùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå îñåé Òèññåðàíà, èñ-
ïîëüçóåìîå â áîëüøèíñòâå òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé âðàùåíèÿ íåòâ�åðäîé
Çåìëè.

Â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ åù�å ñëîæíåå. ×å-
òûð�åõìåðíîå ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ ÎÒÎ íå ÿâëÿåòñÿ èçî-
òðîïíûì. Ðàññòîÿíèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî òîëüêî äëÿ áåñêîíå÷íî
áëèçêèõ òî÷åê. Ïîñòíüþòîíîâñêàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè âñ�å åù�å æä�åò ñâîåãî
ñîçäàíèÿ.

Óæå ñåé÷àñ ÿñíî, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè
âðàùåíèÿ óïðóãîé Çåìëè ìîãóò ïðèâîäèòü ê âîçìóùåíèÿì ïîðÿäêà 25
ìêñ äóãè. (Òðóäû ÈÏÀ ÐÀÍ,1998,âûï.3,ñòð.172-195 ).
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Ìîäåëü ïðåöåññèè è íóòàöèè
Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä

Äâèæåíèå îñè âðàùåíèÿ Çåìëè â ïðîñòðàíñòâå îáóñëîâëåíî ãðàâèòàöèîííûì
äåéñòâèåì íåáåñíûõ òåë � Ëóíû, Ñîëíöà è ïëàíåò � íà ýêâàòîðèàëüíûé èçáûòîê
ìàññ Çåìëè. Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä âûäåëÿåò ïîñòîÿííóþ è ïåðåìåííóþ ñîñòàâëÿ-
þùèå, ïðåöåññèþ è íóòàöèþ.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òåîðèè î÷åíü ïîëåçíà ìîäåëü Çåìëè êàê àáñîëþòíî
òâ�åðäîãî òåëà. Êðîìå îñè âðàùåíèÿ, ðàçëè÷àþò îñü êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà è îñü
ôèãóðû Çåìëè. Â òåîðèè äâèæåíèÿ Çåìëè êàê àáñîëþòíî òâ�åðäîãî òåëà, ñîçäàííîé
Ýäãàðîì Âóëàðäîì (Edgar William Woolard) â 1953 ãîäó, áûëè ðåøåíû óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà � óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îñè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, îäíàêî ïîëó÷åííîå
ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ, íåîáõîäèìîé â ñåðåäèíå äâàäöàòîãî âåêà, õîðîøî ïðåäñòàâ-
ëÿëî è äâèæåíèå îñè âðàùåíèÿ.

Êèíåìàòè÷åñêàÿ êàðòèíà ïðåöåññèè � ïðåäâàðåíèÿ ðàâíîäåíñòâèé � ýòî äâè-
æåíèå ïîëþñà ìèðà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùàþùåãîñÿ ïîëþñà ýêëèïòèêè.

Íà ðèñ. 13 ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:
E0 � ôèêñèðîâàííàÿ ýêëèïòèêà,
ED � ìãíîâåííàÿ ýêëèïòèêà,
A0 � ôèêñèðîâàííûé ýêâàòîð,
AD � ýêâàòîð äàòû,
K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìãíîâåííîé è ôèêñèðîâàííîé ýêëèïòèê,
γ0, γD, γ1 � òî÷êè ðàâíîäåíñòâèÿ â ðàçíûõ ñèñòåìàõ ýêëèïòèêè è ýêâàòîðà,
γ � ïðîåêöèÿ γD íà E0 .
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Ðèñ. 13: Äâèæåíèå ýêëèïòèêè è ýêâàòîðà

Âçàèìíûå ïåðåìåùåíèÿ ïëîñêîñòåé ýêâàòîðà è ýêëèïòèêè íà êîíå÷íîì èíòåð-
âàëå âðåìåíè ìîæíî âûðàçèòü â ÷èñëåííîì âèäå.
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×èñëåííîå çíà÷åíèå íàêëîíà ýêëèïòèêè ê ýêâàòîðó â ñòàíäàðòíóþ ýïîõó
J2000.0 ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ

ε0 = 23◦26′21′′.448.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ýêâàòîðà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ýêëèïòèêè óäîá-
íû âåëè÷èíû:

ψA = γ̂1γ0 � ëóííî-ñîëíå÷íàÿ ïðåöåññèÿ, â ýòî çíà÷åíèå ñîâñåì íå âõîäèò äâè-
æåíèå ýêëèïòèêè,

χA = γ̂1γD � ïðåöåññèÿ îò ïëàíåò, òî åñòü òîëüêî äâèæåíèå ýêëèïòèêè,
ωA � ëóííî-ñîëíå÷íûé íàêëîí, íàêëîí íà÷àëüíîé ýêëèïòèêè ê ïîäâèæíîìó

ýêâàòîðó,
εA � íàêëîí ìãíîâåííîé ýêëèïòèêè ê ïîäâèæíîìó ýêâàòîðó,
t � âðåìÿ â þëèàíñêèõ ñòîëåòèÿõ îò ýïîõè J2000.0.

ψA = 5038′′.7784t− 1′′.07259t2 − 0′′.001147t3,

ωA = ε0 + 0′′.05127t2 − 0′′.007726t3,

χA = 10′′.5526t− 2′′.38064t2 − 0′′.001125t3,

εA = ε0 − 46′′.8150t− 0′′.00059t2 + 0′′.001813t3.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ýïîõà E0 ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé ýïîõîé J2000.0, ED - ýïîõà
äàòû,

t =
JD(ED)− JD(E0)

36525
,

ãäå JD(E0) = 2451545.0 .
Ìàòðèöû R1(α), R2(α), R3(α) îçíà÷àþò ïîâîðîò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà

óãîë α âîêðóã îñåé OX,OY, OZ ñîîòâåòñòâåííî.
Ìàòðèöó ïðåöåññèè P âû÷èñëÿþò ñ ïîìîùüþ ÷åòûð�åõ ïîâîðîòîâ îò íà÷àëüíî-

ãî ýêâàòîðà ê ïîäâèæíîìó ýêâàòîðó

P = R3(χA) ·R1(−ωA) ·R3(−ψA) ·R1(ε0).

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé äâèæåíèÿ íåáåñíîãî
ïîëþñà ðàññìàòðèâàþò ìãíîâåííóþ ýêëèïòèêó è ýêâàòîð äàòû. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïîëîæåíèÿ èñòèííîãî ýêâàòîðà ðàçëè÷àþò íóòàöèþ â äîëãîòå ∆ψ è íóòàöèþ â
íàêëîíå ∆ε . Ïàðàìåòðû ∆ψ è ∆ε , â ñâîþ î÷åðåäü, ñóòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ðÿäû ñ ÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, àðãóìåíòàìè ýòèõ ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-
íûå êîìáèíàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ àðãóìåíòîâ: l - ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ Ëóíû, l′ -
ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ Ñîëíöà, F - ñðåäíèé àðãóìåíò øèðîòû Ëóíû, D - ðàçíîñòü

� 187�



104 ãîäà ñòàíäàðòà âû÷èñëåíèé àñòðîíîìèè

ñðåäíèõ äîëãîò Ëóíû è Ñîëíöà, Ω - ñðåäíÿÿ äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà Ëóíû.
Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àðãóìåíòîâ ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ
ïîëèíîìû ïî âðåìåíè.

Íà ðèñ. 14 èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ:
ED - ìãíîâåííàÿ ýêëèïòèêà,
AD - ïîäâèæíûé ýêâàòîð äàòû,
Atrue - èñòèííûé ýêâàòîð,
γD, γtrue - òî÷êè ðàâíîäåíñòâèÿ â ðàçíûõ ñèñòåìàõ ýêëèïòèêè è ýêâàòîðà.
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Ðèñ. 14: Èñòèííûé ýêâàòîð è ýêâàòîð äàòû

Ìàòðèöà íóòàöèè îáðàçîâàíà òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîâîðîòàìè

N = R1(−εA −∆ε) ·R3(−∆ψ) ·R1(εA),

ãäå
εA - íàêëîí ìãíîâåííîé ýêëèïòèêè ê ñðåäíåìó ïîäâèæíîìó ýêâàòîðó äàòû,
∆ψ - äóãà γ̂trueγD ,
εA + ∆ε - íàêëîí ìãíîâåííîé ýêëèïòèêè ê èñòèííîìó ýêâàòîðó.
Â ðåçóëüòàòå ìíîãîëåòíèõ èññëåäîâàíèé áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íà àìïëèòóäû

ïåðèîäè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå îêàçûâàåò âíóòðåííåå ñòðîåíèå
Çåìëè. Â 1980 ãîäó Ìåæäóíàðîäíûì àñòðîíîìè÷åñêèì ñîþçîì â êà÷åñòâå ñòàí-
äàðòà áûëà ïðèíÿòà ìîäåëü íóòàöèè, ñîçäàííàÿ Äæîíîì Âàðîì (John Matthew
Wahr). Ïðè ñîçäàíèè òåîðèè ó÷òåíû âëèÿíèÿ òâ�åðäîé óïðóãîé îáîëî÷êè, æèäêîãî
âíåøíåãî è òâ�åðäîãî âíóòðåííåãî ÿäðà. Ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷åíû äëÿ �òèññåðàíîâîé�
ñðåäíåé îñè ôèãóðû, êîòîðàÿ íå èìååò ïî÷òè ñóòî÷íûõ äâèæåíèé â èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷�åòà. Ïîëþñ, îïðåäåëÿåìûé íàïðàâëåíèåì ýòîé îñè, ïîëó÷èë íàçâàíèå
íåáåñíûé ýôåìåðèäíûé ïîëþñ. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû äëÿ íóòàöèè â äîëãîòå
è íóòàöèè â íàêëîíå ñîñòîÿò èç 106 ñëàãàåìûõ êàæäûé, ïëàíåòíûå ÷ëåíû, êàê è
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â ïðåäûäóùåé òåîðèè Ýäãàðà Âóëàðäà, íå âîøëè â îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå. Ðÿ-
äû äëÿ íóòàöèè â äîëãîòå ñîäåðæàò òîëüêî òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñèíóñ,
ðÿäû äëÿ íóòàöèè â íàêëîíå � òîëüêî êîñèíóñ.

Îáðàçîâàííàÿ â 1988 ãîäó Ìåæäóíàðîäíàÿ ñëóæáà âðàùåíèÿ Çåìëè â ñâî-
èõ îò÷�åòàõ íà÷àëà ïóáëèêîâàòü ïîïðàâêè δ(∆ψ), δ(∆ε) , îïðåäåëÿåìûå íà îñíîâå
ÐÑÄÁ-íàáëþäåíèé è íå ó÷èòûâàåìûå ñòàíäàðòíîé òåîðèåé Äæîíà Âàðà. Ýòè ïóá-
ëèêàöèè ñòèìóëèðîâàëè ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ áîëåå òî÷íûõ ðÿäîâ íóòàöèè êàê â
ðàìêàõ ìîäåëè àáñîëþòíî òâ�åðäîãî òåëà, òàê è, â êà÷åñòâå âàæíûõ ïîïðàâîê, ñ
ó÷�åòîì ãåîôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

Ñëåäóþùàÿ ðåçîëþöèÿ ÌÀÑ ïîñòóëèðóåò íîâóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíîãî
ïîëþñà ìèðà îòíîñèòåëüíî ïîëþñà íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìû îòñ÷�åòà. Â ýòîì
ïîñòàíîâëåíèè èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåðìèíîëîãèÿ, èáî àíàëèòè÷åñêàÿ òåî-
ðèÿ âðàùåíèÿ Çåìëè êàê àáñîëþòíî òâ�åðäîãî òåëà ïîêà åù�å íå ìîæåò îáîéòèñü
áåç ïîíÿòèÿ ìãíîâåííîé ýêëèïòèêè è ýêâàòîðà äàòû, ê êîòîðûì ïðèâÿçàíû òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ êîîðäèíàò Ëóíû, Ñîëíöà è ïëàíåò.

Ðåçîëþöèÿ B1.6. Ìîäåëü ïðåöåññèè è íóòàöèè ÌÀÑ 2000

24-àÿ Ãåíåðàëüíàÿ àññàìáëåÿ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà,
ïðèçíàâàÿ,

1. ÷òî ðàáî÷àÿ ãðóïïà Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà è Ìåæäóíà-
ðîäíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî è ãåîôèçè÷åñêîãî ñîþçà (IAU-IUGG WG) ïî `òåîðèè
íóòàöèè Çåìëè â ðàìêàõ ìîäåëè íåæ�åñòêîãî òåëà' ïðåäñòàâèëà ðåøåíèå ñòî-
ÿùèõ ïåðåä íåé çàäà÷ íà ïðèìåðàõ

(a) ñîçäàíèÿ íîâûõ âûñîêîòî÷íûõ ðÿäîâ íóòàöèè òâ�åðäîé Çåìëè (1)
SMART97 of Bretagnon et al., 1998, Astron. Astroph., 329, 329�338; (2)
REN2000 of Souchay et al., 1999, Astron. Astroph. Supl. Ser., 135, 111�131;
(3) RDAN97 of Roosbeek and Dehant 1999, Celest. Mech., 70, 215�253,

(b) çàâåðøåíèÿ ñðàâíåíèÿ íîâûõ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé äëÿ ìîäåëè
íåæ�åñòêîé Çåìëè ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì íåãèäðîñòàòè÷åñêîãî ðàâíî-
âåñèÿ, âêëþ÷àþùèå íåýëàñòè÷íîñòü ìàíòèè è ïåðèîä ñâîáîäíîé íóòàöèè
ÿäðà, è ïðèâåäåíèÿ èõ â ñîãëàñèå ñ íàáëþäåíèÿìè,

(c) çàìå÷àíèÿ, ÷òî ìîäåëè íà îñíîâå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîêà åù�å
íå â ñîñòîÿíèè ó÷èòûâàòü äèññèïàöèþ â ÿäðå,

(d) çàìå÷àíèÿ, ÷òî ýôôåêòû, îáóñëîâëåííûå äðóãèìè àñòðîíîìè÷åñêèìè è
ãåîôèçè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè, òàêèìè êàê îêåàíè÷åñêèå è àòìîñôåðíûå
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ïðèëèâû, êîòîðûå äîëæíû áûòü ñìîäåëèðîâàíû, íóæäàþòñÿ â äàëüíåé-
øèõ èññëåäîâàíèÿõ,

2. ÷òî, êàê çàïèñàíî â ðåêîìåíäàöèè C1 (ÌÀÑ, 1994), Ìåæäóíàðîäíàÿ ñëóæ-
áà âðàùåíèÿ Çåìëè îïóáëèêóåò â âûïóñêå IERS Conventions (2000) ìîäåëü
ïðåöåññèè-íóòàöèè, óäîâëåòâîðÿþùóþ íàáëþäåíèÿì ñî ñðåäíåé êâàäðàòè÷å-
ñêîé ïîãðåøíîñòüþ 0.2 ìèëëèñåêóíäû äóãè (milliarcsecond, mas),

3. ÷òî èìåþòñÿ â ðàñïîðÿæåíèè ïîëóàíàëèòè÷åñêèå ãåîôèçè÷åñêèå òåîðèè âû-
íóæäåííîé íóòàöèè, ó÷èòûâàþùèå ëèáî ïîëíîñòüþ, ëèáî ÷àñòè÷íî ñëåäóþ-
ùèå ýôôåêòû: íåýëàñòè÷íîñòü è ýëåêòðîìàãíèòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ íà ãðàíè-
öàõ ÿäðî - ìàíòèÿ è âíåøíåå ÿäðî - âíóòðåííåå ÿäðî, ãîäè÷íûå àòìîñôåðíûå
ïðèëèâû, ãåîäåçè÷åñêóþ íóòàöèþ è îêåàíè÷åñêèå ïðèëèâû,

4. ÷òî âî âñåõ ÷àñòîòàõ íóòàöèè íåîáõîäèìû ïîïðàâêè çà îêåàíè÷åñêèå ïðèëèâû,
è

5. ÷òî ýìïèðè÷åñêèå ìîäåëè íà îñíîâå ðåçîíàíñíîé ôîðìóëû áåç äàëüíåéøèõ
ïîïðàâîê òàêæå ñóùåñòâóþò,

ïðèíèìàåò
çàêëþ÷åíèå ðàáî÷åé ãðóïïû ÌÀÑ è ÌÃÃÑ î òåîðèè íóòàöèè íåòâ�åðäîé Çåìëè,
îïóáëèêîâàííîé Dehant et al., 1999, Celest. Mech. 72(4), 245�310, è ðåçóëüòàòû
ñîâðåìåííûõ ñðàâíåíèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè âîçìîæíîñòÿìè, è
ðåêîìåíäóåò
÷òî, íà÷èíàÿ ñ 1 ÿíâàðÿ 2003 ãîäà ìîäåëü ïðåöåññèè ÌÀÑ 1976 è òåîðèÿ íóòà-
öèè ÌÀÑ 1980 çàìåíÿþòñÿ ìîäåëüþ ïðåöåññèè-íóòàöèè ÌÀÑ 2000A (IAU 2000A,
MHB2000, îñíîâàííîé íà ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè Mathews, Herring and Bu�ett,
2000 ïðåäñòàâëåííîé â Journal of Geophysical Research) â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîá-
õîäèìà ìîäåëü íà óðîâíå òî÷íîñòè 0.2 ìèëëèñåêóíäû äóãè, èëè å�å óêîðî÷åííîé
âåðñèåé ÌÀÑ 2000B äëÿ âû÷èñëåíèé íà óðîâíå 1 ìèëëèñåêóíäà, âìåñòå ñî ñâÿ-
çàííûìè ñ íåé òåìïàìè èçìåíåíèé ïðåöåññèè è íàêëîííîñòè è ñìåùåíèÿìè íåáåñ-
íîãî ïîëþñà â ñèñòåìå ñî ñòàíäàðòíîé ýïîõîé J2000.0, îïóáëèêîâàííûìè â IERS
Conventions (2000), è
Ïîîùðÿåò

1. ïðîäîëæåíèå òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ðÿäîâ íóòàöèè
äëÿ ìîäåëè Çåìëè, îòëè÷íîé îò ìîäåëè òâ�åðäîãî òåëà,

2. ïðîäîëæåíèå ÐÑÄÁ íàáëþäåíèé äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ìîäåëåé íóòàöèè
è äëÿ èçó÷åíèÿ íåïðåäñêàçóåìîé ñâîáîäíîé íóòàöèè ÿäðà, è
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3. ðàçðàáîòêó íîâûõ âûðàæåíèé äëÿ ïðåöåññèè, ñîãëàñîâàííûõ ñ ìîäåëüþ ÌÀÑ
2000A.

Óëó÷øåíèå ëó÷øåãî

Âîò ÷òî îïóáëèêîâàíî â IERS Conventions (2000), â ãëàâå 5, â ðàçäåëå �Ìîäåëè
ïðåöåññèè è íóòàöèè ÌÀÑ 2000A è ÌÀÑ 2000B�:

îêîí÷àòåëüíûå ðÿäû íóòàöèè ñîäåðæàò 678 ëóííî-ñîëíå÷íûõ è 687 ïëà-
íåòíûõ ÷ëåíîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå íà÷àëüíûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé
àìïëèòóä è çíà÷åíèé èõ ëèíåéíûõ âàðèàöèé ñî âðåìåíåì è òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé êîñèíóñ è ñèíóñ äëÿ êàæäîé èç äâóõ êîìïîíåíò, ∆ψ

è ∆ε ,
ðÿäû íóòàöèè ñîãëàñîâàíû ñ ïîïðàâêàìè ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïðåöåññèè
ïî äîëãîòå è ïðåöåññèè â íàêëîíå

δψA = (−0.29965± 0.00040)′′/century,

δωA = (−0.02524± 0.00010)′′/century,

âûðàæåíèÿ äëÿ óãëîâ ïðåöåññèè, ñîâìåñòèìûå ñ íîâîé ìîäåëüþ ÌÀÑ,
âûãëÿäÿò òåïåðü ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψA = 5038′′.47875t− 1′′.07259t2 − 0′′.001147t3,

ωA = ε0 − 0′′.02524t + 0′′.05127t2 − 0′′.007726t3,

χA = 10′′.5526t− 2′′.38064t2 − 0′′.001125t3,

εA = ε0 − 46′′.84024t− 0′′.00059t2 + 0′′.001813t3.

Äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àðãóìåíòîâ, èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè íóòàöèè, ïðåäëî-
æåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

l = 134◦.96340251 + 1717915923′′.2178t
+31′′.8792t2 + 0′′.051635t3 − 0′′.00024470t4,

l′ = 357◦.52910918 + 129596581′′.0481t
−0′′.5532t2 + 0′′.000136t3 − 0′′.00001149t4,

F = 93◦.27209062 + 1739527262′′.8478t
−12′′.7512t2 − 0′′.001037t3 + 0′′.00000417t4,

D = 297◦.85019547 + 1602961601′′.2090t
−6′′.3706t2 + 0′′.006593t3 − 0′′.00003169t4,

Ω = 125◦.04455501− 6962890′′.5431t
+7′′.4722t2 + 0′′.007702t3 − 0′′.00005939t4.
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Ñðåäíèå äîëãîòû âîñüìè ïëàíåò, îò Ìåðêóðèÿ äî Íåïòóíà, è îáùàÿ ïðåöåññèÿ ïî
äîëãîòå pa âûðàæåíû â ðàäèàíàõ:

lMe = 4.402608842 + 2608.7903141574t,
lV e = 3.176146697 + 1021.3285546211t,
lE = 1.753470314 + 628.3075849991t,
lMa = 6.203480913 + 334.0612426700t,
lJu = 0.599546497 + 52.9690962641t,
lSa = 0.874016757 + 21.3299104960t,
lUr = 5.481293872 + 7.4781598567t,
lNe = 5.311886287 + 3.8133035638t,
pa = 0.024381750t + 0.00000538691t2.

Â ýòîé æå ãëàâå îïóáëèêîâàíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñìåùåíèÿ ïî-
ëþñà, çàäàâàåìîãî òåîðèåé ïðåöåññèè-íóòàöèè, îò ïîëþñà ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñ-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîëíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ïðåöåññèè è òðàíñïîíèðîâàí-
íîé ìàòðèöû íóòàöèè óìíîæàåòñÿ íà åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî îñè
OZ , ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ � âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè X̄, Ȳ , Z̄ . Äàëåå íàäî ó÷åñòü
ïàðàìåòðû ñìåùåíèÿ

X = X̄ + ξ0 − dα0 Ȳ ,

Y = Ȳ + η0 + dα0 X̄,

Z =
√

1− (X2 + Y 2),

ãäå ξ0 = (−0.0166170 ± 0.0000100)′′ è η0 = (−0.0068192 ± 0.0000100)′′

� ïàðàìåòðû ñìåùåíèÿ íåáåñíîãî ïîëþñà íà ñòàíäàðòíóþ ýïîõó J2000.0, à
dα0 = (−0.01460 ± 0.00050)′′ � ïðÿìîå âîñõîæäåíèå ñðåäíåãî ðàâíîäåíñòâèÿ
J2000.0 â íåáåñíîé ñèñòåìå îòñ÷�åòà.

Åäèíè÷íûé âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè X, Y, Z çàäà�åò äâèæåíèå ïîëþñà ìèðà â
ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìå îòñ÷�åòà. Ìîæíî çàïèñàòü ýòîò âåêòîð
â âèäå

X = sin d cos E, Y = sin d sin E, Z = cos d,

ãäå 90 ◦+ E � óãîë îò íàïðàâëåíèÿ îñè OX äî âîñõîäÿùåãî óçëà ïîäâèæíîãî
ýêâàòîðà íà îïîðíîì ýêâàòîðå, d � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè îñåé OZ , ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äâóì ýêâàòîðàì. Â ðåçîëþöèè B1.7 ïîäâèæíûé ïîëþñ ìèðà ïîëó÷èò
íàçâàíèå �íåáåñíûé ïðîìåæóòî÷íûé ïîëþñ� (Celestial Intermediate Pole, CIP). Ñî-
îòâåòñòâóþùèé ýêâàòîð ñëåäóåò òåïåðü íàçûâàòü ïðîìåæóòî÷íûì.
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Ñ ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé îäíó ìèêðîñåêóíäó äóãè, ïàðàìåòðû X̄, Ȳ
ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëàì

X̄ = sin ω sin ψ,
Ȳ = − sin ε0 cos ω + cos ε0 sin ω cos ψ,

ãäå
ω = ωA + ∆ε1 � íàêëîíåíèå èñòèííîãî ýêâàòîðà ê ôèêñèðîâàííîé ýêëèïòèêå

ýïîõè,
ψ = ψA + ∆ψ1 � äîëãîòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èñòèííîãî ýêâàòîðà è ôèêñèðî-

âàííîé ýêëèïòèêè ýïîõè, îòñ÷èòûâàåìàÿ âäîëü ìãíîâåííîé ýêëèïòèêè,

∆ψ1 sin ωA = ∆ψ sin εA cos χA −∆ε sin χA,
∆ε1 = ∆ψ sin εA sin χA + ∆ε cos χA.

Ìàòðèöó, îáðàçîâàííóþ ïðîèçâåäåíèåì òð�åõ ìàòðèö ïîâîðîòà

R3(−E) ·R2(−d) ·R3(E),

ïðåäñòàâèì, òîæäåñòâåííî, êàê



1− aX2 −aXY X

−aXY 1− aY 2 Y

−X −Y 1− a(X2 + Y 2)


 ,

ãäå a = 1/(1 + Z) .
Ìåòîäèêà îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïîëþñà ìèðà ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ X,Y, Z

ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíîé àëüòåðíàòèâîé êëàññè÷åñêîìó ïîäõîäó.

Ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ Çåìëè
Âàðèàíòû ïðåîáðàçîâàíèé

Ñòàíäàðòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó çåìíîé (TRS) è íåáåñíîé (CRS) ñèñòåìàìè
êîîðäèíàò âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå




x

y
z




(CRS)

= P ′ ·N ′ ·R3(−S⊕) ·R1(yp) ·R2(xp) ·



x

y
z




(TRS)

ãäå P � ìàòðèöà ïðåöåññèè, N � ìàòðèöà íóòàöèè, S⊕ � ãðèíâè÷ñêîå èñòèííîå
çâ�åçäíîå âðåìÿ, xp , yp � êîîðäèíàòû ïîëþñà. Âåðõíèé øòðèõ îçíà÷àåò òðàíñïî-
íèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû.
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Îñîáåííîñòè ñòàíäàðòíîãî âàðèàíòà î÷åâèäíû: óãîë, îïðåäåëÿåìûé ïàðàìåò-
ðîì çâ�åçäíîå âðåìÿ, îòñ÷èòûâàåòñÿ îò òî÷êè âåñíû, êîòîðàÿ ïåðåìåùàåòñÿ ïî
ïîäâèæíîìó ýêâàòîðó âñëåäñòâèè ïðåöåññèè è íóòàöèè, ôîðìóëà äëÿ S⊕ çàïèñà-
íà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âåëè÷èí � ïàðàìåòðîâ
íóòàöèè.

Â ñåìèäåñÿòûõ ãîäàõ äâàäöàòîãî âåêà áûë ïðåäëîæåí âòîðîé ïîäõîä, èñïîëü-
çóþùèé íîâûå ïîíÿòèÿ: �íåâðàùàþùàÿñÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà� (non-rotating origin)
è óãîë ïîâîðîòà Çåìëè (Earth Rotation Angle, ERA). Èìåííî ýòîò âàðèàíò ðå-
êîìåíäîâàí ðåçîëþöèåé B1.8. Ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó ñèñòåìàìè êîîðäèíàò èìååò
ïîõîæèé âèä, íî àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ
îò èñïîëüçóåìîãî ðàíåå:

[CRS] = Q(t)R(t)W (t) [TRS].

Q(t) � ìàòðèöà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ äâèæåíèå íåáåñíîãî ïîëþñà â íåáåñíîé îïîð-
íîé ñèñòåìå,

R(t) � ìàòðèöà âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã îñè, îïðåäåëÿåìîé íåáåñíûì ïîëþñîì,
W(t) � ìàòðèöà, îáóñëîâëåííàÿ äâèæåíèåì ïîëþñà Çåìëè îòíîñèòåëüíî íåáåñ-

íîãî ïîëþñà.
Â ïåðâîì êîìïîíåíòå, W (t) , ïîÿâëÿåòñÿ äîáàâêà � ìàëûé óãîë s′

W (t) = R3(−s′) ·R1(yp) ·R2(xp),

âòîðîé êîìïîíåíò � ìàòðèöà ïîâîðîòà íà óãîë âðàùåíèÿ Çåìëè θ

R(t) = R3(−θ),

à ìàòðèöà Q(t) ñîñòîèò èç ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòûð�åõ ìàòðèö

Q(t) = R3(−E) ·R2(−d) ·R3(E) ·R3(s).

Ïàðàìåòð s′ çàäà�åò ïîëîæåíèå çåìíîé íà÷àëüíîé òî÷êè íà íåáåñíîì ïðîìå-
æóòî÷íîì ýêâàòîðå, íå ó÷àñòâóþùåé â äâèæåíèè ïðîìåæóòî÷íîãî ýêâàòîðà îò-
íîñèòåëüíî ýêâàòîðà çåìíîé îïîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âñëåäñòâèå äâèæåíèÿ
ïîëþñà. Â ïÿòîé ãëàâå IERS Conventions 2000 ðåêîìåíäîâàíà ôîðìóëà

s′ = −0′′.000047 · t,
ãäå t � ÷èñëî þëèàíñêèõ ñòîëåòèé îò ñòàíäàðòíîé ýïîõè J2000.0.

Âåëè÷èíà s îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå íåáåñíîé íà÷àëüíîé òî÷êè íà íåáåñíîì
ïðîìåæóòî÷íîì ýêâàòîðå, íå ïðèíèìàþùåé ó÷àñòèå â îáùåì äâèæåíèè ïðîìåæó-
òî÷íîãî ýêâàòîðà îòíîñèòåëüíî íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìû îòñ÷�åòà.
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Ðèñ. 15: Íåáåñíûé ïðîìåæóòî÷íûé ýêâàòîð

Íà ðèñ. 15
ïëîñêîñòü XOY � ýêâàòîð ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìû îòñ÷�åòà,
òî÷êà N � âîñõîäÿùèé óçåë íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ýêâàòîðà íà îïîðíîì

ýêâàòîðå,
γ � ïîëîæåíèå èñòèííîé òî÷êè âåñåííåãî ðàâíîäåíñòâèÿ,
σ � ïîëîæåíèå íåáåñíîé íà÷àëüíîé òî÷êè íà íåáåñíîì ïðîìåæóòî÷íîì ýêâà-

òîðå (celestial non-rotating origin),
$ � ïîëîæåíèå çåìíîé íà÷àëüíîé òî÷êè íà íåáåñíîì ïðîìåæóòî÷íîì ýêâàòîðå

(terrestrial non-rotating origin),
äóãà Σ̂0N = 90◦ + E ,
äóãà Σ̂N = 90◦ + E ,
óãîë ∠Σ0NΣ = d ,
äóãà σ̂Σ = s ,
äóãà σ̂$ = θ � óãîë ïîâîðîòà Çåìëè (Earth Rotation Angle, ERA),
äóãà γ̂$ = S⊕ � èñòèííîå ãðèíâè÷ñêîå çâ�åçäíîå âðåìÿ.
Ïî îïðåäåëåíèþ, òî÷êà σ íå äîëæíà ïðèíèìàòü ó÷àñòèå â ïîâîðîòàõ ïðîìå-

æóòî÷íîãî ýêâàòîðà, îáóñëîâëåííûõ ïðåöåññèåé è íóòàöèåé, ñëåäîâàòåëüíî äëèíà
äóãè σ̂Σ ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé è âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå êèíåìàòè÷å-
ñêîãî ñîîòíîøåíèÿ � èíòåãðàëà ïî âðåìåíè îò óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ òî÷êè Σ
îòíîñèòåëüíî îñè OZ íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìû îòñ÷�åòà. Z -êîìïîíåíòà âåêòîðà
óãëîâîé ñêîðîñòè ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé:
1. +Ė · cos d � ïîâîðîò âäîëü ïðîìåæóòî÷íîãî ýêâàòîðà,

2. −Ė � ïîâîðîò âäîëü ýêâàòîðà íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìû,
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÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

s(t) = σ̂Σ = −
∫ t

t0

Ė · (1− cos d)dt,

èëè, òîæäåñòâåííî, ê âûðàæåíèþ

s(t) = −
∫ t

t0

X(t)Ẏ (t)− Y (t)Ẋ(t)

1 + Z(t)
dt.

Äëÿ ïàðàìåòðà s′ èìååì êèíåìàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

s′(t) = +

∫ t

t0

xpẏp − ypẋp

2
dt .

Ðåçîëþöèè B1.7 è B1.8 24-îé Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåè ÌÀÑ

Ðåçîëþöèÿ B1.7. Îïðåäåëåíèå íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëþñà

24-àÿ Ãåíåðàëüíàÿ àññàìáëåÿ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà,
îòìå÷àÿ
íåîáõîäèìîñòü àêêóðàòíîãî îïðåäåëåíèÿ îïîðíûõ ñèñòåì â ñâÿçè ñ áåñïðåöåäåíò-
íîé òî÷íîñòüþ íàáëþäåíèé, è
ïðèçíàâàÿ

1. íåîáõîäèìîñòü óòî÷íèòü íàïðàâëåíèå îñè, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé îïðåäå-
ëÿåòñÿ óãîë âðàùåíèÿ Çåìëè, è

2. ÷òî îïðåäåëåíèå íåáåñíîãî ýôåìåðèäíîãî ïîëþñà (Celestial Ephemeris Pole,
CEP) íå ïðèíèìàåò âî âíèìàíèå ñóòî÷íûå è áîëåå âûñîêî÷àñòîòíûå âàðèàöèè
îðèåíòàöèè Çåìëè,

ðåêîìåíäóåò

1. íåáåñíûì ïðîìåæóòî÷íûì ïîëþñîì (Celestial Intermediate Pole, CIP) íàçû-
âàòü ïîëþñ, ïîëîæåíèå êîòîðîãî â ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìå
îòñ÷�åòà (GCRS, resolution B1.3) çàäà�åòñÿ äâèæåíèåì òèññåðàíîâûõ ñðåäíèõ
îñåé Çåìëè ñ ïåðèîäàìè, áîëüøèìè äâóõ ñóòîê,

2. ÷òîáû íàïðàâëåíèå íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëþñà (CIP) â ñòàíäàðòíóþ
ýïîõó J2000.0 áûëî ñìåùåíî îò íàïðàâëåíèÿ ïîëþñà ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñ-
íîé îïîðíîé ñèñòåìû (GCRS) â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ ïðåöåññèè-
íóòàöèè ÌÀÑ 2000A (Ðåçîëþöèÿ B1.6),
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3. ÷òîáû äâèæåíèå íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëþñà â ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñ-
íîé îïîðíîé ñèñòåìå îòñ÷�åòà ïðåäñòàâëÿëîñü ìîäåëüþ ÌÀÑ 2000A äëÿ ïðå-
öåññèè è âûíóæäåííîé íóòàöèè ñ ïåðèîäàìè, áîëüøèìè äâóõ ñóòîê, è äîáà-
âî÷íûìè ïîïðàâêàìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè è îïðåäåëÿåìûìè Ìåæäóíà-
ðîäíîé ñëóæáîé âðàùåíèÿ Çåìëè (IERS) íà îñíîâå àñòðîíîìè÷åñêèõ è ãåî-
äåçè÷åñêèõ íàáëþäåíèé,

4. ÷òîáû ïîëîæåíèå íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëþñà â Ìåæäóíàðîäíîé çåì-
íîé îïîðíîé ñèñòåìå îòñ÷�åòà (International Terrestrial Reference System, ITRS)
îïðåäåëÿëîñü Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáîé âðàùåíèÿ Çåìëè íà îñíîâå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ àñòðîíîìè÷åñêèõ è ãåîäåçè÷åñêèõ íàáëþäåíèé è ìîäåëåé, âêëþ÷à-
þùèõ â ñåáÿ âàðèàöèè âûñîêîé ÷àñòîòû,

5. ÷òîáû ïðè âûñî÷àéøåé òî÷íîñòè íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ çíà÷èìîñòü ïî-
ïðàâîê ê ìîäåëÿì äâèæåíèÿ íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëþñà ìîãëà áûòü
îöåíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóð, ñîçäàâàåìûõ è óòî÷íÿåìûõ Ìåæäóíà-
ðîäíîé ñëóæáîé âðàùåíèÿ Çåìëè, è

6. ÷òîáû äàííîå îïðåäåëåíèå íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëþñà âñòóïèëî â ñè-
ëó ñ 1 ÿíâàðÿ 2003 ãîäà.

Çàìå÷àíèÿ
Âûíóæäåííàÿ íóòàöèÿ ñ ïåðèîäàìè ìåíåå, ÷åì äâîå ñóòîê, âêëþ÷àåòñÿ â

ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëþñà â Ìåæäóíàðîäíîé çåìíîé
îïîðíîé ñèñòåìå îòñ÷�åòà.

Òèññåðàíîâû ñðåäíèå îñè Çåìëè ñîîòâåòñòâóåò ãåîãðàôè÷åñêèì îñÿì íà ñðåä-
íåé ïîâåðõíîñòè, îáîçíà÷åííûì B îñÿìè â ïóáëèêàöèè Seidelmann P., 1982,
Celestial Mechanics, 27, 79-106.

Êàê ñëåäóåò èç äàííîé ðåçîëþöèè, ïîíÿòèå íåáåñíîãî ýôåìåðèäíîãî ïîëþñà
âûõîäèò èç óïîòðåáëåíèÿ.

Ðåçîëþöèÿ B1.8. Îïðåäåëåíèå è èñïîëüçîâàíèå òåðìèíîâ íåáåñíàÿ è
çåìíàÿ ýôåìåðèäíûå íà÷àëüíûå òî÷êè

24-àÿ Ãåíåðàëüíàÿ àññàìáëåÿ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà,
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

1. íåîáõîäèìîñòü äîîïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ïîíÿòèé â ðàìêàõ îïîðíûõ ñèñòåì,
ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷íîñòè ñîâðåìåííûõ íàáëþäåíèé è ñîãëàñîâàííûõ ñ ïðè-
íÿòûìè óñëîâèÿìè óñòàíîâëåíèÿ ñèñòåì îòñ÷�åòà,
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2. íåîáõîäèìîñòü ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ âðàùåíèÿ Çåìëè îòíîñèòåëüíî
çâ�åçä, è

3. æåëàíèå ïðåäñòàâèòü âðàùåíèå Çåìëè íåçàâèñèìî îò å�å îðáèòàëüíîãî äâèæå-
íèÿ, è

îòìå÷àÿ
÷òî èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ �íåâðàùàþùåéñÿ íà÷àëüíîé òî÷êè� (Guinot,1979) íà
ïîäâèæíîì ýêâàòîðå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì, ñôîðìóëèðîâàííûì âû-
øå, è ïîçâîëÿåò äàòü îïðåäåëåíèå âñåìèðíîãî âðåìåíè UT1 (Universal Time),
íå÷óâñòâèòåëüíîå ê èçìåíåíèÿì â ìîäåëÿõ ïðåöåññèè è íóòàöèè íà ìèêðîñåêóíä-
íîì óðîâíå,
ðåêîìåíäóåò

1. èñïîëüçîâàòü �íåâðàùàþùóþñÿ íà÷àëüíóþ òî÷êó� â ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñ-
íîé îïîðíîé ñèñòåìå îòñ÷�åòà (GCRS) è îáîçíà÷àòü å�å êàê íåáåñíóþ ýôåìå-
ðèäíóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó (Celestial Ephemeris Origin, CEO) íà ýêâàòîðå, ñîîò-
âåòñòâóþùåì íåáåñíîìó ïðîìåæóòî÷íîìó ïîëþñó (Celestial Intermediate Pole,
CIP),

2. èñïîëüçîâàòü �íåâðàùàþùóþñÿ íà÷àëüíóþ òî÷êó� â Ìåæäóíàðîäíîé çåìíîé
îïîðíîé ñèñòåìå îòñ÷�åòà (ITRS) è îáîçíà÷àòü å�å êàê çåìíóþ ýôåìåðèäíóþ
íà÷àëüíóþ òî÷êó (Terrestrial Ephemeris Origin, TEO) íà ýêâàòîðå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåì íåáåñíîìó ïðîìåæóòî÷íîìó ïîëþñó (CIP),

3. óãîë âðàùåíèÿ Çåìëè (Earth Rotation Angle) ñ÷èòàòü ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëü-
íûì âñåìèðíîìó âðåìåíè UT1 è îïðåäåëÿòü êàê óãîë, èçìåðÿåìûé âäîëü
íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ýêâàòîðà ìåæäó åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè, íàïðàâ-
ëåííûìè â íåáåñíóþ è çåìíóþ ýôåìåðèäíûå íà÷àëüíûå òî÷êè (CEO è TEO),

4. ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó çåìíîé è íåáåñíîé îïîðíûìè ñèñòåìàìè îò-
ñ÷�åòà îïðåäåëÿëîñü ïîëîæåíèÿìè íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëþñà â ýòèõ
ñèñòåìàõ è óãëîì âðàùåíèÿ Çåìëè,

5. ÷òîáû Ìåæäóíàðîäíàÿ ñëóæáà âðàùåíèÿ Çåìëè ïðåäïðèíÿëà øàãè äëÿ
âñòóïëåíèÿ ýòèõ ðåêîìåíäàöèé â ñèëó ñ 1 ÿíâàðÿ 2003 ãîäà, è

6. ÷òîáû Ìåæäóíàðîäíàÿ ñëóæáà âðàùåíèÿ Çåìëè ïðîäîëæàëà îáåñïå÷èâàòü
ïîëüçîâàòåëåé äàííûìè è àëãîðèòìàìè äëÿ âû÷èñëåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðèíÿòûìè ïîñòàíîâëåíèÿìè.
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Çàìå÷àíèå
Ïîëîæåíèå íåáåñíîé ýôåìåðèäíîé íà÷àëüíîé òî÷êè ìîæåò áûòü âû÷èñëå-

íî íà îñíîâå ìîäåëè ÌÀÑ 2000A ïðåöåññèè è íóòàöèè íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷-
íîãî ïîëþñà è òåêóùèõ çíà÷åíèé ñìåùåíèÿ íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëþñà
îòíîñèòåëüíî ïîëþñà Ìåæäóíàðîäíîé îïîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ICRF) â
ñòàíäàðòíóþ ýïîõó J2000.0 ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé, äàííûõ â ñòàòüå
Capitaine et al.(2000).

Ïîëîæåíèå çåìíîé ýôåìåðèäíîé íà÷àëüíîé òî÷êè èìååò ñëàáóþ çàâèñè-
ìîñòü îò äâèæåíèÿ ïîëþñà è ìîæåò áûòü ýêñòðàïîëèðîâàíî ñ èñïîëüçîâà-
íèåì äàííûõ Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáû âðàùåíèÿ Çåìëè ñïîñîáîì, óêàçàííûì â
òîé æå ñòàòüå.

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó óãëîì âðàùåíèÿ Çåìëè θ è âñåìèðíûì âðåìå-
íåì UT1 äîëæíà îáåñïå÷èâàòü íåïðåðûâíîñòü ïî ôàçå è òåìïó UT1 ñî çíà-
÷åíèåì, ïîëó÷åííûì íà îñíîâå ïðèíÿòîé ñâÿçè ãðèíâè÷ñêîãî ñðåäíåãî çâ�åçäíîãî
âðåìåíè (Greenwich Mean Sidereal Time, GMST ) è UT1 . Ýòî äîñòèãàåòñÿ ñëå-
äóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

θ(UT1) = 2π(0.7790572732640
+ 1.00273781191135448× (Julian UT1 date− 2451545.0)).

Ëèòåðàòóðà
Guinot, B., 1979, in D.D. McCarthy and J.D. Pilkington (eds.), Time and the Earth's
Rotation, D. Reidel Publ., 7-18.
Capitaine, N., Guinot, B, McCarthy, D.D., 2000, �De�nition of the Celestial Ephemeris
Origin and of UT1 in the International Celestial Reference Frame�, Astron. Astrophys.,
355, 398�405.

Òî÷íîñòü � ìèêðîñåêóíäà

Â ýëåêòðîííîì ïðèëîæåíèè ñîäåðæàòñÿ òåêñòû ïîäïðîãðàìì íà àëãîðèòìè÷å-
ñêîì ÿçûêå Ïàñêàëü äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí s(t) , S⊕ íà çàäàííóþ þëèàíñêóþ
äàòó. Íåñêîëüêî çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â ñåêóíäàõ äóãè ïðèâåäåíû â òàáëèöå

date X Y s(t)
01.01.2000 12h JD2451545.0 −5′′.558090 −5′′.776282 −0′′.002090
01.01.2020 12h JD2458850.0 394′′.226410 −2′′.562533 0′′.000148
01.01.2040 12h JD2466155.0 795′′.421181 −1′′.127791 −0′′.003305
01.01.2060 12h JD2473460.0 1197′′.770339 −2′′.090718 −0′′.009000
01.01.2080 12h JD2480765.0 1601′′.147154 −6′′.085055 −0′′.011170
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Ïàðàìåòð s(t) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ëèáî íà îñíîâå ïîëèíîìèàëüíûõ è òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, ñîäåðæàùèõ îêîëî 70 ñëàãàåìûõ è îïóáëèêîâàííûõ
â IERS Conventions 2000, ëèáî èíòåãðèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ

s(t) = −
∫ t

t0

X(t)Ẏ (t)− Y (t)Ẋ(t)

1 + Z(t)
dt

îäíèì èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ìåòîäîì òðàïåöèé, íàïðèìåð. Â ýòîì ñëó÷àå ñà-
ìè âåëè÷èíû X,Y îïðåäåëÿþò ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ïðåöåññèè-íóòàöèè IAU2000A
ñ ó÷�åòîì ïàðàìåòðîâ ñìåùåíèÿ, à ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè íàõîäÿò ÷èñëåííûì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå s(t0) = −0′′.0020902789 , ãäå t0 ñîîò-
âåòñòâóåò ýïîõå J2000.0. Âòîðîé ñïîñîá � ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå � áîëåå òî÷-
íûé, íî ìåíåå óäîáíûé, èñïîëüçîâàíèå åãî â êà÷åñòâå ýòàëîíà ïîêàçàëî, ÷òî íà
èíòåðâàëå 100 ëåò ïåðâûé ñïîñîá äà�åò íàä�åæíûå ðåçóëüòàòû ñ òî÷íîñòüþ äî îä-
íîé ìèêðîñåêóíäû äóãè.

Íà ðèñ. 16 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè âåëè÷èíû s(t) , èëè, äðó-
ãèìè ñëîâàìè, óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ òî÷êè Σ îò íåáåñíîé ýôåìåðèäíîé íà÷àëüíîé
òî÷êè σ .

-

6

0 t (ãîäû)

s(t) (ìèëëèñåêóíäû äóãè)

50

50

-50

q q qq q q qq q q q q
q q q qq q q q qq q q qq q q q

qq
q q q

q q q q qq q q qq q q
q q
q
q
q q
q q q q q

q
q
q qq q q

q
q
q
q
q
q
q q q q q

q
q
q
q
q q q q

q
q
q
q
q
q
q q q q

q
q
q
q
q
q q

Ðèñ. 16: Èçìåíåíèå ïàðàìåòðà s(t) çà ñòî ëåò îò ýïîõè J2000.0

Íîâàÿ ìîäåëü ïðåöåññèè è íóòàöèè îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü ãðèíâè÷ñêîãî èñ-
òèííîãî çâ�åçäíîãî âðåìåíè S⊕ îò âñåìèðíîãî âðåìåíè UT1 , îòëè÷íóþ îò ïðåä-
øåñòâóþùåé ìîäåëè. ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îïóáëèêîâàíû â IERS
Conventions 2000, ìîäåëü ñîäåðæèò ìåíåå 40 ñëàãàåìûõ, ê íèì íàäî äîáàâèòü çíà-
÷åíèå óãëà ïîâîðîòà Çåìëè θ(UT1) è âåëè÷èíó ∆ψ · cos εA .
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Ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ Çåìëè

Íà ðèñ. 17 ïðåäñòàâëåíà ðàçíîñòü çíà÷åíèé âåëè÷èí S⊕ , âû÷èñëÿåìûõ íà îñíî-
âå ïðåäûäóùåé è íîâîé òåîðèé âðàùåíèÿ Çåìëè.
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Ðèñ. 17: Îòëè÷èÿ øêàë çâåçäíîãî âðåìåíè

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ íîâûìè ðåçîëþöèÿìè Ìåæäóíàðîä-
íîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà ïîíÿòèå ãðèíâè÷ñêîãî çâ�åçäíîãî âðåìåíè, âñëåä çà
ñòîëü æå ïðèâû÷íûìè àñòðîíîìàì òåðìèíàìè ýêëèïòèêà, ñðåäíèé ïîäâèæíûé
ýêâàòîð è âåñåííåå ðàâíîäåíñòâèå, ñòàíîâÿòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè. Íåáåñíûé ïðî-
ìåæóòî÷íûé ïîëþñ (CIP), óãîë âðàùåíèÿ Çåìëè (ERA) è íåáåñíàÿ ýôåìåðèäíàÿ
íà÷àëüíàÿ òî÷êà (CEO) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó
ïðîìåæóòî÷íûì ýêâàòîðîì è ãåîöåíòðè÷åñêîé íåáåñíîé îïîðíîé ñèñòåìîé êîîð-
äèíàò.

Ðåêîìåíäàöèÿ 4 ðåçîëþöèè B1.7 îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: ê êîîðäèíàòàì ïîëþñà
(xp, yp)IERS , îïðåäåëÿåìûì íà îñíîâå íàáëþäåíèé, íåîáõîäèìî äîáàâëÿòü íåáîëü-
øèå òåîðåòè÷åñêèå ïîïðàâêè, îáóñëîâëåííûå îêåàíè÷åñêèìè ïðèëèâàìè è íóòà-
öèîííûìè ñëàãàåìûìè, èìåþùèìè ïåðèîä ìåíåå äâóõ ñóòîê:

(xp, yp) = (xp, yp)IERS + (∆xp, ∆yp)tidal + (∆xp, ∆yp)nutation.

Ðàçëîæåíèÿ (∆xp, ∆yp)tidal ñîäåðæàò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñè-
íóñàõ è êîñèíóñàõ äëÿ 71 àðãóìåíòà. Îòíîñèòåëüíî ïîïðàâîê (∆xp, ∆yp)nutation â
IERS Conventions 2000 ñêàçàíî, ÷òî ñëàãàåìûì íóòàöèè çåìíîé îñè ñ ïåðèîäîì
îêîëî ñóòîê ñîîòâåòñòâóþò äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âàðèàöèè â äâèæåíèè ïîëþñà, à
ïîëóñóòî÷íîé íóòàöèè ñîîòâåòñòâóþò êîëåáàíèÿ ïîëþñà ñ ñóòî÷íûì ïåðèîäîì.
Âñå íåîáõîäèìûå äàííûå äëÿ âû÷èñëåíèé êàê ïåðâîé, òàê è âòîðîé ïîïðàâîê ìîæ-
íî íàéòè â IERS Conventions 2000.
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Ðèñ. 18: Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü äâèæåíèÿ ïîëþñà

Ðèñ. 18 ïðåäíàçíà÷åí äëÿ èëëþñòðàöèè âàðèàöèé ìîäåëèðóåìîé ÷àñòè äâè-
æåíèÿ ïîëþñà. Åäèíèöà èçìåðåíèé ïî îñè àáñöèññ ðàâíà îäíèì ñóòêàì, íî êàæ-
äûé ñëåäóþùèé ñóòî÷íûé èíòåðâàë îòñòîèò îò ïðåäûäóùåãî íà 300 ñóòîê. Òî÷êè,
ðàññåÿííûå ïî ãðàôèêó, îòíîñÿòñÿ ê âîçìóùåíèÿì îò îêåàíè÷åñêèõ ïðèëèâîâ. Ïî-
ïðàâêè, âîçíèêàþùèå âñëåäñòâèå íóòàöèè, íà ïîðÿäîê ìåíüøå ïî àìïëèòóäå è âû-
äåëÿþòñÿ íà ãðàôèêå êàê òî÷êè, ãðóïïèðóþùèåñÿ â êðèâûå ñ ñóòî÷íûì ïåðèîäîì.
Íà ýòèõ æå êðèâûõ, èäóùèõ áëèçêî îò îñè àáñöèññ, çàìåòíû äîëãîïåðèîäè÷åñêàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ è âåêîâîé õîä.

Â ñîîòâåòñòâèå ñ ðåêîìåíäàöèÿìè 24-îé Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåè ÌÀÑ àñòðîíî-
ìè÷åñêèå åæåãîäíèêè ïóáëèêóþò òàáëèöû ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ñëåäóþùèõ ïàðà-
ìåòðîâ âðàùåíèÿ Çåìëè

X(TT ), Y (TT ), s(TT ), θ(UT1), (∆xp, ∆yp)tidal, (∆xp, ∆yp)nutation,

è ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ äåâÿòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Q(TT ) � ìàòðèöû ïåðåõîäà îò
ñèñòåìû íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ýêâàòîðà â ãåîöåíòðè÷åñêóþ íåáåñíóþ îïîð-
íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Ìåæäóíàðîäíàÿ ñëóæáà âðàùåíèÿ Çåìëè â ñâîèõ áþëëåòåíÿõ, öèðêóëÿðàõ
è òåõíè÷åñêèõ îò÷�åòàõ, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû îïåðàòèâíîé îáðàáîòêè íà-
áëþäåíèé, ïóáëèêóåò ïîïðàâêè δX, δY ê êîîðäèíàòàì íåáåñíîãî ïðîìåæóòî÷-
íîãî ïîëþñà, ýìïèðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ (xp, yp)IERS , s′ è ðàçíîñòè
∆UT1 = UT1− UTC .
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Ñàéìîí Íüþêîì

Íîâûå, áîëåå òî÷íûå ôîðìóëû è îïðåäåëåíèÿ ïîòðåáîâàëè èçìåíåíèé â âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ïðîãðàììàõ àíàëèçà ñîâðåìåííûõ âûñîêîòî÷íûõ íàáëþäåíèé.

Åñëè ïðàêòè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü â ðàìêàõ ðåçîëþöèé ÌÀÑ òðåáóåò èíâåñòèöèé
â ðàçâ�åðòûâàíèå íàáëþäåíèé íà ðàäèîèíòåðôåðîìåòðàõ ñî ñâåðõäëèííîé áàçîé,
òî òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ áóäóò ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ó ìîëîä�åæè
ñîõðàíèòñÿ ñòðåìëåíèå ê òî÷íûì íàóêàì.

Ñýð Ñàéìîí Íüþêîì ïðåêðàñíî ñîçíàâàë, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ èì ñèñòåìà îñíîâ-
íûõ âû÷èñëåíèé àñòðîíîìèè íóæäàåòñÿ â ïîñòîÿííîì ñîâåðøåíñòâîâàíèè. Äëÿ
íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ íå áûëî äàíî ÷�åòêèõ îïðåäåëåíèé, ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ
íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ âåëè÷èí íåâîçìîæíî áûëî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç
íàáëþäåíèé. Ãåîìåòðû äåâÿòíàäöàòîãî âåêà ðåøèëè î÷åíü òðóäíóþ çàäà÷ó: èì
óäàëîñü ñâÿçàòü â îäíî öåëîå âñåìèðíûé çàêîí òÿãîòåíèÿ, çàêîíû äâèæåíèÿ è
âðàùåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òåë è êàòàëîãè ïîëîæåíèé íåáåñíûõ ñâåòèë. Ïðîáëåìà
óëó÷øåíèÿ ñòàíäàðòà áûëà îñòàâëåíà äëÿ ñëåäóþùèõ ïîêîëåíèé. Ïîñòàíîâëåíèÿ
24-îé Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåè ÌÀÑ ÿâëÿþòñÿ è î÷åðåäíûì ïðèáëèæåíèåì â ðåøå-
íèè âàæíîé çàäà÷è, è óâåðåííûì øàãîì â íàóêó è òåõíèêó 21-îãî âåêà.

�Íàäî æèòü, ÷òîáû óâèäåòü âñ¼ ñâîèìè ãëàçàìè, à íå óñëûøàòü îò î÷åâèäöåâ�.
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