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СИСТЕМАТИКА УРОВНЕН МНОГОЭЛЕКТРОННОГО АТОМА 

С МОДЕЛЬНЫМ КУЛОНОВОПОДОБНЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ 

Введение. Одно из наиболее важных приближений в теории мно
гоэлектронного атома связано с предположением о независимости га

мильтониана Н от спиновых переменных. Соответствующее уравнение 
Шредингера 

(1) 

где r; - радиус-вектор j-того электрона (j = 1, ... , N), определяет ко
ординатную волновую функцию ф. Полная волновая функция атома, 
удовлетворяющая принципу Паули, строится путем антисимметризации 
произведения координатной и спиновой функций [!]. Гамильтониан Н 
свободного атома инвариантен относительно группы· 

G=S(N)XO(З), (2) 

где О (3) - группа ортогональных преобразований С)- мерного простран
ства, S (N) - ~руппа перестановок индексов электронов_ При этом 
атомные состояния характеризуются определенными значениями пол

ного орбитального момента L, четности ro и спина· S. Соответствующие. 
спектральные термы атомов записываются в виде 2s+1u' [1,2]. 

Так как в наиболее общем виде уравнение (1) при N';?2 не мо
жет быть решено точно, для построения координатной волновой функ
ции ато~Iа используются р_азличные модели. 

Одна из. таКих моделей - модель невзаимодействующих электронов, когда поня
тие электронной конфигурации определяется с помощью главного квантового числа 
и орбитального момента каждого э,лектрона [З]. Соответствующие данной электрон
ной конфигурации атомные терМы находятся в результате связывания состояний от
дельных электронов. Учет межэлектронного взаимодействия перемешивает уровни, 
принадлежащие различным электронным конфигурациям, и в случае, когда эффект 
перемешивания слишком велик, модель независимых электронов теряет свой наГляд
ный физический смысл. Как другой крайний случа_й представляло интерес получить 
такую модель атома, в которой эффект сильного межчастичного взаимодействия при
нимался: бы во внимание изначально. С этой точки зрения в •[4] в связи с рассмотр~
нием некоторых .Точно решаемых задач N тел была дана новая физическая интерпре
тация известной задачи о .:многомерном атоме водород.а:.. Эта задача впервые с тео
ретико-групповой точки зрения рассматривалась в (5-7}, в смысле многомерного 
обобщения группы Фока [8]. 

Если в качестве гамильтониана принять · 

!(' ''). Н=zт p,+ ... -rp,v -<IR. (3) 

где R = ( ri + ... + r:'V) 112 , Pj - импульс j-того электрона, 6 - константа, то получим 
модель многоэлектронного атома- атом с кулоновоподобным потенциалом И=-6/R. 
Такая модель описывается динамической группой 0(3№+1, 2) с г-руппой инвариант
ности в дискретном спе:к.тре O(ЗN+l). В рабатах [9, 10] была дана схема классифи
кации атомных термов на основе ветвления -неприводимых групп при сужении 

O(ЗN+l, 2)-+0(3N+l)-+0(3N)-+ 
-+ 0(3N-3) ХО1(3) -+ ... -+О N(3) Х ... ХО1(3), (4) 

где 05(3) - группа _ортогональных преобразований в координатном проtтранстве j-го 
электрона. Однако следует отметить, что сужение (4) не согласуется с принципом не
различимости тождественных частиц и не позволяет учесть принцип Паули в рамках 

, последовательной теоретико-групповой схемы конфигурационного расщепления [10]. 

Схема, учитывающая отмеченное обстоятельство, Предлагается в 
настоящей работе. 

Теоретико-групповая схема. Как и в [9, 1 О], исходная группа клас-
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сификации - Q (3N + 1, 2) - группа динамической симметрии гамиль
тониана (3). Важным физическим ус:ловием, существенно ограничи
вающим выбор схемы понижения симметрии, является требован·ие, что~ 
бы группа, замыкающая редукционную Цепочку, совпадала с группой 
симt<'етрии реального атома (2). Можно указать следующую цепочку, 
удовлетворяющую этому условию: 

0(3N+l,2)-+0(3N+1)-+0(3N)-+0'(N)X0(3)-+S(N)X0(3). 
(5) 

Здесь группы О (3N + 1) и О (3N) с0впадают с определенными в [9], 
О' (N) - группа ортогональных преобразований в пространстве индек
сов частиц, рассматриваемых· как непрерывные переменные. Группа 

перестановок индексов S (N) является дискретной подгруппой группы 
О' (N) [11]. Рассмотрим более подробно возможность классификации 
уровней на основе цепочки (5). 

Согласно [5-7] на множестве решений уравнения (1) с гамильто
нианом (3) при Е<О реализуется неприводимое дискретное бесконечно
мерное представление f7" группы О (3N + 1,2), которое расСiадается в 
прямую сумму неприводимых · представлею1w относитсiыю группы 
0(3N+I): 

(6) 

Число п, определяемое как; n=v+ 1, имеет смысл главного квантового 
числа, задающего энергетический уровень «3N-мерного, атома водоро
да» [7]: 

Еп=- ( . з~-З)' , tt=1, 2, ... , со. 
п+ 2. . . 

Дальнейшее понижение симметрии О (3N + 1) -+О (3N) 
разложению представлений 

ro 

fТ = ~ :т,,. 
>-О 

(7) 

ведет к 

(8) 

Представления fF, и gr" подробно описанЫ в [9]. Существенно от
метить, что как в (6), так и в (8) неприводимое представление под
группы содержится в неприводимом представлении группы не более 
чем однократно. Всякое получаемое таким образом представлен'ие 
группы О (3N) однозначно задается парой чисел (п, Л). 

При сужении О (3N) -+О' (N) ХО (3) разложение неприводимых 
представлений может быть записано в виде 

gr" = I c~L 1~1' [LJ, (9) 
µ, L 

где [µ]' - неприводимое представление общего вида группы O'(N), 
[L] - неприводимое представление группы 0(3) размерности 2L+ 1, 

µL C"L G, - коэффициенты разложения. Задача нахождения \ рассмот-
·рена в следующем параграфе. 

При сужении О' (N) -+ S (N) разложение неприводимых пред-
ставлений запишем в виде 

[!']' = ~D~ {р), 
р 

где {р} - неприводимое представление общего вида 

D~ - коэффИциенты разложения. Задача нахождения 
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разложения (10) рассматривалась в работах [11-13]. Используя ре
зу,1ьтаты [13], приведенные в N-независимом виде, находим, напри-
мер, длЯ N~3: [О]'= (3}, [!]'-,-(3}+ 121 }, [2]'= (3} + 2 {21 }.. (3]' = 2131 + 
+2121} + (111}, (4]'=2(3} +3121} +11111. . 

Для различения повторЯющихся в (9) н ( 10) представлений вве
дем соответственно метки а и ~- Получаемые таким образом ·при су
жении (5) неприводимые представления группы S (N) :::Р (3) класси
фицируются с помощью символов пЛ[µ]'L"'{р} (а,~). Vднако не все 
при этом представления допускают Правильную физическую интерпре

тацию. Как следует \!З принципа Паули, допустимы лишь те коорди
натные волновые функции, перестаFiовочная симметрия которых описы
вается схемами Юнга {р}, имеющими не более двух столбцов [3]. 
Более того, если р 1 и р2 - длины первого и второго столбцов соответ
ственно, то имеется взаимно-ЬднозначНое соответствие между схемами 
Юнга {р} и полным спином атома, который равен S= (ргср2 ) /2. 

Окончательно получаем, что термы многоэлектронного атома с 
модельным: кулоновоподобным пОтенциалом однозначно задаются сим
.волами 

(11) 

Правила ветвления при сужении О(ЗN)-+ О' (N) ХО (3). Коэффициенты разло
жения в (9) можно найти, используя технику алгебр1!I плетизмов (11, 141. Для этого 
требуется знани.е разложения на неприводимые представления типа [1]. Испqльзуя 
результат работы (15] для унитарных групп, нетрудно показать, что при N>2 такое 
разложение ~меет вид [IJ'Xfl]. С учетом этого разложение (9)' находится вычисле~ 
нием плетизма ([1]' [1]) @ [Л.]. Подставляя сюда характеры неприводимых представ
лений ортогональных групп, Выраженные через $-функции [14]: [Л]={Л}-{Л.-2}, цо~ 
лучаем, используя правила работы с плетизмами [11, 14]: 

[!Т,, = ~ {~)' {~\ - ~ {1)' (1). (12) 

" 1 

Здесь первОе слагаемое - сумма по всем разбиениям {µ} числа Л., второе слагаемое -
сумма по всем разбиениям {у} числа Л-2. Входящие в выражение (12) S-функции 
могут быть выражены через характеры ортогональных групп. Исп.ользуя данные (14], 
находим 

(О) =[0], (!) = [!], {2) =(2] +(О], {11) = (11], 

(З)=[3J+[IJ, (21)=(21] + (IJ, {llI}=(11\], 

{4)=(4/+ [2J+[O], {31)=('31(+[21+ (11], 

{22) = (22] + [2] +(О], {211) = [211] + [11]; 

(1111) =(1111]. 

(13) 

В частном случае 0(3) соотношения (13) принимаЮт следующий вид в стандартных 
обозначениях этой группы: 

{O}=S, {1\=Р, {2)=D+S. {11)=Р*, (3)=F+P, 
{21} = D* + Р; {111} = S*, { 4) = G + D + S, 

{31)=F*+D+P*, (22)=D+S, {211)=Р*, 
(1111} =О, 

(14) 

где S= (О], P=[I],C=(I], D=(2], F·=(3], G=[4], а звездочка обозначает 
' 

сопряженное представление- (см. [14]). . 
Подставляя (13) для O'(N) и (14) для 0(3) в (12), получаем пря Л=О, !, 

2, з .. 4 
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(01 = (O)'S, [11' Р, 

[21=((21'+(0)') D+[lll'P*+(21'S, • 
(31 = ((31' + [!l'J F + ((21)' + (l)'\ D* + ((31' + (21(' + (11') Р+ (1111' S*, 
(4( = ,[4(' + (21' + (О)') О+ ((311' + (2)' + [ 11 )') F* + ((41' + [311' + 2 [2)' + 

+ (22)' + (111' + [01') D + ((311' + [2111' + [2)' +[111') Р* + ((4)' + [22)'+ [21' +(О)') S. 

Для каждого конкретного значения N~2 эти выражения могут быть приведены к 
стандартным обозначениям соответствующей rpyпrtы О' (N) с помрщью правил приве
дения (11, 14]. 

Систематика уровней и периодическая система. Как следует из (6) 
и (7), множество возможных значенИй (п, Л) явным образом не за
висит от N: n=l, 2, .. " оо; Л=О, 1, .. " п-1. Однако, как будет 

Таблица 1. Отбор термов, допустимых 
принципом Паули для 
трехэлектронного атома 

о 1 о о 

2 о 2 

1 * 1 • 

2 
1 

о 

1 

2 

{Р} 

3 

3 
21 

21 (1) 
21 (2) 
3 

21 
111 

3 
3 

21 ( 1) 
21 (2) 

1 Терм 

1 

'Р 

'S 
'S 
-
'Р * 
•Р * 
-
-

'D 
'D 

видно из дальнейшего, не для всех 
значений (п, Л) существуют темы, 
допустимые принципом Паули. Систе
матика уровней по [µ] и {р} явным 
образом зависит от N и Л. В качестве 
примера в табл. 1 приведены все 
представления группы S (N) ХО (3), 
содержащиеся в разложении (9) при 
N=3 и Л=О, 1, 2. Видно, что для 
lc=O не ·существует термов с типом 
симметрии {р}, допустимым принци
пом Паули. Это означает, что энерге
тический уровень с главным кванто
вым числом n= 1 не заселяется. Для 
Л= 1 существует единственное, допу
стимое состояние 1 [1] 2Р. Таким об
разом, основному состоянию модель

ного трехэлектронного атома отвеча

ет уровень с n=2-в соответствии с 
результатом [10]. Для Л=2 допустимы шесть термов: 2[2]'S(l), · 
2[2]2S(2), 2[1]*'Р*, 2[1]*'Р*, 2[2]'D(l), 2[2]'D(2). Отметим, что ин
дексы 2s+1L допустимых термов, приведенные в табл. 1, совпадают с 
обозначениями соответствующих термов в [10]. 

В табл. 2 дана полная классификация допустимых термов для 
значений Лот О до 4 и N от 3 до 6 согласно формуле (11). Число, 
стоящее внизу справа от терма, равно кратности повторения данного 

терма. Из таблицы следует, что количество незанятых уровней с раз
личнь1ми значениями п растет с увеличением N. 

· Анализируя термы основных состояний, т. е. состояний, относящих
ся к уровню с наименьшим значением энергии (7), можно установить 
своеобразную периодическую систему для атомов с модельным кулоно
воподобным потенциалом. Вариант такой системы представлен 
табл. 3. Для шести исследованных атомов можно выделить пять типов 
оболочек, соответствующих основному состоянию. 

Расчеты для N>6, которые в настоящее время• ограничиваются 
отсутствием необходимых данных о коэффициентах разложения непри
водимых представлений при сужении O(N)-+S(N), могут быть выпо,1-
нены в дальнейшем. Развитые в настоящей работе представления о мо
дельном атоме с кулоновоподобным потенuиалом могут оказаться по
,тезными при рассмотрении состояний в реальных атомах с одновре
менным возбуждением двух и более электронов [ 16]. 
Автор благодарит Н. П. Пенкина и В. Н. Островского за полезное 

обсуждение работы. 
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4 

5 

б 

, 

Таблица 2. Классификация допустимых термов для l=0.-:-4, N=З.-:-6 

1 

2. 

3 

4 

2 

3 

4 

3 

4 

4 

1 

1* 
2 
О* 
1 
2* 
3 
1* 
2 

3* 
4 

11 
2 
1* 

21 
3 
~* 

2 
11 
22 
31 

4 

О* 
21 

21* 
22 
31 

4 

211 
22 

Термы 

2р 

'Р* <Р* 
'S, 2D2 
•S* 
'Р 2D* '!lF 
2р2 4.р 2D* 4D* 

' 2 
2р2 'Р 2р2 4F 

2Р* 4.р* 2n 4.D 2р* 4-F* 
,s, "'Р* 2D ~р* "'О ·2 ,-2~2 

2р; 'Р; 2D2 4D2 ·2p; 4р; 
2Sз 'S 'Dз 'D 2u3 4G 

зр• 

is !fl 
/ 

ЗS* 5S* 
ip, зр 1п• зn• 

2 2 2 
1р- зр IF зр 

1р* зр; 5Р* 

'S tp* ID2 •F*. 'G 
Зр* ЗD ЗF* 

is, 'S ID2 ЗD 

1р; зр~ 5Р* 1n2 зn4 5D tp* зр: 'F* 
1s2 зs:J lD'L ;iD2 102 ЗG2 

•s• 
'Р '0* 

2р; 4.р; 
,s, 20, 
2р* 

2 4р* 'D2 4.D 2р*4р* 2 
'S 'D 2G 

Таблица 3. Вариант периодической системы д.liя атомов с модельным 
кулоновоподобным потенциалом 

N(n, ЛJ 
Тип 

1 1 1 1 1 · 

обо- l {1,0) 2 (1,0) 3 (2,1) 4 (3,2) 5 (4,3) 6 (5,4) 
лочки 

11 Н• LI в. в с 

1 'S 
2 'S 
3 (1] 2р 

4 (П]'Р* (21 l]'P* 
(2] 1s (22] 1s 
(2] 10 (22] 10 

5 (O]*'S* 
1211 2р 
21] '0* 

-
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S~mmary 

Classification of discrete spectrum states of the model N-eiectron systern with 
O(ЗN+l.2) -dynamical group symmetry is oьtained on the basis о! the subgroup 
chain O(ЗN+l,2) -о(ЗN+ 1) - О(ЗN) -O(N) ХО(З) -s(N) Х0(3). 
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