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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñ ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ìîæíî ïðîâîäèòü îïåðàöèè ñëî-
æåíèÿ, ïðè÷åì

1. äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c, a+ b = b+ a, (a+ b) + c = a+ (b+ c);

2. åñòü ñïåöèàëüíûé ýëåìåíò 0 òàêîé, ÷òî a+ 0 = a äëÿ âñåõ a;

3. äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ñóùåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíûé (−a) òàêîé, ÷òî (−a) +
a = a+ (−a) = 0.

Ìîæíî òàêæå äîáàâèòü åùå îäíó åñòåñòâåííóþ îïåðàöèþ, óìíîæåíèå, òàêæå
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ àññîöèàòèâíîñòè:

4. a(bc) = (ab)c äëÿ âñåõ a, b, c.

Åñëè ïðè âñåõ ýòèõ ñâîéñòâàõ óìíîæåíèå è ñëîæåíèå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
äèñòðèáóòèâíîñòè:

5. a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca äëÿ âñåõ a, b, c, òî ìíîæåñòâî ñ óêàçàííûìè
îïåðàöèÿìè íàçûâàåòñÿ êîëüöîì.

Çàäà÷à 0.1. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû êîëåö ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ, òî åñòü êîëåö, ãäå åñòü
ýëåìåíòû a, b òàêèå, ÷òî ab = 0;

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð (a, b) öåëûõ ÷èñåë. Ñ ïîýëåìåíòíîé îïåðàöèåé
ñëîæåíèÿ è ïîýëåìåíòíîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ. Î÷åâèäíî, ýòî êîëüöî. Åäèíèöà â
ýòîì êîëüöå ñîîòâåòñòâóåò ïàðå (1, 1), à íîëü � (0, 0). Òîãäà (1, 0) · (0, 1) = (0, 0), ò.å.
(1, 0) è (0, 1) � äåëèòåëè íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 0.1. Åäèíèöåé êîëüöà èëè íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì íàçûâàåòñÿ ýëå-
ìåíò E òàêîé, ÷òî EA = AE = A äëÿ âñåõ A ∈ R. Îáðàòíûé ýëåìåíò A−1 îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâîì AA−1 = E.

Çàäà÷à 0.2. Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå ñ åäèíèöåé àêñèîìà êîììóòàòèâíîñòè ñëî-
æåíèÿ âûòåêàåò èç äðóãèõ àêñèîì.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

ab+ a+ b+ 1 = (a+ 1)(b+ 1) = ab+ b+ a+ 1.

∗Åñëè Âû çàìåòèòå îøèáêè â óñëîâèÿõ èëè ðåøåíèÿõ çàäà÷, ïèøèòå ïî àäðåñó

krab8nog@yandex.ru.
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Ñëåäîâàòåëüíî, a+ b = b+ a.

Çàäà÷à 0.3. Ïîñòðîéòå êîëüöî èç 4 ýëåìåíòîâ, êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò êîòî-
ðîãî îáðàòèì.

Ïðèìåð. Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû êîëüöà çíàêàìè 0, 1, a, b. Âîçìîæíûå òàáëèöû ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ êîëüöà ïðèâåäåíû íèæå

+ 0 1 a b
0 0 1 a b
1 1 0 b a
a a b 0 1
b b a 1 0

× 0 1 a b
0 0 0 0 0
1 0 1 a b
a 0 a b 1
b 0 b 1 a

.

Ïðîâåðêà àññîöèàòèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè ýòîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âûïîë-
íÿåòñÿ ïåðåáîðîì. Òàêæå êàê è ïðîâåðêà äèñòðèáóòèâíîñòè.

Çàäà÷à 0.4. Ïîñòðîéòå íåêîììóòàòèâíîå êîëüöî, òî åñòü òàêîå, ÷òî ñóùåñòâó-
þò a, b òàêèå, ÷òî ab ̸= ba.

Ïðèìåð. Êîëüöî ìàòðèö 2×2, ââîäèìîå ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 0.3, ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì
íåêîììóòàòèâíîãî êîëüöà.

Çàäà÷à 0.5. Ïóñòü R êîëüöî, ãäå ëþáàÿ ñóììà íåñêîëüêèõ åäèíèö íå ðàâíà íóëþ.
Ïóñòü ýëåìåíòû e, f, g òàêîâû, ÷òî ee = e, ff = f, gg = g è e + f + g = 0.
Äîêàæèòå, ÷òî e = f = g = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì êîëüöî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì çàäà÷è, äëÿ êîòîðî-
ãî e, f, g ̸= 0 â äâà øàãà.

Ïåðâûé øàã. Ïîëîæèì, ÷òî e, f, g ëåæàò â êîëüöå 2×2 ìàòðèö ñ êîýôôèöèåíòàìè
â Z2 è

e =

(
1 0
0 0

)
, f =

(
0 0
0 1

)
, f =

(
1 0
0 1

)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî e2 = e, f 2 = f, g2 = g, e + f + g = 0. Ê ñîæàëåíèþ, óäâîåííàÿ
åäèíèöà ýòîãî êîëüöà ðàâíà 0.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó, ñîñòîÿùóþ èç ïàð (z,M), ãäå z � öåëîå ÷èñëî, à M � 2× 2
ìàòðèöà ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2. Ïîëîæèì

e = (0,

(
1 0
0 0

)
), f = (0,

(
0 0
0 1

)
), f = (0,

(
1 0
0 1

)
).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî e2 = e, f 2 = f, g2 = g, e + f + g = 0. Åäèíèöà ýòîãî êîëüöà (1,
1 0
0 1

), ñëîæåííàÿ ñ ñîáîé ëþáîå ÷èñëî ðàç äà¼ò íå íîëü.

Îïðåäåëåíèå 0.2. Ìíîãî÷ëåí f = f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì êîëüöà A,
åñëè îí òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íîëü íà A. Òîæäåñòâî f ñëåäóåò èç íàáîðà òîæ-
äåñòâ {gi}, åñëè âåçäå, ãäå âûïîëíÿåòñÿ íàáîð {gi}, òàêæå âûïîëíÿåòñÿ f . Èíîãäà
ïèøóò òîæäåñòâî â âèäå f = 0.

Çàäà÷à 0.6. Ñóùåñòâóþò ëè íåòðèâèàëüíûå êîëüöà, óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäå-
ñòâàì x2 = 0; xy = yx?
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ âèäà (a, b, c), ãäå a, b ∈ Z, à c � îñòàòîê ïðè äåëå-
íèè íà äâà (âû÷åò). Îïðåäåëèì ñëîæåíèå â ýòîì êîëüöå ïîòî÷å÷íî, à ïðîèçâåäåíèå
ôîðìóëîé

(a1, b1, c1) · (a2, b2, c2) := (0, 0, a1b2 + a2b1(mod2)).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óêàçàííîå êîëüöî óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

xy = yx è x2 = 0.

Îïðåäåëåíèå 0.3. Åñëè êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì, òî êîëüöî íàçûâàåòñÿ
òåëîì. Êîëüöî êîììóòàòèâíî, åñëè ab = ba äëÿ âñåõ a, b ∈ R. Êîììóòàòèâíîå òåëî
åñòü ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 0.4. Ñâîáîäíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà èëè êîëüöî íåêîììóòàòèâíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì R: ýòî íàáîðû âûðàæåíèé âèäà

∑
i aivi, ai ∈ R, vi � ñëîâà.

Åñëè v =
∑

i aivi, u =
∑

i bivi, òî u + v =
∑

i(ai + bi)vi, uv =
∑

i,j aibjvivj. Ñâîáîäíàÿ
àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ïåðåñòà¼ò áûòü ñâîáîäíîé, åñëè â íåé âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå
òîæäåñòâà. Ïîíÿòèå òîæäåñòâà àëãåáðû ïðèâåäåíî íèæå.

Îïðåäåëåíèå 0.5. Ìíîãî÷ëåí f = f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì àëãåáðû
A, åñëè îí òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íîëü íà A. Òîæäåñòâî f ñëåäóåò èç íàáîðà
òîæäåñòâ {gi}, åñëè âåçäå, ãäå âûïîëíÿåòñÿ íàáîð {gi}, òàêæå âûïîëíÿåòñÿ f . Èíîãäà
ïèøóò òîæäåñòâî â âèäå f = 0.

Çàäà÷à 0.7. 1. Äîêàæèòå, ÷òî â àëãåáðå ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ
òîæäåñòâî [[x, y]2, z] = 0 (òîæäåñòâî Õîëëà).

2. Äîêàæèòå, ÷òî â àëãåáðå ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî∑
σ∈S4

(−1)σxσ(1) · · · xσ(4) = 0 (ñòàíäàðòíîå òîæäåñòâî ñòåïåíè 4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà à) ðàñïàäàåòñÿ â òðè óòâåðæäåíèÿ, êàæäîå
èç êîòîðûõ ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

1. Ñëåä êîììóòàòîðà äâóõ ìàòðèö ðàâåí íóëþ (ñëåä ìàòðèöû � ýòî ñóììà å¼
äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ);

2. Êâàäðàò ìàòðèöû äâà íà äâà ñî ñëåäîì íîëü èìååò âèä

(
λ 0
0 λ

)
;

3. Êîììóòàòîð ëþáîé ìàòðèöû ñ ìàòðèöåé óêàçàííîãî âûøå âèäà ðàâåí 0.

Äëÿ ìàòðèöû A îáîçíà÷èì å¼ ñëåä ÷åðåç trA. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

A2 − AtrA+ (trA)2−trA2

2
= 0

äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû A (ìû ðåêîìåíäóåì íà÷àòü ñ ïðîâåðêè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ

ìàòðèö âèäà

(
λ1 0
0 λ2

)
). Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî A ìàòðèöó [X1, X2], èìååì

0 = A2 − AtrA+ (trA)2−trA2

2
= A2 − tr(A2)

2
.

Òî æå òîæäåñòâî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ìû ïîäñòàâèì âìåñòî A ìàòðèöû [X3, X4] è
[X1, X2] + [X3, X4]. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
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[X1, X2][X3, X4] + [X3, X4][X1, X2] =tr
[X1,X2][X3,X4]+[X3,X4][X1,X2]

2
(1).

Íàçîâ¼ì àëüòåðíèðîâàíèåì íåêîììóòàòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x1, ..., xn) îò n ïåðå-
ìåííûõ íåêîììóòàòèâíûé ìíîãî÷ëåí

Alt(f)(x1, ..., xn) :=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)f(xσ(1), ..., xσ(n)).

Òîãäà 2n-ñòàíäàðòíîå òîæäåñòâî çàïèøåòñÿ êàê Alt(x1....x2n) = 0. Ïðèìåíÿÿ îïåðà-
öèþ Alt ê âûðàæåíèþ (1) èìååì,

Alt(X1X2X3X4) =
1
2
tr Alt(X1X2X3X4).

Ñòàíäàðòíîå òîæäåñòâî ñòåïåíè 4 ïåðåïèñûâàåòñÿ, êàê Alt(X1X2X3X4) = 0. Òàêèì
îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî tr Alt(X1X2X3X4) = 0.

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âñÿêèõ ìàòðèö A è B èìååòñÿ òîæäåñòâî

tr(AB) =tr(BA).

Îòêóäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî

tr(X1X2X3X4)=tr(X4X1X2X3)=tr(X3X4X1X2)=tr(X2X3X4X1),
tr(X1X2X4X3)=tr(X3X1X2X4)=tr(X4X3X1X2)=tr(X2X4X3X1),
tr(X1X3X2X4)=tr(X4X1X3X2)=tr(X2X4X1X3)=tr(X3X2X4X1),
tr(X1X3X4X2)=tr(X2X1X3X4)=tr(X4X2X1X3)=tr(X3X4X2X1),
tr(X1X4X2X3)=tr(X3X1X4X2)=tr(X2X3X1X4)=tr(X4X2X3X1),
tr(X1X4X3X2)=tr(X3X2X1X4)=tr(X3X2X1X4)=tr(X4X3X2X1).

È, ñëåäîâàòåëüíî, ÷òî Alt tr(X1X2X3X4) = 0.

Îïðåäåëåíèå 0.6. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ íèëü-àëãåáðîé, åñëè åñòü ôóíêöèÿ n :
A → N òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî xn(x) = 0. Åñëè æå
â íåé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî xn = 0, òî A íàçûâàåòñÿ íèëü-àëãåáðîé èíäåêñà n.
A � íèëüïîòåíòíà èíäåêñà k, åñëè â íåé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî x1 · · · xk = 0, A
� íèëüïîòåíòíà, åñëè îíà íèëüïîòåíòíà èíäåêñà k ïðè íåêîòîðîì k. τ � ýëåìåíò
àëãåáðû A � íàçûâàåòñÿ àëãáðàè÷íûì èíäåêñà k, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ

a1, a2, . . . , ak èç àëãåáðû A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
k∑

i=1

τ iai = 0. Àëãåáðà A àëãåáðàè÷íà

èíäåêñà k, åñëè êàæäûé åå ýëåìåíò àëãåáðàè÷åí èíäåêñà k íàä îñíîâíûì ïîëåì, è
àëãåáðàè÷íà, åñëè êàæäûé åå ýëåìåíò àëãåáðàè÷åí íåêîòîðîãî èíäåêñà (çàâèñÿùåãî
îò ýëåìåíòà).

Çàäà÷à 0.8. 1. Äîêàæèòå, ÷òî â àëãåáðå, àëãåáðàè÷íîé èíäåêñà k, âûïîëíÿåòñÿ
íåòðèâèàëüíîå òîæäåñòâî.

2. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà ìàòðèö n-ãî ïîðÿäêà àëãåáðàè÷íà èíäåêñà n.

3. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî (ïîëÿðèçàöèþ)

(
n∑

i=1

xn
i

)n

−
∑
j

(x1 + · · ·+ x̂j + · · ·+ xn)
n+
∑
j<k

(x1 + · · ·+ x̂j + · · ·+ x̂k + · · ·+ xn)
n+· · ·+

+(−1)n−1
∑
i

xn
i =

∑
σ∈Sn

xσ(1) · · · xσ(n)
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(Åñëè ïåðåìåííûå xi êîììóòèðóþò, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ n!x1 · · · xn.)

4. Äîêàæèòå, ÷òî òîæäåñòâî xn âëå÷åò òîæäåñòâî
∑

σ∈Sn
xσ(1) · · · xσ(n).

5. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå òîæäåñòâî èìååò ïîëèëèíåéíîå (ò.å. ëèíåéíîå ïî
êàæäîé ñâîåé ïåðåìåííîé) ñëåäñòâèå òîé æå ñòåïåíè.

Çàäà÷à 0.9. Ïóñòü â àëãåáðå A âûïîëíÿåòñÿ ïîëèëèíåéíîå òîæäåñòâî ñòåïåíè
n. Äîêàæèòå, ÷òî ñëîâî, ÿâëÿþùååñÿ n-ðàçáèâàåìûì, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìåíüøèõ ñëîâ.

À. Ã. Êóðîø â 1941 ãîäó ïîñòàâèë ñëåäóþùèé âîïðîñ.

Ïðîáëåìà À.Ã.Êóðîøà. Âåðíî ëè, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ
àëãåáðà, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå òîæäåñòâî ñòåïåíè n, êîíå÷íîìåðíà?

Ïåðâîíà÷àëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Êóðîøà, ïîëó÷åííîå èçâåñòíûìè ìàòåìàòè-
êàìè Ëåâèöêèì è Êàïëàíñêèì äåñÿòüþ ãîäàìè ñïóñòÿ, áûëî äàëåêî íå ýëåìåíòàðíûì,
ïîêà À.È.Øèðøîâ íå ðàçðàáîòàë ïðèíöèïèàëüíî èíîé, ÷èñòî êîìáèíàòîðíûé ìåòîä,
ïîçâîëèâøèé ðåøèòü è ïðîáëåìó Êóðîøà, è âîïðîñû íèëüïîòåíòíîñòè.

Çàäà÷à 0.10. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Øèðøîâà î âûñîòå, ðåøèòå ïðîáëåìó
Êóðîøà. Äîêàæèòå òàêæå, ÷òî l-ïîðîæäåííûå íèëü-àëãåáðû èíäåêñà n íèëüïî-
òåíòíû èíäåêñà k(n, l).

Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü � ïîëó÷åíèå îöåíîê íà ôóíêöèþ k(n, l).
Îöåíêè âûñîòû â êîìáèíàòîðèêå ñëîâ ïðèâîäÿò ê òàêèì æå îöåíêàì â òåîðèè

êîëåö. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ îöåíêà À. È. Øèðøîâàáûëà î÷åíü çàâûøåííîé, îäíàêî åãî
ðàáîòû ñîäåðæàò ãëóáîêèå èäåè, èíòåðåñíûå äî ñèõ ïîð. À.Ò.Êîëîòîâ â 1982 ãîäó
ïîëó÷èë äâîéíóþ ýêñïîíåíòó (ll

n
), ãäå l � ÷èñëî îáðàçóþùèõ, n � ñòåïåíü òîæäåñòâà.

À. ß. Áåëîâ â 1990 ãîäó ïîëó÷èë ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó ïîðÿäêà n3l3n, ýòà îöåíêà
óëó÷øàëàñü À.Êëåéíîì â 2000.

Â 1991 ãîäó Å. È. Çåëüìàíîâ ïîñòàâèë ñëåäóþùèé âîïðîñ.

�Ïóñòü F2,m � ñâîáîäíîå 2-ïîðîæä¼ííîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ òîæäåñòâîì
xm = 0. Âåðíî ëè, ÷òî êëàññ íèëüïîòåíòíîñòè êîëüöà F2,m ðàñò¼ò ýêñïîíåíöèàëü-
íî ïî m?”

Çàäà÷à 0.11. Äîêàæèòå, ÷òî çàêëþ÷èòåëüíàÿ çàäà÷à öèêëà �Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
îöåíêà� ïðîåêòà �Ïåðèîäè÷íîñòü è ïîðÿäî÷íîñòü� äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà
âîïðîñ Çåëüìàíîâà.

Â 2010 ãîäó À. ß. Áåëîâ è Ì. È. Õàðèòîíîâ ïîëó÷èëè ñóáýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåí-
êó.

Â ýòîé ñâÿçè âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ íåðåøåííàÿ çàäà÷à:

Çàäà÷à 0.12. Ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëüíóþ îöåíêó íà âûñîòó.

Áîëåå òîãî,

Çàäà÷à 0.13. Ñóùåñòâóåò ëè âåðõíÿÿ îöåíêà íà âûñîòó, ïîëèíîìèàëüíàÿ îòíîñè-
òåëüíî ñòåïåíè è ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ÷èñëà áóêâ â àëôàâèòå?

È, íàêîíåö, âîçíèêàåò

Çàäà÷à 0.14. Ïîëó÷èòü êàê ìîæíî áîëåå òî÷íóþ íèæíþþ îöåíêó íà âûñîòó.
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2 Öèêë �Êîìáèíàòîðèêà�

Â íåêîòîðûõ äîêàçàòåëüñòâàõ ïðèñóòñòâóåò òåðìèí �k−õâîñò�, êîòîðûé îçíà÷àåò òî
æå ñàìîå, ÷òî òåðìèí �k−íà÷àëî�.

Çàäà÷à 2.1. Êàðëñîí ìîæåò ïèñàòü òîëüêî òå ñëîâà, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïîä-
ñëîâ èç äâóõ ðàçëè÷íûõ áóêâ. Ñêîëüêî ñëîâ äëèíû n ìîæåò íàïèñàòü Êàðëñîí, åñëè
â ñëîâàðå l áóêâ?

Îòâåò. Êàðëñîí ìîæåò ïèñàòü ñëîâà, ñîñòîÿùèå èç âñåõ îäèíàêîâûõ áóêâ, à èõ ðîâ-
íî l.

Çàäà÷à 2.2. Â ñëîâàðå ïëåìåíè Âèííè�Ïóõîâ 20 ñëîâ. Â ôðàçàõ èõ ÿçûêà âîçìîæ-
íû ëþáûå ñî÷åòàíèÿ ýòèõ ñëîâ. Ñóùåñòâóþò äâà ìàãè÷åñêèõ çàêëèíàíèÿ, �Çåìëÿ
ñòîèò íà âåëèêîì êðîêîäèëå� è �Êàæäûé âå÷åð êðîêîäèë ãëîòàåò ñîëíöå�, êîòî-
ðûå âûçûâàþò óðàãàí, è ïîýòîìó âñëóõ ìîæíî ïðîèçíîñèòü òîëüêî òàêèå ôðàçû,
â êîòîðûõ ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîâ íå âñòðå÷àþòñÿ1. Ñêîëüêî âñåãî ôðàç èç
äåñÿòè ñëîâ ìîæíî ïðîèçíîñèòü âñëóõ?

Îòâåò. 2010 − 12 · 205 + 4.

Çàäà÷à 2.3. Â àëôàâèòå ñìåøàðèêîâ l áóêâ. Ìîæåò ëè â èõ ñëîâàðå ñîäåðæàòüñÿ
ñëîâî äëèíû l, ó êîòîðîãî ðîâíî

a) l + 1

b) l(l−1)
2

− 1
c*) 2l
ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ.

Ðåøåíèå. à) Äëÿ l = 1 òàêîãî ñëîâà, î÷åâèäíî, íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ l = 2 òàêîå
ñëîâî ñóùåñòâóåò: ab. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî l > 3. Ðàññìîòðèì ñëîâà, ñîñòîÿùèå
èç îäèíàêîâûõ áóêâ. Â íèõ ðîâíî l ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ. Åñëè â ñëîâå áóäåò õîòÿ áû 2
ðàçëè÷íûå áóêâû, òî òàì áóäåò êàê ìèíèìóì 2 ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâà äëèíû 1 è õîòÿ
áû 2 äëèíû 2 (l > 3). Òîãäà âñåãî ïîäñëîâ áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì l+2, ÷òî óæå áîëüøå,
÷åì íàì íóæíî.

b) Äëÿ l ≤ 4, âñå î÷åâèäíî. Äëÿ l = 5 ïðèìåð: ababa. Äëÿ l = 6: aaaabb. Äëÿ 7:
aabbabb.

Ïðèìåðû äëÿ âñåõ l ≥ 8 ñòðîÿòñÿ ïî èíäóêöèè: ê ñëîâó äëèíû l−3 ïðèïèñûâàåòñÿ
â êîíåö òðè áóêâû, îòëè÷àþùèåñÿ îò âñåõ ïðåäûäóùèõ.

ñ) Ñëó÷àé l ≤ 4 (êàê áîëåå ïðîñòîé) ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
l ≥ 5. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñëîâî W èìåëî ðîâíî 2l ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ, òðåáóåòñÿ ÷òîáû
â í¼ì áûëî õîòÿ áû 2 ðàçëè÷íûå áóêâû. Ïðè ýòîì óñëîâèè, äëÿ ëþáîãî 1 ≤ k < l
ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ äëèíû k õîòÿ áû äâà (èíà÷å âñå áóêâû ïîäñëîâà áóäóò îäèíàêî-
âû). Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ïîäñëîâà äëèíû äâà . Åñëè èõ ðîâíî äâà, òî ñëîâî èìååò
âèä:

ababab...ab, èëè ababab...aba, èëè abbb...b, èëè aaa...ab.

Â ýòèõ ñëîâàõ ìåíüøå, ÷åì 2l ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè íå óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è. Ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì ïîäñëîâ äëèíû 3 õîòÿ áû

1Äàæå åñëè ñëîâà â äðóãèõ ñëîâàðíûõ ôîðìàõ.
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3. Â èòîãå, ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ W ïî êðàéíåé ìåðå 2 + 3 + 3 + ... + 2 + 1 (âñåãî l
ñëàãàåìûõ). Óêàçàííàÿ ñóììà ðàâíà 2l+ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò ñëîâà W
äëèíû l ≥ 5, ñîäåðæàùåãî ðîâíî 2l ïîäñëîâ.

Çàäà÷à 2.4. Â àëôàâèòå èíäåéöåâ N áóêâ. Èç íèõ èíäåéöû ñîñòàâëÿþò ñëîâà. Èç-
âåñòíî, ÷òî ëþáîå ñëîâî, ïîâòîðåííîå äâàæäû, îçíà÷àåò òî æå ñàìîå, ÷òî è ñàìî
ñëîâî, à çàìåíà ïîäñëîâà íà åãî êâàäðàò íå ìåíÿåò ñìûñëà âñåãî ñëîâà. Íàïðèìåð,
ãîðîðîä îçíà÷àåò òî æå, ÷òî è ãîðîä. Äîêàæèòå, ÷òî â ÿçûêå èíäåéöåâ êîíå÷íîå
÷èñëî ïîíÿòèé, åñëè:

à) N = 2;
b) N = 3;
ñ) ïðîèçâîëüíîå N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ââåäåì îäíî îáîçíà÷åíèå. Íàçîâåì ñëîâî íåñîêðàòèìûì,
åñëè íåò ñëîâà êîðî÷å ñ òàêèì æå ñìûñëîì. Äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå çàäà÷è áóäåì
ïî èíäóêöèè ïî N � ÷èñëó áóêâ â àëôàâèòå. Áàçà äëÿ N ðàâíîãî åäèíèöå î÷åâèäíà.
Äîêàæåì ïåðåõîä îò N ê N + 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íåñîêðàòèìûõ ñëîâ â
àëôàâèòå ñ N áóêâàìè êîíå÷íî. Îáîçíà÷èì çà d ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå äëèíû
êàæäîãî èç íåñîêðàòèìûõ ñëîâ ýòîãî àëôàâèòà. Òåïåðü ðàññìîòðèì àëôàâèò èç N+1
áóêâû. Ïóñòü â í¼ì íàéäåòñÿ íåñîêðàòèìîå ñëîâî äëèíû õîòÿ áû (d+1)(N+1)d+2. Ýòî
ñëîâî ìîæíî ðàçáèòü íà (N + 1)d+2 áëîêîâ äëèíû d+ 1 ïëþñ, âîçìîæíî, åù¼ ÷òî-òî.
Ñðåäè ýòèõ áëîêîâ íàéäóòñÿ 2 îäèíàêîâûõ, ò.ê. âñåãî âîçìîæíûõ áëîêîâ äëèíû (d+1)
ðîâíî (N + 1)d+1, ÷òî ìåíüøå (N + 1)d+2. Îáîçíà÷èì äâà îäèíàêîâûõ áëîêà äëèíû
(d + 1) çà B (îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ). Åñëè áû â B áûëî íå áîëåå, ÷åì N ðàçëè÷íûõ
áóêâ, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ýòî ñëîâî áûëî áû ñîêðàòèìî. Ñëåäîâàòåëüíî,
â çàïèñè B ó÷àñòâóþò âñå áóêâû íàøåãî àëôàâèòà.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ñëîâî B ñîäåðæèò âñå áóêâû àëôàâèòà, à C � ëþáîå ñëîâî,
òî çíà÷åíèå BCB ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì B (åñëè ýòî òàê, òî ñëîâî ïîëó÷åííîå â
ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ñîêðàòèìî è çàäà÷à 2.4 ðåøåíà).

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå Y , ÷òî ñëîâà B è BCY èìåþò îäèíàêîâûé ñìûñë
(åñëè ýòî òàê, òî ñëîâà

B ↔ BCY ↔ BCBCY ↔ BCB

èìåþò îäèí è òîò æå ñìûñë è çàäà÷à 2.4 ðåøåíà). Ïóñòü C = c1c2...ck. Òàê êàê c1
âõîäèò â B,

B = Sc1M.

Òîãäà B ñîâïàäàåò ïî ñìûñëó ñ Bc1M . Òàê êàê c2 âõîäèò â B, B = Ec2D è ñìûñë ñëîâ
B1M è Bc1c2Dc1M îäèíàêîâ. È òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, è Y èìåþò îäèíàêîâûé
ñìûñë äëÿ íåêîòîðîãî Y.

Çíà÷èò, â àëôàâèòå äëèíû N + 1 íå áûâàåò íåñîêðàòèìûõ ñëîâ äëèíû áîëüøåé,
÷åì (d+ 1)(N + 1)d+2, à, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ñëîâ â ýòîì àëôàâèòå êîíå÷íî.

Çàäà÷à 2.5. Íàçîâ¼ì çàïðåòîì ñëîâî, êîòîðîå ìû çàïðåùàåì èñïîëüçîâàòü â êà÷å-
ñòâå ïîäñëîâà. Ñîîòâåòñòâåííî ñëîâî, íå ñîäåðæàùåå çàïðåòîâ, íàçûâàåì ðàçðå-
ø¼ííûì. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî çàïðåòîâ íóæíî çàäàòü, ÷òîáû ñðåäè ñòîáóê-
âåííûõ ñëîâ ðîâíî äâà: (ab)50 è (ba)50 � áûëè ðàçðåøåíû?
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì âñå ñëîâà äëèíû 100, ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâûõ áóêâ. Èõ ðîâíî
l è ó íèõ íåò îáùèõ ïîäñëîâ. Çíà÷èò, íàì òðåáóåòñÿ êàê ìèíèìóì l çàïðåòîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî l çàïðåòîâ õâàòàåò. Äåéñòâèòåëüíî, ñëîâà áåç çàïðåòîâ aa, bb, c, d
è âñåõ îñòàâøèõñÿ áóêâ � ýòî ðîâíî abab....ab è baba...ba.

Çàïèñü ut îçíà÷àåò ñëîâî u, íàïèñàííîå t ðàç ïîäðÿä.

Çàäà÷à 2.6. Ïóñòü k, t � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â
ñëîâå V äëèíû k · t íå áîëüøå k ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ äëèíû k, òî äëÿ íåêîòîðîãî
ñëîâà v ñëîâî V âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîäñëîâî âèäà vt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó èíäóêöèåé ïî k. Áàçà ïðè k = 1 î÷åâèäíà. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç V − ñëîâî V , ñ âûáðîøåííîé ïîñëåäíåé áóêâîé. Åñëè â V − íàõîäèòñÿ íå
áîëüøå, ÷åì (k − 1) ðàçëè÷íîå ïîäñëîâî äëèíû (k − 1), òî ïðèìåíÿåì èíäóêöèîííîå
ïðåäïîëîæåíèå (äëèíà V − íå ìåíüøå, ÷åì (k − 1)t).

Ïóñòü V − ñîäåðæèò íå ìåíüøå, ÷åì k ïîäñëîâ äëèíû k− 1. Òàê êàê V − ñîäåðæèò
íå áîëüøå, ÷åì k ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ äëèíû k, òî â ïîäñëîâå V äëèíû k ïîñëåäíÿÿ
áóêâà îïðåäåëÿåòñÿ ïî (k−1) ïðåäûäóùåé. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè ïåðâûõ k+1 ïîäñëîâ
äëèíû (k − 1) åñòü íå ìåíüøå äâóõ îäèíàêîâûõ. Ïóñòü îíè èìåþò íîìåðà i, j è i > j
(îòìåòèì, ÷òî i-îå ïîäñëîâî è j-îå ïîäñëîâî äëèíû k òàêæå ñîâïàäàþò). Òîãäà i-àÿ
áóêâà ñîâïàäàåò ñ j-îé, (i+1)-àÿ ñ (j+1)-îé, (i+k)-àÿ c (j+k)-îé. Òàê êàê (i−j) ≤ k,
V åñòü ïîäñëîâî V1→(j−1)V

∞
j→(i−1), ãäå V1→(j−1) � ïîäñëîâî â V , íà÷èíàþùååñÿ â 1-îé

áóêâå, à êîí÷àþùååñÿ â j− 1, à Vj→(i−1) � ïîäñëîâî V , íà÷èíàþùååñÿ â j-îé áóêâå, à
êîí÷àþùååñÿ â (i− 1)-îé. Òàê êàê i− 1 6 k è i− j 6 k, V ñîäåðæèò íå ìåíüøå, ÷åì
t-óþ ñòåïåíü ïîäñëîâà Vj→(i−1). Çíà÷èò, V ñîäåðæèò ïîäñëîâî âèäà vt.

Çàäà÷à 2.7. Óñòàíîâèòå áèåêöèþ ìåæäó ñëåäóþùèìè äâóìÿ ìíîæåñòâàìè:

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1 6 a1 6 a2 6 . . . 6 an, ãäå ai 6 i;

• ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 1, 2, . . . , n, ó êîòîðûõ äëèíà êàæäîé óáûâàþùåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè íå áîëüøå 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê S∨
n ÷èñåë 1, 2, . . . , n, ó êîòî-

ðûõ äëèíà êàæäîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå áîëüøå 2 (ìû ðàññìàòðèâàåì
ïåðåñòàíîâêè, êàê ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ñëîâ). Äëÿ âñÿêîé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ S∨

n

îáîçíà÷èì ÷åðåç b(σ) äëèíó ìàêñèìàëüíîé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êî-
íåö êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ êîíöîì σ. Äëÿ âñÿêîãî m < n è äëÿ êàæäîé ïåðåñòàíîâêè
σ ∈ S∨

n îáîçíà÷èì ÷åðåç σ[m] ïåðåñòàíîâêó, ïîëó÷àåìóþ èç σ[m] âûáðàñûâàíèåì âñåõ
÷èñåë, áîëüøèõ m. Êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà σ ∈ S∨

n çàäà¼ò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

b1 := b(σ[1]), b2 := b(σ[2]), ..., bn := b(σ[n]).

Çàìåòèì, ÷òî b1 = 1, bi+1 6 bi+1, 1 6 bi 6 i. Çàäàäèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai}
ïðàâèëîì ai := i+ 1− bi. Çàìåòèì, ÷òî

a1 = 1, 1 6 ai 6 i, ai ≤ aj.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ïåðåñòàíîâêå σ ∈ S∨
n , â êîòîðîé íåò óáûâàþùåé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè äëèíû 3, ìû ñîïîñòàâèëè âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 6 a1 6
a2 6 ... 6 an, äëÿ êîòîðîé ai ≤ i.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäàííîå ñîîòâåòñòâèå áèåêòèâíî. Ïîñòðîåíèå îáðàòíîé ôóíê-
öèè îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è òàêæå íàõîäèòñÿ â ïðîåêòå Äîöåíêî �×èñëà Êàòàëàíà è
åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ� íà îäíîé èç ïðåäûäóùèõ êîíôåðåíöèé òóðíèðà ãîðîäîâ.

Çàäà÷à 2.8. Ñòî ëþäîåäîâ ïðèåõàëè íà ïèð. Îáåäàþùèé ëþäîåä ïðîãëàòûâàåò öå-
ëèêîì ñåáå ïîäîáíîãî. Ïîîáåäàâøèé ëþäîåä, êîíå÷íî, ìîæåò è ñàì ñîñëóæèòü îáå-
äîì äëÿ äðóãîãî ñâîåãî ñîáðàòà. Òàê è ñîñòàâëÿþòñÿ ïèùåâûå öåïî÷êè. Äëèíîé öå-
ïî÷êè íàçîâåì êîëè÷åñòâî ëþäîåäîâ, âëîæåííûõ äðóã â äðóãà. Âîïðîñ: êàêîé ìàêñè-
ìàëüíîé äëèíû öåïî÷êà òî÷íî ïðèñóòñòâóåò, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êàêèå áû äåñÿòü
ëþäîåäîâ ìû íå âçÿëè, ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ äâà ýêçåìïëÿðà, îäèí èç êîòîðûõ ïîêî-
èòñÿ â æåëóäêå äðóãîãî?

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñåõ ýòèõ ëþäîåäîâ â âèäå ãðàôà: ñàìè ëþäîåäû - ýòî
âåðøèíû ãðàôà, à îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà èäóò îò ïîîáåäàâøåãî ëþäîåäà êî âñåì
åãî æåðòâàì. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ ëåñîì (ò.å. îáúåäèíåíèåì äåðåâüåâ).
Ïîäâåñèì ãðàô çà ëþäîåäîâ, êîòîðûõ íå ñúåëè. Ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì íà ïðî-
èçâîëüíîì óðîâíå ÷èñëî âåðøèí íå áîëåå äåâÿòè, à èç ýòîãî ÿñíî, ÷òî åñòü öåïî÷êà
äëèíû õîòÿ áû 12. À òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ìîæåò áûòü ðîâíî 12: äëÿ íà÷àëà ïîñàäèì
99 ëþäîåäîâ â 9 êîìíàò ïî 11 ëþäîåäîâ â êàæäîé, è ïóñòü îíè ïîîáåäàþò òàêèì îáðà-
çîì: âòîðîé ñúåäàåò ïåðâîãî, ïîòîì òðåòèé âòîðîãî è òàê äàëåå. À ïîòîì îñòàâøèéñÿ
ëþäîåä ñúåñò âñåõ âûæèâøèõ â êîìíàòàõ. Óðà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñëîâî u íàçîâåì íåöèêëè÷åñêèì, åñëè u íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â
âèäå vk, ãäå k > 1.

Çàäà÷à 2.9. Ïóñòü u è v � ðàçëè÷íûå íåöèêëè÷åñêèå ñëîâà äëèíû m è n ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñëîâî W ñîäåðæèò ïîäñëîâà u′ = um·n è v′ = vm·n. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà
îáùåé ÷àñòè ó u′ è v′ íå áîëüøå m+ n− 2.

Ðåøåíèå. Ïóñòü m > n è ïóñòü ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîäñëîâ umn è vmn

èìååò äëèíó õîòÿ áû m + n − 1. Îáîçíà÷èì èõ ïåðåñå÷åíèå çà S, à åãî áóêâû �
s1, ..., sl (l � äëèíà S). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñëîâî u � ïåðèîäè÷íî ñ ïåðèîäîì
d :=ÍÎÄ(m,n).

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè k = l(mod d) è 1 ≤ k, l < m+ n− 1, òî sk = sl.
Îáîçíà÷èì êàê r îñòàòîê ïðè äåëåíèè k íà d. Ïóñòü r ̸= 0. Òîãäà k− r = an− bm

äëÿ êàêèõ-òî ÷èñåë a, b ∈ Z≥0. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ki, ai, bi ïî ñëåäóþùèì
ïðàâèëàì:

1. k0 = k, a0 = a, b0 = b;

2.


ki+1 = ki + n, ai+1 = ai − 1, bi+1 = bi, åñëè ai > 0 è ki < m

ki+1 = ki −m, ai+1 = ai, bi+1 = bi − 1, åñëè ai = 0 è bi > 0

i− ûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ïîñëåäíèé, åñëè ai = bi = 0

.

Èç îïðåäåëåíèÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäíî, ÷òî
1. ki − r = ain− bim äëÿ âñåõ i ≥ 0;

2. d ̸ ... ki äëÿ âñåõ i ≥ 0;
3. 1 ≤ ki ≤ m+ n− 1 äëÿ âñåõ i ≥ 0.
4. Åñëè ki � ïîñëåäíèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî ki = r.
Èç ýòèõ ïðàâèë ñëåäóåò, ÷òî ski+1

= ski è, â ÷àñòíîñòè, sk = sl, åñëè k = l(mod d).
Ïóñòü r = 0. Ïîêàæåì, ÷òî sk = sn = sm. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ki, ai, bi, çàäàííûå ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:
1. k0 = n, a0 = m/d− 1, b0 = n/d− 1;
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2.


ki+1 = ki + n, ai+1 = ai − 1, bi+1 = bi, åñëè ai > 0 è ki < m

ki+1 = ki −m, ai+1 = ai, bi+1 = bi − 1, åñëè ai = 0 è bi > 0

i− ûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ïîñëåäíèé, åñëè ai = bi = 0

.

Îòìåòèì, ÷òî
1. ki − n = ain− bim äëÿ âñåõ i > 0;

2. ki
... d äëÿ âñåõ i > 0;

3. 1 ≤ ki ≤ m+ n− 1 äëÿ âñåõ i > 0.
Ïóñòü ki = n. Òîãäà nai = mbi è, â ÷àñòíîñòè, èëè ai = 0, èëè ai ≥ m/d. Òàê êàê

ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, òî ai = bi = 0. Íàîáîðîò, åñëè ai = bi = 0, òî ki = n. Òàêèì
îáðàçîì, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ {ai}, {bi}, {ki} ðîâíî m/d + n/d − 1 ÷ëåí. Ïîêàæåì
òåïåðü, ÷òî ëþáûå äâà ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ki} ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ki = kj, òî n(ai − aj) = m(bi − bj). Â ÷àñòíîñòè ai ≥ m/d. ×òî íåâîçìîæíî. Òàêèì
îáðàçîì, ëþáûå äâà ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ki} ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó {d, ..., d(m/d+ n/d− 1)}, à âñåãî ýëåìåíòîâ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �
m/d+n/d−1. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñ÷åðïûâàþò âñå
÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà d, îò d äî d(m/d+ n/d− 1), è, òàê êàê ski = ski+1

, sk = sn = sm.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè k, l
... d è k = l (mod d), òî sk = sl. Òàê êàê

ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîæåñòâ èìååò äëèíó m+n−1 è d-ïåðèîäè÷íî, òî
êàæäîå èç ñëîâ u, v (îíè èìåþò äëèíó ìåíüøóþm+n−1!) ïåðèîäè÷íî. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå umn è vmn íå ìîæåò èìåòü äëèíó, áîëüøóþ m+n−2.

Çàäà÷à 2.10. Íà áåñêîíå÷íîé ëåíòå â êàæäîé ÿ÷åéêå íàïèñàíû öèôðû îò 1 äî 9.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ëèáî èç íå¼ ìîæíî âûðåçàòü 10 íåïåðåñåêàþùèõñÿ òûñÿ-
÷åçíà÷íûõ ÷èñåë â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, ëèáî êàêîå-òî ÷èñëî äëèíû ìåíüøå 10 ïîâòî-
ðèòñÿ 50 ðàç ïîäðÿä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìîìåíò, ñ êîòîðîãî âñå âñòðå÷àåìûå 1000-çíà÷íûå ÷èñ-
ëà ïîâòîðÿþòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Åñëè èõ õîòÿ áû 10, òî íàéäåì íàèáîëüøåå,
çàòåì äàëåå íåãî íàéäåì âòîðîé ïî âåëè÷èíå è òàê äàëåå. À åñëè èõ ìåíåå 10, òî òîãäà
ñóùåñòâóåò 2 îäèíàêîâûõ 1000-çíà÷íûõ ñëîâà, ó êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ìåæäó íà÷àëà-
ìè ìåíåå 10. Çíà÷èò, òàêîå ÷èñëî (÷àñòè÷íî) ïåðèîäè÷íî ñ ïåðèîäîì íå áîëåå 10. À,
çíà÷èò, ìû íàøëè òðåáóåìîå 50-òè ðàçîâîå ïîâòîðåíèå ñëîâà äëèíû ìåíåå 10.

3 Öèêë �Òåîðåìà Äèëóîðñà�

Çàäà÷à 3.1. Èç ëþáûõ ëè ïÿòè ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, âûïèñàííûõ â ðÿä, ìîæíî âû-
áðàòü òðè, ñòîÿùèå â ýòîì ðÿäó â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èëè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ?

Äîêàçàòåëüñòâî. ßâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è 3.4.

Çàäà÷à 3.2. Èç ëþáûõ ëè äåâÿòè ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, âûïèñàííûõ â ðÿä, ìîæíî âû-
áðàòü ÷åòûðå, ñòîÿùèå â ýòîì ðÿäó â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èëè â ïîðÿäêå âîçðàñòà-
íèÿ?

Ðåøåíèå. Íåò, íå èç ëþáûõ. Íàïðèìåð, 3-2-1-6-5-4-9-8-7.

Çàäà÷à 3.3. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ äåñÿòè ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, âûïèñàííûõ â ðÿä,
ìîæíî âûáðàòü ÷åòûðå, ñòîÿùèå â ýòîì ðÿäó â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èëè â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ßâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è 3.4.

Çàäà÷à 3.4. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ mn + 1 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë íàéäóòñÿ ëèáî
m+ 1 â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, ëèáî n+ 1 â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì, ÷òî a ≻ b, åñëè a > b è a ñòîèò ïîñëå b. À âñå îñòàëü-
íûå ïàðû íàçîâåì íåñðàâíèìûìè. Èç çàäà÷è 3.7 ìû ìîæåì íàéòè ëèáî m + 1 öåïü
îòíîñèòåëüíî ≻ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò m + 1 ýëåìåíòó â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ), ëèáî
n+ 1 ïîïàðíî íåñðàâíèìûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî ≻, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óáûâàþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n+ 1 ýëåìåíòà.

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (×ÓÌ)M � ýòî ìíîæåñòâî, äëÿ ëþáûõ äâóõ
ýëåìåíòîâ a, b êîòîðîãî èçâåñòíî, íàõîäÿòñÿ îíè â íåêîòîðîì îòíîøåíèè ≺ èëè íåò.
Ïðè ýòîì äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:

Õ åñëè a ≺ b è b ≺ c, òî a ≺ c;
Õ åñëè a ≺ b, òî a íå ðàâíî b.

Çàäà÷à 3.5. Âîçìîæíî ëè, ÷òî íåðàâåíñòâà a ≺ b è b ≺ a âûïîëíåíû îäíîâðåìåííî?

Çàäà÷à 3.6. Äîêàæèòå, ÷òî ñëîâà îáðàçóþò ×ÓÌ ïðè îòíîøåíèè, ïîðîæä¼ííîì
ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìíîæåñòâî, ëþáûå äâà ýëåìåíòà êîòîðîãî ñðàâíèìû, íàçûâàþò
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì èëè, êîðîòêî, öåïüþ.

Çàäà÷à 3.7. Ïóñòü m,n � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íîì ìíîæåñòâå èç mn+1 ýëåìåíòîâ åñòü ëèáî öåïü èç èäóùèõ â ïîðÿäêå âîçðàñòà-
íèÿ m+1 ýëåìåíòîâ, ëèáî n+1 ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ (òàê íàçûâàåìàÿ
àíòèöåïü).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè ïî ÷èñëó m. Áàçà äëÿ m = 0 î÷å-
âèäíà. Äîêàæåì ïåðåõîä. Ðàññìîòðèì íàø ×ÓÌ. Íàçîâåì ÷èñëî ìàêñèìàëüíûì, åñëè
íåò íèêàêîãî, áîëüøåãî åãî. Ðàññìîòðèì âñå ìàêñèìàëüíûå ÷èñëà. Èç îïðåäåëåíèÿ
âèäíî, ÷òî íèêàêèå 2 ìàêñèìàëüíûõ íå ÿâëÿþòñÿ ñðàâíèìûìè. Åñëè èõ õîòÿ áû n+1,
òî ìû íàøëè òðåáóåìóþ àíòèöåïü. Åñëè èç íå áîëåå, ÷åì n, òî çàáóäåì âðåìåííî ïðî
íèõ è íàéäåì ñðåäè îñòàâøèõñÿ (êîòîðûõ íå ìåíüøå, ÷åì n(m − 1) + 1 ëèáî àíòè-
öåïü äëèíû n + 1 (óæå ïîáåäà), ëèáî öåïü äëèíû m. Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ýòîé öåïè. Ðàç îí íå çàáûò, òî åñòü çàáûòîå ÷èñëî, áîëüøåå
äàííîãî, à, ñîîòâåòñòâåííî, è âñåõ ýëåìåíòîâ öåïè. Äîáàâèì çàáûòîå ÷èñëî, è, òåì
ñàìûì, ïîñòðîèì òðåáóåìóþ öåïü äëèíû m+ 1.

Çàäà÷à 3.8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ öåïè äàííîãî
êîíå÷íîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà M . Òîãäà M ìîæíî ðàçáèòü íà d
àíòèöåïåé.

Ðåøåíèå. (Âñå íîâûå îïðåäåëåíèÿ åñòü â ðåøåíèè çàäà÷è 3.7) Ðàññìîòðèì âñå ìàê-
ñèìàëüíûå ýëåìåíòû è îáúåäèíèì èõ â îäíó àíòèöåïü. Çàáóäåì ïðî íèõ. Çàìåòèì,
÷òî íå îñòàëîñü öåïåé äëèíû n, òàê êàê èíà÷å âìåñòå ñ çàáûòûìè ìû ìîæåì íàéòè
öåïü äëèíû n+ 1. È áóäåì äåéñòâîâàòü òàêèì îáðàçîì è äàëüøå. Óðà.
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Áîëåå òîãî, âåðåí ñëåäóþùèé ôàêò, êîòîðûé îêàæåò íàì ñåðü¼çíóþ ïîìîùü â
äàëüíåéøåì:

Òåîðåìà Äèëóîðñà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ àí-
òèöåïè äàííîãî êîíå÷íîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà M . Òîãäà M ìîæíî
ðàçáèòü íà n öåïåé.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Äèëóîðñà è äðóãèõ çàäà÷ èç ïîñâÿù¼ííîãî åé öèêëà
ìîæíî ïðî÷èòàòü â [17].

4 Öèêë �Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà�

Ïóñòü íàø àëôàâèò ñîñòîèò èç áóêâ a1, a2, . . . , al. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

a1 ≺ a2 ≺ · · · ≺ al.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óïîðÿäî÷èëè áóêâû àëôàâèòà. Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ñëîâà u è
v. Åñëè îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì äðóãîãî, òî íàçîâ¼ì ñëîâà u è v íåñðàâíèìûìè
(ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ ñëîâà w, u′, v′ òàêèå, ÷òî
u = wu′, v = wv′, ïðè÷¼ì ïåðâûå áóêâû ó ñëîâ u′ è v′ � ðàçëè÷íûå (w ìîæåò áûòü
ïóñòûì, u′ è v′ � íåò). Åñëè ïåðâàÿ áóêâà u′ áîëüøå ïåðâîé áóêâû v′, òî ñ÷èòàåì
ñëîâî u áîëüøå ñëîâà v, â îáðàòíîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì u ìåíüøå v. Òàêèì îáðàçîì, ìû
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷èëè ñëîâà. Ïðèâåä¼ííûé ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì
(ìû óæå îáñóæäàëè åãî â ïðåäèñëîâèè). Íå ñòîèò òàêæå çàáûâàòü, ÷òî íåêîòîðûå
ñëîâà òàê è îñòàëèñü íåñðàâíèìûìè.

Ðåøåíèÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ ýòîãî ïàðàãðàôà ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [15].

Çàäà÷à 4.1. Ïóñòü àëôàâèò ñîñòîèò èç òð¼õ áóêâ: a, b è c. Ââåä¼ì íà íèõ ïî-
ðÿäîê a < b < c. Ñîñòàâüòå èç ïðèâåä¼ííîãî íèæå ñïèñêà ñëîâ íàèáîëåå äëèííóþ
âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Êàêèå ïàðû ñëîâ ÿâëÿþòñÿ íåñðàâíèìûìè?

cb, abc, bac, abb, b, ccc, abc.

Ðåøåíèå. Íàèáîëüøàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü: abb, abc, b, cb, ccc.
Ïàðû íåñðàâíèìûõ ñëîâ: b ↔ bac, abc ↔ abc.

Äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ îïðå-
äåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ñëîâî W � n-ðàçáèâàåìî, åñëè íàéäóòñÿ ñëîâà u1, u2, . . . , un òà-
êèå, ÷òî W = v · u1 · · ·un, ïðè ýòîì u1 ≻ . . . ≻ un.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ñëîâî íàçûâàåòñÿ k-ïîðÿäî÷íûì, åñëè îíî k-ðàçáèâàåìî, íî íå
(k + 1)-ðàçáèâàåìî.

Çàäà÷à 4.2. Íàéäèòå ÷èñëî
a) 1-ïîðÿäî÷íûõ ñëîâ äëèíû s ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè áóêâàìè;
b) 2-ïîðÿäî÷íûõ ñëîâ, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ðîâíî l áóêâ.
c) 1-ïîðÿäî÷íûõ ñëîâ äëèíû s, áóêâû êîòîðûõ íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû (ñ÷è-

òàòü, ÷òî â àëôàâèòå � l áóêâ).
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Ðåøåíèå. a) Îòâåò: Ñl
s.

b) Îòâåò: 1
l+1

Cl
2l.

Èç çàäà÷è 2.7 ñëåäóåò, ÷òî èñêîìîå ÷èñëî ñëîâ ðàâíî ÷èñëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1 6 a1 6 a2 6 . . . 6 al, äëÿ êîòîðûõ ai 6 i. Òàêèå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè áóäåì íàçûâàòü êîððåêòíûìè. Ïóñòü cn � ÷èñëî êîððåêòíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé èç n ýëåìåíòîâ. Äëÿ êîððåêòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ai} ïîëîæèì

stup(a1, a2 . . . , an+1) = sup
16i6n+1

{ai = i}.

Î÷åâèäíî, ÷òî 1 6stup({ai}) 6 n. Òîãäà êîððåêòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííûå
äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 j 6 n+1 óñëîâèåì stup(a1, a2 . . . , an+1) = j, ìîæíî çàäàòü òàêæå
ñëåäóþùèì íàáîðîì óñëîâèé:

ai 6 i äëÿ i < j; aj = j; ai 6 i− 1 äëÿ i > j.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî êîððåêòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ

stup(a1, a2 . . . , an+1) = j,

ðàâíî cj−1cn+1−j. Òàê êàê j ìîæåò ïðèíèìàòü âñå íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå
1 6 j 6 n+ 1, à äðóãèõ çíà÷åíèé ïðèíèìàòü íå ìîæåò, òî ïîëó÷àåì, ÷òî

cn+1 = c0cn + c1cn−1 + . . .+ cnc0. (1)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî cn = 1
n+1

Cn
2n. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ôóíêöèþ

f(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + ...+ cnx

n + ....

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî f(x) = c0 + xf 2(x). Îòêóäà

f(x) =
1±

√
1− 4c0x

2x
= 2

1±
√
1− 4x

2x
.

Òàê êàê f(x) íå èìååò ïîëþñà â 0,

f(x) = 1−(1−4x)
1
2

2x
=
∑
n≥0

1
2
(−1)n+24n+1C

1
2
n+1x

n =
∑
n≥0

4n+1 (2n−1)!!
3

2n+2 xn =
∑
n≥0

1
n+1

Cn
2nx

n.

Îòêóäà cl =
1

l+1
Cl

2l.
c) Â 1-ïîðÿäî÷íîì ñëîâå áóêâû èäóò ïî âîçðàñòàíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, 1-ïîðÿäî÷íûå

ñëîâà íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ óïîðÿäî÷åííûìè íàáîðàìè
íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë (k1, ..., kl), äëÿ êîòîðûõ k1 + ...+ kl = s. Êàê èçâåñòíî,
÷èñëî òàêèõ íàáîðîâ ðàâíî Cs

s+l−1.

Çàäà÷à 4.3. a) Ïóñòü n � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, u � íåöèêëè÷åñêîå ñëîâî
äëèíû íå ìåíüøå n. Äîêàæèòå, ÷òî ñëîâî u2n ÿâëÿåòñÿ n-ðàçáèâàåìûì.

b) Ïóñòü u � íåêîòîðîå ñëîâî äëèíû (n − 1). Äîêàæèòå, ÷òî ñëîâî u2n � íå
n-ðàçáèâàåìîå.

2Òî, ÷òî c0=1 ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. a) Èç ñëîâà u äëèíû m > n ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê
ìîæíî ïîëó÷èòü m ñëîâ: u0, u1, . . . , um−1. Òàê êàê ñëîâî u � íåöèêëè÷åñêîå, òî âñå
ñëîâà ui ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ñìûñëå ui0 >
ui1 > . . . > uim−1 . Ïðåäñòàâèì êàæäîå ñëîâî ui â âèäå ui = viwi, ãäå u = wivi.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëîâî

u2n = wi0vi0wi0vi0wi1vi1wi1vi1 . . . wim−1vim−1wim−1vim−1 .

Ïîëîæèì u′
ik
= vikwikvikwik+1

äëÿ k = 0, 1, . . . , n− 2;
u′
in−1

= vin−1win−1vin−1 ; γ = wi0 .
Òîãäà ñëîâî u2n ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå u2n = γu′

i0
u′
i1
. . . u′

in−1
. Òàê êàê

u′
i0
> u′

i1
> . . . > u′

in−1
,

ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîâî u2n ÿâëÿåòñÿ n-ðàçáèâàåìûì (ñì. òàêæå [18]).
b) Ïóñòü u = u1...us, ãäå s ≤ n − 1. Ïóñòü u2n � n-ðàçáèâàåìîå ñëîâî, òî åñòü

ñîäåðæèò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäñëîâà v1, ..., vn, èäóùèå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Ïóñòü
r1, ..., rn � íîìåðà, ñ÷èòàÿ ñ íà÷àëà ñëîâà u2n, ïåðâûõ áóêâ v1, ..., vn. Â ñèëó òîãî
÷òî s < n, ñóùåñòâóþò 1 6 i, j 6 n, äëÿ êîòîðûõ ri = rj(mod s). Òîãäà ëèáî vi
ïîäñëîâî vj, ëèáî vj ïîäñëîâî vi. Â ëþáîì ñëó÷àå, vi è vj íåñðàâíèìû ëèáî ðàâíû,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò n-ðàçáèâàåìîñòè u2n.

Îïðåäåëåíèå 4.3. à) Ñëîâî v � õâîñò ñëîâà u, åñëè íàéäåòñÿ ñëîâî w òàêîå, ÷òî
u = wv.

á) Åñëè â ñëîâå v ñîäåðæèòñÿ ïîäñëîâî âèäà ut, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ñëîâå v
ñîäåðæèòñÿ ïåðèîä öèêëè÷íîñòè t.

Çàäà÷à 4.4. Ïóñòü x, d � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî â ñëîâå
W äëèíû x ëèáî ïåðâûå [x/d] õâîñòîâ ïîïàðíî ñðàâíèìû, ëèáî â ñëîâå W íàéäåòñÿ
ïåðèîä äëèíû d.

Ðåøåíèå. Ïóñòü â ñëîâå W íå íàøëîñü ñëîâà âèäà ud. Ðàññìîòðèì ïåðâûå [x/d] õâî-
ñòîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè íèõ íàøëèñü 2 íåñðàâíèìûõ õâîñòà v1 è v2. Ïóñòü
v1 = u · v2. Òîãäà v2 = u · v3 äëÿ íåêîòîðîãî v3. Òîãäà v1 = u2 · v3. Ïðèìåíÿÿ òà-
êèå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî v1 = ud · vd+1, òàê êàê |u| < x/d, |v2| > (d − 1)x/d.
Ïðîòèâîðå÷èå. Äîêàçàòåëüñòâî òàêæå íàïèñàíî â ðàáîòå [15, ëåììà 2.1].

Çäåñü è äàëåå: åñëè â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è âñòðå÷àþòñÿ ÷èñëà n è d, òî ñ÷èòàåì,
÷òî n 6 d.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ñëîâî W � (n, d)-ñîêðàòèìîå, åñëè îíî ëèáî n-ðàçáèâàåìî, ëèáî
íàéäåòñÿ ud � ïîäñëîâî ñëîâà W .

Çàäà÷à 4.5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ñëîâå W íàéäóòñÿ n îäèíàêîâûõ íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïîäñëîâ äëèíû n, òî W � n-ðàçáèâàåìîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì õâîñòû u1, u2, . . . , un ñëîâà
u, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ êàæäîé èç åãî ïåðâûõ n áóêâ. Ïåðåíóìåðóåì õâîñòû òàê,
÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà: u1 ≻ . . . ≻ un. Èç ëåììû 1 îíè íåñðàâíèìû.
Ðàññìîòðèì ïîäñëîâî u1, ëåæàùåå â ñàìîì ëåâîì ýêçåìïëÿðå ñëîâà u, ïîäñëîâî u2 �
âî âòîðîì ñëåâà,. . . , un � â n-îì ñëåâà. Ïîëó÷èëè n-ðàçáèåíèå ñëîâàW . Ïðîòèâîðå÷èå
(ñì. òàêæå [15, ëåììà 2.3]).
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Îïðåäåëåíèå 4.5. Ñëîâî W áóäåì íàçûâàòü n-ðàçáèâàåìûì â õâîñòîâîì ñìûñëå,
åñëè íàéäóòñÿ õâîñòû u1, . . . , un òàêèå, ÷òî u1 ≻ u2 ≻ . . . ≻ un è äëÿ ëþáîãî i =
1, 2, . . . , n− 1 íà÷àëî ui ñëåâà îò íà÷àëà ui+1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç |W | äëèíó ñëîâà W .

Çàäà÷à 4.6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñëîâî W ÿâëÿåòñÿ
a) n3d-ðàçáèâàåìûì â õâîñòîâîì ñìûñëå,
b) 3n2d-ðàçáèâàåìûì â õâîñòîâîì ñìûñëå,
c)∗∗ 4nd-ðàçáèâàåìûì â õâîñòîâîì ñìûñëå,

òî îíî � ëèáî n-ðàçáèâàåìî, ëèáî W ñîäåðæèò ïîäñëîâî â ñòåïåíè d.

Ðåøåíèå. Ìû äîêàæåì ïóíêò á) ïóíêò à) èç íåãî î÷åâèäíî ñëåäóåò.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì ïîðÿäêîâûå íîìåðà ïîçèöèé áóêâ ai, ãäå

a1 < a2 < . . . < a3n2d, ñ êîòîðûõ íà÷èíàþòñÿ õâîñòû ui, ðàçáèâàþùèå W . Ïóñòü

Xk = {nd− õâîñòû ui | i = 3knd+ 1, . . . , 3knd+ 2nd} .
Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë i è j åñëè u ∈ χi, v ∈ Xj, òî u è

v íå ïåðåñåêàþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ k òàêîå, ÷òî ëþáûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ñëîâà u, v èç Xk íåñðàâíèìû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k = 1.
Ïóñòü ïîäñëîâî vi åñòü n ·d-õâîñò ui. Ïîäñëîâà v1 è vnd+c íå ïåðåñåêàþòñÿ äëÿ ëþáîãî
c ∈ [1, nd]. Çíà÷èò vnd+s = vnd+t äëÿ ëþáûõ 1 6 s 6 t 6 nd, à òàê êàê and+t−and+s > n,
òî ïîäñëîâà

u1, und+1, und+d+1, und+2d+1, . . . , u2nd−d+1

íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè íåñðàâíèìû, à, çíà÷èò, ñëîâî W ÿâëÿåòñÿ n-
ñîêðàòèìûì. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 4.7. Äëÿ êàæäîé ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, d ïðèâåäèòå ïðèìåð íå (nd−
1)-ðàçáèâàåìîãî â õâîñòîâîì ñìûñëå ñëîâà W òàêîãî, ÷òî W � íå (n+1)-ðàçáèâàåìî
è íå ñîäåðæèò ïîäñëîâà â ñòåïåíè d.

Ðåøåíèå. Ïðèìåð, ïîñòðîåííûé êîìàíäàìè �Õàðüêîâ� è �Äåâóøêè�:
Ïóñòü â àëôàâèòå 2 áóêâû a < b. Èñêîìîå ñëîâî W ðàâíî

W = (an−1b)d−1an−1.

Çàäà÷à 4.8. Ïîïðîáóéòå óëó÷øèòü îöåíêó â çàäà÷å 4.6.

Êîììåíòàðèé. Åñëè òàêàÿ îöåíêà åñòü, òî îíà áîëüøå (n − 1)(d − 1), òàê êàê äëÿ
àëôàâèòà ñ áóêâàìè a1 ≺ a2 ≺ . . . ≺ an−1 ≺ . . . ≺ as ñëîâî ad−1

1 ad−1
2 . . . ad−1

n−1 ÿâëÿåòñÿ
(n−1)(d−1)-ðàçáèâàåìûì â õâîñòîâîì ñìûñëå, íî íå n-ðàçáèâàåìî â îáû÷íîì ñìûñëå
è íå ñîäåðæèò ïåðèîäà â ñòåïåíè d.

Ôèêñèðóåì àëôàâèò èç l áóêâ, ñëîâî W äëèíû r(W ) íàä ýòèì àëôàâèòîì è íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà n 6 d. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî W íå ñîäåðæèò ïîäñëîâà â ñòåïåíè d
è ñëîâî W íå 4nd-ðàçáèâàåìî â õâîñòîâîì ñìûñëå. Ðàññìîòðèì åãî ïåðâûå [r(W )/d]
õâîñòîâ (äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ìíîæåñòâî õâîñòîâ çà Ω). Òîãäà ïî òåîðåìå
Äèëóîðñà èõ ìîæíî ðàñêðàñèòü â (4nd − 1) öâåòîâ òàê, ÷òîáû õâîñòû îäíîãî öâåòà
øëè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷ ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ
ïðåäûäóùèìè çàäà÷àìè èç öèêëà.
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Çàäà÷à 4.9. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 4nd2 õâîñòîâ èç Ω íàéäóòñÿ äâà îäíî-
öâåòíûõ õâîñòà, ó êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íà÷àëüíûå ïîäñëîâà äëèíû 4nd.

Ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî íàïèñàíî â ðàáîòå [15, íà÷àëî �3].

Çàäà÷à 4.10. 4 Â áåñêîíå÷íîì ïàðëàìåíòå ó êàæäîãî íå áîëåå 3 âðàãîâ. Äîêàçàòü,
÷òî åãî ìîæíî ðàçáèòü íà 2 ïàëàòû òàê, ÷òî ó êàæäîãî áóäåò íå áîëåå îäíîãî
âðàãà â ñâîåé ïàëàòå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ïàðëàìåíò¼ðà (äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè, ï.)
A è B ñâÿçàíû äàë¼êîé âðàæäîé, åñëè ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ï. A0, ..., An, äëÿ êîòîðûõ
A0 = A, An = B è Bi+1 âðàæäóåò ñ Bi äëÿ âñÿêîãî i < n. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå
ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî ï., ñâÿçàííûõ ñ äàííûì ï.
äàë¼êîé âðàæäîé ñ÷¼òíî. Òàêèì îáðàçîì, âåñü ïàðëàìåíò ðàñïàäàåòñÿ íà ãðóïïû
òàêèå, ÷òî ÷ëåíû ðàçíûõ ãðóïï íå âðàæäóþò ìåæäó ñîáîé è ÷òî ÷èñëî ÷ëåíîâ â
ðàçíûõ ãðóïïàõ ñ÷¼òíî. Ïîíÿòíî 5, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàæäóþ òàêóþ
ãðóïïó ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïàëàòû òàê, ÷òîáû ó êàæäîãî å¼ ÷ëåíà áûë íå áîëåå,
÷åì îäèí âðàã.

Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èñëî ï. ñ÷¼òíî. Çàíóìåðóåì èõ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Pn ìíîæåñòâî èç ï. ñ íîìåðàìè 1,..., n. Ðàçáèåíèå íà ïàëàòû
ìû áóäåì ïîíèìàòü êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : Pn → {1, 2} (äëÿ êàæäîãî ï. ìû óêà-
çûâàåì îòíîñèòñÿ îí ê ïåðâîé ïàëàòå èëè âòîðîé). Ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé íà ïàëàòû,
â êîòîðîì ó êàæäîãî ï. èç Pn íåáîëåå îäíîãî âðàãà â ñâîåé ïàëàòå îáîçíà÷èì Hn

(íàçîâ¼ì òàêèå ðàçáèåíèÿ äîïóñòèìûìè). Î÷åâèäíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå äîïóñòèìîãî
ðàçáèåíèÿ ñ ìíîæåñòâà ï. Pn íà ìíîæåñòâî ï. Pm (m < n) � äîïóñòèìî. Ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé Hn íà Hm êàê (Hn)|m.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ìíîæåñòâî Hn íå ïóñòî. Ðàçìåñòèì êàê-íèáóäü âñåõ
ï. â äâå ïàëàòû. Äàëåå, åñëè êàêîé-òî ï. èìååò äâóõ âðàãîâ â ñâîåé ïàëàòå, òî ìû
åãî ïåðåìåùàåì â äðóãóþ ïàëàòó. Ïðè ýòîì ÷èñëî ïàð âðàãîâ â ñóììå âíóòðè îáåèõ
ïàëàòàõ ïàäàåò. Òàê êàê âñåãî ÷èñëî ïàð âðàãîâ êîíå÷íî, òî ïîñëå êàêîãî-òî ÷èñëà
îïåðàöèé ó êàæäîãî ïàðëàìåíò¼ðà áóäåò íå áîëåå îäíîãî âðàãà â ñâîåé ïàëàòå. Ò.å.
ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n ìíîæåñòâî Hn íåïóñòî.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åñëèm > n > k, òî ((Hm)|n)|k = (Hm)k, â ÷àñòíîñòè, (Hm)|k ⊂
(Hm)|n. Äëÿ âñÿêîãî n ïîëîæèì

(H∞)n := ∩m≥n((Hm)|n).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n ≥ 1 ìíîæåñòâî (H∞)n íåïóñòî. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè
m1 > m2 > n, òî (Hm1)|n ⊂ (Hm2)n. Òàêèì îáðàçîì, åñëè (H∞)n = 0, òî (Hm)|n = 0
äëÿ êàêîãî-òî m > n. ×òî íåâîçìîæíî.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè m > n, òî

(H∞)n = ((H∞)m)|n. (2)

Òåïåðü ïîñòðîèì öåïî÷êó {fi}(fi ∈ (H∞)i) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: fi+1|Pi
= fi (òà-

êàÿ ôóíêöèÿ fi+1 îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò äëÿ êàæäîé ôóíêöèè fi, òàê êàê ((H∞)i+1)|i =
(H∞)i). Ýòà öåïî÷êà çàäà¼ò ðàçáèåíèå âñåõ ï. íà äâà ïàðëàìåíòà: i-ûé ï. íàõîäèòñÿ
â fi(i) ïàëàòå.

4Ýòà çàäà÷à èìååò ìàëîå îòíîøåíèå ê òåìå ïðîåêòà. Îíà äîñòàòî÷íî èíòåðåñíà ñàìà ïî ñåáå è

âûçâàëà îæèâëåíèå ñðåäè ÷ëåíîâ æþðè.
5çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ àêñèîìîé âûáîðà
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Òåïåðü ïåðåñòàíåì ôèêñèðîâàòü ÷èñëà l, n, d è ñëîâî W . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî l, n, d
� íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî n 6 d, à ñëîâî W � íåêîòîðîå ñëîâî íàä
àëôàâèòîì èç l áóêâ.

Çàäà÷à 4.11 (Ëåììà Øèðøîâà). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ îò íàòó-
ðàëüíûõ àðãóìåíòîâ f(l, n, d) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà W íàä àëôàâèòîì äëèíû
l, íå ÿâëÿþùåãîñÿ (n, d)-ñîêðàòèìûì, r(W ) < f(l, n, d).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Øèðøîâà ñëåäóåò èç çàäà÷è 5.5. Îðèãè-
íàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî Øèðøîâà ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [18].

Çàäà÷à 4.12. Äîêàæèòå,÷òî f(l, n, d) < l(4nd)4nd+2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Øèðøîâà ñëåäóåò èç çàäà÷è 5.5.

5 Óëó÷øåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè

Ðåøåíèÿ çàäà÷ 5.1 � 5.5 íàõîäèòñÿ â ïàðàãðàôå 3 ðàáîòû [15], 5.6 ðåøåíà â ïàðàãðà-
ôàõ 4 è 5 òîé æå ñòàòüè.
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