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1. ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. åÓÌÉ ÎÁÍ ÏÞÅÎØ ÐÏ×ÅÚ£Ô, ÔÏ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ \ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÉÍ", ÔÏ ÅÓÔØ ÍÁÌÅÎØËÉÍ ÓÌÏ×ÏÍ, ÐÏ×ÔÏÒ£ÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÐÏÄÒÑÄ. üÔÏ ÍÁÌÅÎØËÏÅ
ÓÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÏÍ. ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÅÐÅÒØ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÏ×Å ÚÎÁËÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÅÖ-
ÄÕ ËÁÖÄÙÍÉ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ (ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÕË× | ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÔÏ
ÅÓÔØ ab 6= ba). ôÅÐÅÒØ Ï ÎÁÛÅÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÏ×Å ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ËÁË Ï ÓÔÅÐÅÎÉ
ÐÅÒÉÏÄÁ.

ïÄÎÁËÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÒÅÄËÏ ÂÙ×ÁÀÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ. îÁÍÎÏÇÏ ÞÁÝÅ ÓÌÏ-
×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ×. îÁÚÏ×£Í ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï
ËÕÓÏÞÎÏ-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÐÒÏÉÚ-
×ÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÓÌÏ× É \ÐÒÏËÌÁÄÏË" ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A = {a1; : : : ; as}. ðÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Å ÂÕË× a1 ≺ a2 ≺ · · · ≺ as ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
ÓÌÏ×. ðÕÓÔØ U ≺ V , ÅÓÌÉ ÐÅÒ×ÁÑ ÂÕË×Á ÓÌÏ×Á U ÍÅÎØÛÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÂÕË×Ù V , ÐÒÉ ÉÈ ÓÏ×ÐÁ-
ÄÅÎÉÉ ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ×ÔÏÒÙÅ ÂÕË×Ù É Ô.Ä. åÓÌÉ ÖÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ
ÄÒÕÇÏÇÏ, ÔÏ ÓÌÏ×Á U É V ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ. ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÓÌÏ×Á
× ÓÌÏ×ÁÒÅ (ÔÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÍÌÁÄÛÉÍÉ). ÷
ÓÌÏ×ÁÈ ÎÁÂÌÀÄÁÀÔÓÑ ÂÅÓÐÏÒÑÄËÉ { ËÏÇÄÁ ÓÔÁÒÛÁÑ ÂÕË×Á ÉÄÅÔ ÐÅÒÅÄ ÍÌÁÄÛÅÊ. âÙ×Á-
ÀÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÂÅÓÐÏÒÑÄËÉ ÒÁÚÎÏÊ ÓÉÌÙ. îÁÚÏ×ÅÍ k-ÂÅÓÐÏÒÑÄËÏÍ ÎÁÂÏÒ ÉÚ k ÎÅÐÅÒÅËÒÙ-
×ÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×, ÉÄÕÝÉÈ × ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ, Á ÓÌÏ×Ï, ÉÍÅÀÝÅÅ k-ÂÅÓÐÏÒÑÄÏË, |
k-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ. óÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÐÏÒÑÄÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ k-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏ, ÎÏ ÎÅ (k+1)-
ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏ×Ï aacbcbb | 3-ÐÏÒÑÄÏÞÎÏ, ÔÁË ËÁË × ÎÅÍ ÅÓÔØ 3 ÐÏÄÓÌÏ×Á,
ÉÄÕÝÉÅ × ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ - c; bc; bb.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄ-
ÓÌÏ× ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ. äÁÎÎÙÊ ÐÒÏÅËÔ ÐÏÓ×ÑÝ£Î Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔØÀ É ËÕ-
ÓÏÞÎÏÊ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÓÔØÀ × ÓÌÏ×ÁÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÑ H(k; s) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅ k-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÅ ÓÌÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ H(k; s) ËÕÓËÏ×,
ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ c ÄÌÉÎÏÊ ÐÅ-
ÒÉÏÄÁ ÍÅÎØÛÅ k.

çÌÁ×ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÐÒÏÅËÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ H(k; s).ðÒÉ
ÐÏÌÕÞÅÎÉÉ ÔÁËÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ äÉÌÕÏÒÓÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÆÏÒ-
ÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ × ÇÌÁ×Å 3.

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏ×Á ×ÁÖÎÁ ÌÅÍÍÁ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁË ÚÁ-
ÄÁÞÁ 2.10.
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ãÅÌØÀ ÐÒÏÅËÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÈ ÏÃÅÎÏË ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ H(k; S).
äÒÕÇÏÊ ÎÁÛÅÊ ÃÅÌØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ× (Ô.Å. ËÁÖÄÁÑ ÂÕË×Á
×ÈÏÄÉÔ × ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ), ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ k-ÂÅÓÐÏÒÑÄËÏ×. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÏ-
ÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅ 3-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ëÁÔÁÌÁÎÁ.

íÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÔÁËÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÕÓËÏ× ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉ-
ËÁÀÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ× ÔÉÐÁ ÔÅÏÒÉÉ òÁÍÓÅÑ.

ëÌÀÞÅ×ÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÄÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÆÉÎÉÛÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ 2.10, 3.7, 4.11,
4.12.

ïÔÄÅÌØÎÏ ÏÔ ÐÒÏÅËÔÁ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÔÁËÖÅ ÓÅÒÉÀ \ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ,
ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÓÔÏÒÉÉ", ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÕÀ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ Ë ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ. óÁÍÁ ÜÔÁ ÓÅÒÉÑ ÎÅ-
ÚÁ×ÉÓÉÍÁ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÎÏ ÏÎÁ ÄÁÅÔ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÕ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÑ, ËÁË ÉÚ
ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÑÄÁ ÄÏÌÇÏ ÓÔÏÑ×ÛÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ.

2. ãÉËÌ \ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ"
úÁÄÁÞÁ 2.1. ëÁÒÌÓÏÎ ÍÏÖÅÔ ÐÉÓÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÓÌÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÏÄ-
ÓÌÏ× ÉÚ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕË×. óËÏÌØËÏ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÍÏÖÅÔ ÎÁÐÉÓÁÔØ ëÁÒÌÓÏÎ, ÅÓÌÉ
× ÓÌÏ×ÁÒÅ l ÂÕË×?

úÁÄÁÞÁ 2.2. ÷ ÓÌÏ×ÁÒÅ ÐÌÅÍÅÎÉ ÷ÉÎÎÉ{ðÕÈÏ× 20 ÓÌÏ×. ÷ ÆÒÁÚÁÈ ÉÈ ÑÚÙËÁ ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÙ ÌÀÂÙÅ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÓÌÏ×. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÍÁÇÉÞÅÓËÉÈ ÚÁËÌÉÎÁÎÉÑ, \úÅÍÌÑ
ÓÔÏÉÔ ÎÁ ×ÅÌÉËÏÍ ËÒÏËÏÄÉÌÅ" É \ëÁÖÄÙÊ ×ÅÞÅÒ ËÒÏËÏÄÉÌ ÇÌÏÔÁÅÔ ÓÏÌÎÃÅ", ËÏÔÏ-
ÒÙÅ ×ÙÚÙ×ÁÀÔ ÕÒÁÇÁÎ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÓÌÕÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚÎÏÓÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÆÒÁÚÙ,
× ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ1. óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÆÒÁÚ ÉÚ
ÄÅÓÑÔÉ ÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚÎÏÓÉÔØ ×ÓÌÕÈ?

úÁÄÁÞÁ 2.3. ÷ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÓÍÅÛÁÒÉËÏ× l ÂÕË×. íÏÖÅÔ ÌÉ × ÉÈ ÓÌÏ×ÁÒÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ
ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ l, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÏ×ÎÏ

a) l + 1
b) l(l−1)

2 − 1
c) 2l
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×.

úÁÄÁÞÁ 2.4. ÷ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÎÄÅÊÃÅ× N ÂÕË×. éÚ ÎÉÈ ÉÎÄÅÊÃÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÌÏ×Á. éÚ-
×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÐÏ×ÔÏÒÅÎÎÏÅ Ä×ÁÖÄÙ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ
ÓÌÏ×Ï, Á ÚÁÍÅÎÁ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÎÁ ÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ×ÓÅÇÏ ÓÌÏ×Á. îÁÐÒÉÍÅÒ,
ÇÏÒÏÒÏÄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É ÇÏÒÏÄ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÑÚÙËÅ ÉÎÄÅÊÃÅ× ËÏÎÅÞ-
ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÎÑÔÉÊ, ÅÓÌÉ:

Á) N = 2;
b*) N = 3.
Ó**) äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ N

úÁÄÁÞÁ 2.5. îÁÚÏ×£Í ÚÁÐÒÅÔÏÍ ÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÚÁÐÒÅÝÁÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ËÁ-
ÞÅÓÔ×Å ÐÏÄÓÌÏ×Á. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÏ×Ï, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÚÁÐÒÅÔÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÒÁÚ-
ÒÅÛ£ÎÎÙÍ. ëÁËÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÐÒÅÔÏ× ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ ÓÔÏÂÕ-
Ë×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× ÒÏ×ÎÏ Ä×Á | (ab)50 É (ba)50 | ÂÙÌÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÙ?

1äÁÖÅ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Á × ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏ×ÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ.
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úÁÐÉÓØ ut ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÏ×Ï u, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ t ÒÁÚ ÐÏÄÒÑÄ.

úÁÄÁÞÁ 2.6. ðÕÓÔØ k; t { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×
ÓÌÏ×Å V ÄÌÉÎÙ k · t ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ k, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ÓÌÏ×Á v ÓÌÏ×Ï V ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ vt.

úÁÄÁÞÁ 2.7. õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ:

• ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 1 6 a1 6 a2 6 : : : 6 an; ÇÄÅ ai 6 i;

• ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÌÉÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2.

úÁÄÁÞÁ 2.8. óÔÏ ÌÀÄÏÅÄÏ× ÐÒÉÅÈÁÌÉ ÎÁ ÐÉÒ. ïÂÅÄÁÀÝÉÊ ÌÀÄÏÅÄ ÐÒÏÇÌÁÔÙ×ÁÅÔ
ÃÅÌÉËÏÍ ÓÅÂÅ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ. ðÏÏÂÅÄÁ×ÛÉÊ ÌÀÄÏÅÄ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÅÔ É ÓÁÍ ÓÏÓÌÕÖÉÔØ
ÏÂÅÄÏÍ ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÇÏ Ó×ÏÅÇÏ ÓÏÂÒÁÔÁ. ôÁË É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÉÝÅ×ÙÅ ÃÅÐÏÞËÉ. äÌÉ-
ÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÀÄÏÅÄÏ×, ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ. ÷ÏÐÒÏÓ: ËÁËÏÊ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÃÅÐÏÞËÁ ÔÏÞÎÏ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ ÂÙ
ÄÅÓÑÔØ ÌÀÄÏÅÄÏ× ÍÙ ÎÅ ×ÚÑÌÉ, ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
ÐÏËÏÉÔÓÑ × ÖÅÌÕÄËÅ ÄÒÕÇÏÇÏ?

úÁÄÁÞÉ ÔÉÐÁ 2.8 ÷Ù ÍÏÖÅÔÅ ÎÁÊÔÉ × ÃÉËÌÅ \ôÅÏÒÅÍÁ äÉÌÕÏÒÓÁ".

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. óÌÏ×Ï u ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ u ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×
×ÉÄÅ vk, ÇÄÅ k > 1.

úÁÄÁÞÁ 2.9. ðÕÓÔØ u É v { ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ m É n ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ. óÌÏ×Ï W ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏ×Á u′ = um·n É v′ = vm·n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ
ÏÂÝÅÊ ÞÁÓÔÉ Õ u′ É v′ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ m+ n− 2.

úÁÄÁÞÁ 2.10. îÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÅÎÔÅ × ËÁÖÄÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÃÉÆÒÙ ÏÔ 1 ÄÏ 9.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÌÉÂÏ ÉÚ ÎÅ£ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÅÚÁÔØ 10 ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÔÙÓÑ-
ÞÅÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ, ÌÉÂÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ 10 ÐÏ×ÔÏ-
ÒÉÔÓÑ 50 ÒÁÚ ÐÏÄÒÑÄ.

3. ãÉËÌ \ôÅÏÒÅÍÁ äÉÌÕÏÒÓÁ"
úÁÄÁÞÁ 3.1. éÚ ÌÀÂÙÈ ÌÉ ÐÑÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÒÑÄ, ÍÏÖÎÏ ×Ù-
ÂÒÁÔØ ÔÒÉ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ × ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÉÌÉ × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ?

úÁÄÁÞÁ 3.2. éÚ ÌÀÂÙÈ ÌÉ ÄÅ×ÑÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÒÑÄ, ÍÏÖÎÏ ×Ù-
ÂÒÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ × ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÉÌÉ × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-
ÎÉÑ?

úÁÄÁÞÁ 3.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ ÄÅÓÑÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÒÑÄ,
ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ × ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÉÌÉ × ÐÏÒÑÄËÅ
×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 3.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ mn + 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÌÉÂÏ
m+ 1 × ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ, ÌÉÂÏ n+ 1 × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ.
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þÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (þõí) M | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a, b ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÏÎÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ≺ ÉÌÉ ÎÅÔ.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ:

è ÅÓÌÉ a ≺ b É b ≺ c; ÔÏ a ≺ c;
è ÅÓÌÉ a ≺ b; ÔÏ a ÎÅ ÒÁ×ÎÏ b.

úÁÄÁÞÁ 3.5. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a ≺ b É b ≺ a ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎ-
ÎÏ?

úÁÄÁÞÁ 3.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ þõí ÐÒÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÍ
ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÉÌÉ, ËÏÒÏÔËÏ, ÃÅÐØÀ.

úÁÄÁÞÁ 3.7. ðÕÓÔØ m;n { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÷ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ-
ÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ mn+1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÃÅÐØ ÉÚ ÉÄÕÝÉÈ × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-
ÎÉÑ m+ 1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÌÉÂÏ n+ 1 ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ
ÁÎÔÉÃÅÐØ).

úÁÄÁÞÁ 3.8. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÃÅÐÉ ÄÁÎÎÏÇÏ
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M. ôÏÇÄÁ M ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ d
ÁÎÔÉÃÅÐÅÊ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÅÒÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏËÁÖÅÔ ÎÁÍ ÓÅÒØ£ÚÎÕÀ ÐÏÍÏÝØ ×
ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ äÉÌÕÏÒÓÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ n ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÎ-
ÔÉÃÅÐÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M . ôÏÇÄÁ M ÍÏÖÎÏ
ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ n ÃÅÐÅÊ.
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4. ãÉËÌ \üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ"
ðÕÓÔØ ÎÁÛ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÕË× a1; a2; : : : ; as. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
a1 ≺ a2 ≺ · · · ≺ as. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÌÉ ÂÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÔÅÐÅÒØ Ä×Á ÓÌÏ×Á u É v. åÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÔÏ ÎÁÚÏ×£Í ÓÌÏ×Á
u É v ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ (ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ). ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ
ÓÌÏ×Á w; u′; v′ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ u = wu′, v = wv′, ÐÒÉÞ£Í ÐÅÒ×ÙÅ ÂÕË×Ù Õ ÓÌÏ× u′ É v′
{ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ (w ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÙÍ, u′ É v′ { ÎÅÔ). åÓÌÉ ÐÅÒ×ÁÑ ÂÕË×Á u′ ÂÏÌØÛÅ
ÐÅÒ×ÏÊ ÂÕË×Ù v′, ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÍ ÓÌÏ×Ï u ÂÏÌØÛÅ ÓÌÏ×Á v, × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÞÉÔÁÅÍ u
ÍÅÎØÛÅ v. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÌÉ ÓÌÏ×Á. ðÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ (ÍÙ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ÅÇÏ × ÐÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÉ). îÅ ÓÔÏÉÔ
ÔÁËÖÅ ÚÁÂÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÏ×Á ÔÁË É ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 4.1. ðÕÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒ£È ÂÕË×: a, b É c. ÷×ÅÄ£Í ÎÁ ÎÉÈ ÐÏ-
ÒÑÄÏË a < b < c. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÎÉÖÅ ÓÐÉÓËÁ ÓÌÏ× ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÕÀ
×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ëÁËÉÅ ÐÁÒÙ ÓÌÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ?

cb; abc; bac; abb; b; ccc; abc

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ××ÅÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. óÌÏ×Ï W { n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÓÌÏ×Á u1; u2; : : : ; un ÔÁ-
ËÉÅ, ÞÔÏ W = v · u1 · · · un, ÐÒÉ ÜÔÏÍ u1 Â : : : Â un.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. óÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÐÏÒÑÄÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ k-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏ, ÎÏ ÎÅ
(k + 1)-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏ.

úÁÄÁÞÁ 4.2. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ
a) 1-ÐÏÒÑÄÏÞÎÙÈ
b) 2-ÐÏÒÑÄÏÞÎÙÈ
ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ s, ×ÓÅ ÂÕË×Ù ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙ;
c) 1-ÐÏÒÑÄÏÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ s, ÂÕË×Ù ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 4.3. a) ðÕÓÔØ n { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, u { ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï
ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï u2n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ.

b) ðÕÓÔØ u | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ (n − 1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï u2n | ÎÅ
n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3. Á) óÌÏ×Ï v | È×ÏÓÔ ÓÌÏ×Á u, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï w ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
u = wv.

Â) åÓÌÉ × ÓÌÏ×Å v ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ ut; ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ × ÓÌÏ×Å v
ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄ ÃÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ t:

úÁÄÁÞÁ 4.4. ðÕÓÔØ x, d | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÓÌÏ×Å
W ÄÌÉÎÙ x ÌÉÂÏ ÐÅÒ×ÙÅ [x=d] È×ÏÓÔÏ× ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ÌÉÂÏ × ÓÌÏ×Å W ÎÁÊÄÅÔÓÑ
ÐÅÒÉÏÄ ÄÌÉÎÙ d.

úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ: ÅÓÌÉ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ n É d, ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÍ,
ÞÔÏ n 6 d:
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.4. óÌÏ×Ï W | (n; d)-ÓÏËÒÁÔÉÍÏÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÂÏ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏ, ÌÉÂÏ
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ud | ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÓÌÏ×Á W .

úÁÄÁÞÁ 4.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÓÌÏ×Å W ÎÁÊÄÕÔÓÑ n ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀ-
ÝÉÈÓÑ ÐÏÄÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n, ÔÏ W | (n; n)-ÓÏËÒÁÔÉÍÏÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.5. óÌÏ×Ï W ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ × È×ÏÓÔÏ×ÏÍ ÓÍÙÓÌÅ,
ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ È×ÏÓÔÙ u1; : : : ; un ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ u1 Â u2 Â : : : Â un É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i =
1; 2; : : : ; n− 1 ÎÁÞÁÌÏ ui ÓÌÅ×Á ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ui+1.

úÁÄÁÞÁ 4.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
a) n3d-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ × È×ÏÓÔÏ×ÏÍ ÓÍÙÓÌÅ,
b) 3n2d-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ × È×ÏÓÔÏ×ÏÍ ÓÍÙÓÌÅ,
c) 4nd-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ × È×ÏÓÔÏ×ÏÍ ÓÍÙÓÌÅ,
ÔÏ ÏÎÏ | ÌÉÂÏ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏ, ÌÉÂÏ W ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏ×Ï × ÓÔÅÐÅÎÉ d.

úÁÄÁÞÁ 4.7. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (n; d) (ËÒÏÍÅ ÐÁÒÙ (1; 1)) ÐÒÉ×Å-
ÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÓÌÏ×Á W ÄÌÉÎÙ (nd − 1) ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ W | ÎÅ (n + 1; d)-ÓÏËÒÁÔÉÍÏ É
ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ È×ÏÓÔÏ× ÄÌÉÎÙ (n+ 1).

úÁÄÁÞÁ 4.8. ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÏÃÅÎËÕ × ÚÁÄÁÞÅ 4.6.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÉÚ s ÂÕË×, ÓÌÏ×Ï W ÄÌÉÎÙ r(W ) ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ É ÎÁÔÕ-
ÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n 6 d: äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ W ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏ×Á × ÓÔÅÐÅÎÉ d
É ÓÌÏ×Ï W ÎÅ 4nd-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏ × È×ÏÓÔÏ×ÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÐÅÒ×ÙÅ [r(W )=d]
È×ÏÓÔÏ× (ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï È×ÏÓÔÏ× ÚÁ 
). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ
äÉÌÕÏÒÓÁ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × (4nd − 1) Ã×ÅÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ È×ÏÓÔÙ ÏÄÎÏÇÏ Ã×Å-
ÔÁ ÛÌÉ × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÉÚ ÃÉËÌÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ 4nd2 È×ÏÓÔÏ× ÉÚ 
 ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÏÄÎÏ-
Ã×ÅÔÎÙÈ È×ÏÓÔÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ 4nd.

úÁÄÁÞÁ 4.10. ÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÁÒÌÁÍÅÎÔÅ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3 ×ÒÁÇÏ×. äÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 2 ÐÁÌÁÔÙ ÔÁË, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ
×ÒÁÇÁ × Ó×ÏÅÊ ÐÁÌÁÔÅ.

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÅÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁ s; n; d É ÓÌÏ×Ï W . âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ s; n; d
| ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ n 6 d; Á ÓÌÏ×Ï W | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï
ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÉÚ s ÂÕË×.

úÁÄÁÞÁ 4.11 (ìÅÍÍÁ ûÉÒÛÏ×Á). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× f(s; n; d) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á W ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ
ÄÌÉÎÙ s, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ (n; d)-ÓÏËÒÁÔÉÍÙÍ, r(W ) < f(s; n; d).

úÁÄÁÞÁ 4.12. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ f(s; n; d) < s(4nd)4nd+2:
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5. õÌÕÞÛÅÎÉÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ
äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ s; n; d ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ d > n; ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï
W ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÄÌÉÎÙ s | ÎÅ (n; d)-ÓÏËÒÁÔÉÍÏÅ (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÅ,
ÌÉÂÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ud | ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÓÌÏ×Á W ). ðÕÓÔØ 
 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï È×ÏÓÔÏ× ÓÌÏ×Á W;
ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÅÇÏ ÐÅÒ×ÙÈ [r(W )=d] ÂÕË×. îÁÐÏÍÎÉÍ ÞÔÏ È×ÏÓÔÙ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ
× 4nd − 1 Ã×ÅÔÏ× (ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ × ÃÉËÌÅ \üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ").
÷×ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ pn;d = 4nd: âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Pk-ÎÁÞÁÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ cÌÏ×Á ÓÌÏ×Ï,
ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÅÇÏ ÐÅÒ×ÙÈ k ÂÕË×.

úÁÄÁÞÁ 5.1. ðÕÓÔØ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
 ÎÁÛÌÏÓØ p2
n;d + pn;d + 1 È×ÏÓÔÏ× ÏÄÎÏÇÏ Ã×ÅÔÁ

Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ 2k-ÎÁÞÁÌÁÍÉ, ÇÄÅ k | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁ-
ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ È×ÏÓÔÏ× ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ k-ÎÁÞÁÌÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 5.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ (d + 1)p4
n;d È×ÏÓÔÏ× ÉÚ 
 ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á

ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÈ È×ÏÓÔÁ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ pn;d=2-ÎÁÞÁÌÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 5.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ (d + 1)p7
n;d È×ÏÓÔÏ× ÉÚ 
 ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á

ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÈ È×ÏÓÔÁ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ pn;d=4-ÎÁÞÁÌÁÍÉ.

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ pn;d = 2t ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ t.

úÁÄÁÞÁ 5.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ (d + 1)p1+3t
n;d È×ÏÓÔÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 


ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÈ È×ÏÓÔÁ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ 1-ÎÁÞÁÌÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 5.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á W ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ (d+1)2p2+3t
n;d s, ÔÏ ÏÎÏ

ÌÉÂÏ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÅ, ÌÉÂÏ ÌÉÂÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ud | ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÓÌÏ×Á W .

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ ÌÉÓÔËÁ \ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë ËÏÌØÃÁÍ, ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÓÔÏÒÉÉ" É ÚÁÄÁ-
ÞÅÊ 5.5, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ å. é. úÅÌØÍÁÎÏ×Á, ÐÏÓÔÁ-
×ÌÅÎÎÙÊ × 1991 ÇÏÄÕ:

\ðÕÓÔØ F2;m | Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ 2-ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ
xm = 0: ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ F2;m ÒÁÓÔ£Ô ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØ-
ÎÏ ÐÏ m?"

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ n = 2q ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ q.

úÁÄÁÞÁ 5.6. ðÕÓÔØ � | (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ < n
ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÄÌÉÎÙ s É ÉÈ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁÄÁÞÁÍÉ 4.3a, 5.5,
ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï W | ÎÅ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÅ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×
×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ n100qs ÓÌÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Gamma.
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